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ALLE  RECHTE,  EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZÜNGSBECHTS,  VORBEHALTEN 


Der  vorliegende  Bericht  über  Elemeiitargeometrie  war  ursprünglich 
für  die  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  bestimmt,  und 
nur  im  Interesse  der  Sache  hatte  ich  die  Arbeit,  deren  Mühe  ich  voraus- 
sah, übernommen.  Seit  vier  Jahren  ist  sie  den  Leitern  der  Encyklopädie 
übergeben,  doch  waren  immer  wieder  Formalien  zu  erledigen,  da  die 
Eigenart  des  Referenten  sich  nicht  mit  der  des  Redakteurs  deckte.  Wenn 
schließlich  Herr  Klein  das  Referat  in  der  vorliegenden  Form  ablehnte, 
so  geschah  es  vorzugsweise,  weU  ihm  keine  Hilfskräfte  zu  Gebote 
standen,  die  sämtlichen  Zitate  mit  bibliogi-aphischer  Treue,  und  zwar 
jedesmal,  wenn  ein  Werk  genannt  wurde,  abfassen  zu  lassen.  In  der 
Tat  war  durch  den  Zustand  der  Zettel  eine  äußerst  zeitraubende  Kor- 
rektur nötig.  Ich  sell)st  habe  nur  die  aUerwichtigsten  Werke  biblio- 
gi'aphisch  genau  zitiert,  und  die  andern  so,  daß  sie,  mit  verschwin- 
denden Ausnahmen,  jeder  Interessent  nach  meinem  Zitat  sofort  auffinden 
kann.  Außerdem  habe  ich  meistens  die  Zeitschriften  nach  ihren  Be- 
gründern genannt,  wofür  ich  umstehend  eine  Liste  beilege. 

Um  die  Arbeit  weiteren  Kreisen  zugänglich  zu  machen,  regte  Herr 
Klein  an,  sie  als  einen  besonderen  Bericht  in  einem  Ergänzungsbande 
des  Jahresberichts  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  erscheinen 
zu  lassen,  eine  Anregung,  die  der  Vorstand  der  Vereinigung  willkommen 
hieß,  und  der  ich  gefolgt  bin. 

Zum  größten  Danke  bin  ich  meinem  Jugendfreund  E.  Lam^K  für 
die  überaus  mühevoUe  Korrektur  vei-p fliehtet,  die  er  gelegentlich  mit 
Zusätzen  aus  dem  so  reichen  Schatz  seiner  Literaturkenntnis  begleitete. 

Straßburg  i.  E.,  August  1905. 

M.  Simon. 


Journale. 
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1.    Abgrenzung    des    Referats    und    allgemeine    Gesichtspunkte. 

Die  Abgreiizuug  des  Stoffes  ist  schwierig,  elementar  ist  alles  oder 
nichts.  Die  ganze  projektive  Geometrie  ist  eine  Erweiterung  des  Sinus- 
satzes, die  Integralrechnung  entwickelte  sich  aus  der  Quadratur,  ja 
selbst  die  Gruppentheorie  kann  man  als  eine  Erweiterung  der  geo- 
metrischen Verwandtschaften  auffassen.  Man  könnte  die  Elemeutar- 
geometrie  definieren  als  die  Gesamtheit  der  Probleme,  welche  mit  Zirkel 
und  Lineal  konstruierbar  sind;  aber  diese  Definition  würde  gerade  die 
wichtigsten  Probleme,  die  Quadratur  des  Zirkels,  die  Voluraenbestimmung 
der  Pyramide,  die  Teilung  des  Winkels,  ausschließen;  alle  Betrachtungen 
über  die  Grundbegriffe,  über  Kontinuität  und  den  Zusammenhang  des 
Systems  würden  fallen.  So  habe  ich  mich  entschlossen,  in  erster  Linie 
auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  den  Mittelschulen  Rücksicht  zu 
nehmen.  Die  Kegelschnitte  sind  fi-eilich  heute  durchaus  elementar, 
der  österreichische  Lehrplan  verweist  sie  nach  Tertia;  aber  sie  wurden 
wegen  des  ungeheuren  Umfanges  ihrer  Literatur  abgetrennt. 

Noch  ein  zweiter  Umstand  war  zu  beachten.  Die  großen  Geo- 
meter  vom  Schluß  des  18.  bis  zur  Mitte  des  19.  .Jahrhunderts  haben 
^V'erke  hinterlassen,  die  für  den  Unterricht  unentbehrlich  sind,  und 
die  außerdem  eine  äußerst  große  Anzahl  elementar-geometrischer  Sätze 
enthalten.  Man  hätte  Carmifs  De  la  correlation  und  die  Geometrie  de 
la  Position,  Jal\  Steiners  Geometrische  Konstruktionen  [/am,  Poncelefs 
Traite  des  proprietes  projectives  und  CJinsles'  Geometrie  superieure 
zum  großen  Teil  abschreiben  müssen.  Ich  zähle  diese  Standard- Werke 
einfach  auf  Es  sind  außer  den  genannten:  3Ion(ie's  und  Hacliette's 
Geometrie  descriptive,  (Jliasles  Apercu  historique,  Cremona's  Projektive 
Geometrie,  von  StaucU's  Geometrie  der  Lage,  Möbius'  Barycentrischer 
Calcül. 

Aber  auch  die  analytische  Geometiie  fordert  Beachtung,  man 
denke  nur  an  Gmjonncs  Lösung  des  Taktionsprolilems;  viele  elemen- 
targeometrische Sätze  sind  analytisch  gefunden. 

Überblickt  man  die  Elementargeometrie  im  19.  Jalirhundert,  so 
ist  vor  allem  hervorzuheben,   wie  die  großen  Strömungen  der  Wisseu- 
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Schaft  auch  iii  der  Elementargeometrie  zutage  treten.  Die  Danvinsche 
Theorie  der  Entstehung  der  Arten  zeigt  sich  als  systematische  Ent- 
wicklung der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten;  langsam,  aber 
schließlich  oline  Widerspruch  setzt  sich  die  Benutzung  geometrischer 
Verwandtschaften  auch  in  den  Lehrbüchern  der  Elementargeometrie 
durch,  und  die  Resultate  der  neuereu  Geometrie  werden  Geraeingut. 
Am  Schluß  des  Jahrhunderts  ist  die  ganze  SLjiujc-Seriois-jBrianchonsche 
Lehre  von  Pol  und  Polare,  die  Gaultier-Steinersche  der  Kreisbüschel, 
die  Theorie  der  Involution  und  der  Kegelschnitte  —  von  Transver- 
salen, harmonischer  Teilung  usw.  zu  schweigen  —  in  die  Schule  ge- 
drungen, und  die  Trigonometrie  der  Schule,  ebene  wie  sphärische,  hat 
eine  Ausdehnung  erfahren,  die  früher  für  Astronomen  hingereicht  hätte. 

Auch  der  zweite  große  Zug  des  Jahrhunderts,  der  kritische,  ist  in 
der  Elementargeometrie  in  hohem  Grade  wirksam.  Von  Hnnw,  Leihiüz. 
(VAlemhcrt  und  vor  allem  von  Kant  und  IJohauu  geht  die  Frage 
nach  dem  Wesen  der  Geometrie  aus;  man  fragt,  woher  sie  ihre  Sicher- 
heit nehme,  und  nach  dem  Grade  dieser  Sicherheit,  und  dann  kommt 
Gauß  bei  der  Untersuchung  der  Euklidischen  Postulate  zu  der  Er- 
kenntnis, daß  die  Grundlagen  der  Geometrie  Erfahrungstatsachen  sind, 
und  Joliaun  Bolyai  und  Lobatsehcßlcij  erbauen  eine  absolute  Geometrie. 

Die  Fragen  nach  der  Anzahl,  dem  Zusammenhang,  der  Tragweite 
der  Axiome  werden  heiß  umworben ,  und  sie  können  am  Schluß  des 
Jahrhunderts  durch  Pasch,  Hilberf,  Venmese.  Ini/rami,  Enriques  als  ge- 
löst gelten.  Strenge  der  Beweise,  Ordnung  der  Sätze  nach  innerem 
Zusammenhange  werden  gefordert  und  geleistet.  Die  französische  Revo- 
lution, die  alle  Autoritäten  zertrümmerte,  wendet  sich  auch  gegen 
EuJdid-^  es  entstehen,  angeregt  vielleicht  durch  tV Alcmhoi ,  mehr  nocli 
durch  den  Gegensatz  zu  den  bedeutenden  Leistungen  der  Jesuiten,  die 
Elemente  Legendrca  und  erobern  rasch  das  ganze  Gebiet  der  roma- 
nischen Völker,  einschließlich  Belgien  und  Holland.  Mit  ihnen  beginnt  die 
Arithmetisierung  der  Geometrie;  sie  gewinnt  durch  Weirrstraß  Macht, 
führt  in  Georg  Cantor's  Mengeulehre  zu  dem  Versuch,  den  rein  geo- 
metrischen Begriff  der  Kontinuität  arithmetisch  zu  definieren,  und  findet 
ihren  schärfsten  Ausdruck  in  Hilhert's  Grundlagen;  sie  zeigt  sich  uocli 
sehr  scharf  in  den  letzten  imd  vielleicht  bedeutendsten  für  die  Schule 
bestimmten  Büchern  von   Veroncse  und  Iiujranti. 

LTnd  dazu  kommt  wieder  ein  dritter  großer  Zug  der  Zeit:  das  Ge- 
setz der  Kontinuität,  das  Lcihiiis  für  seine  größte  Entdeckung  erachtete, 
wird  Gemeingut,  und  mächtig  erweitert  sich  damit  das  Interesse  für 
das  historische  Werden.  Es  wird  klar,  daß  Monge,  für  dessen  Wertung 
ich   auf  die   Brüiuier 
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weise,  an  Lambert  anknüpft  und  dieser  an  Biber  und  Leonardo  da  Vinci, 
und  schließlich  verfolf^en  wir  die  darstellende  Geometrie  bis  zu  Grund- 
riß und  Aufriß  der  Säule  im  Tempel  yon  Phile! 

Ponceh't  knüpft  an  Desanjucs  an,  Steiner  an  La  Jllrc,  Gaiiß  an 
iMmhert  und  dieser  an  Saccheri  usw.  bis  l'nildos  und  Hemn.  Die 
Arbeiten  von  Cliasles,  Cantor,  Zeutlien,  Heibery,  Hultscli,  Friedlein,  AJl- 
nian,  Loria  und  wahrlich  nicht  als  die  letzten  die  von  Tanneri/  haben 
uns  die  griechische  Mathematik  erschlossen,  Colebrooke  die  indische, 
Wocjwke,  Munli  die  arabische,  Steinschneider  die  hebräische. 

Dabei  zeigt  es  sich  demi  allerdings,  daß  unsere  Elementargeo- 
metrie, was  die  Materie  betrifft,  wenig  über  die  der  Hellenen  oder  der 
Araber  hinausgekommen  ist.  Eine  Unmenge  der  Sätze,  welche  als 
neu  die  Zeitschriften  füllten,  sind  teils  direkt  alt,  teils  neu  nur  in  der 
Form,  teils  Spezialisierung  alter  Sätze.  Ich  erinnere  nm-  an  den  Mene- 
laos,  an  die  Transversalentheorie,  insbesondere  an  das  Pori.sma  176,  an 
die  Flächeusätze  von  Pappus,  an  die  Giddinsche  Regel  usw.  Ist  doch 
die  Radikalachse  schon  den  Arabern  bekannt  gewesen. 

Eine  genaue  Durcharbeitung  von  Claciu.-<,  Cusanus  usw.  würde 
manchen  Prioritätsstreit  überflüssig  machen.  Überhaupt  ist  es  sonder- 
bar, wie  oft  dieselben  Gedanken  —  ob  bewußt  oder  unbewußt,  ist 
manchmal  schwer  zu  entscheiden  —  wiederkehren.  Ich  verweise  auf 
die  einzelnen  Probleme,  erwähiie  die  vielen  Beweise  des  Pytliafjoras, 
der  freilich  selbst  seinen  Satz  den  Indern  entlehnt  hat,  verweise  auf 
Steiner,  der  Gaidfier  ganz  verschwiegen  hat,  auf  die  .,Goi(zysche"  mitt- 
lere Proportionale,  auf  die  .,Scliwahsc]if'  Methode  der  Isoperimetrie  für 
die  Kreisberechnung,  auf  den  Sti"eit  um  die  Entdeckung  der  reziproken 
Radien,  den  Gedanken,  gleichzeitig  mit  Richtung  und  Länge  der  Strecke 
ZU  rechnen,  der  bei  Plücher,  BeUacitis,  Mübius,  Hamilton,  SclwffUr  un- 
abhängig entsteht;  ich  eriimnere  ferner  an  Killings  „Weierstraßaii\ie'' 
Koordinaten,  an  Cayleys  Entdeckung  der  ,,C«f/«oZ/schen"  Formeln,  \on 
Gauß-Belambre-Molhveidc  zu  schweigen,  usw.  usw. 

Dennoch  ist  die  geistige  Arbeit  auch  auf  unserem  Gebiet  gewaltig 
gewesen;  es  hat  seine  Größen  wie  die  anderen.  Ich  lasse  Lebende  un- 
erwähnt und  nenne  nur:  L'Huilier,  Servois,  Burrande,  den  viel  zu  früh 
Dahingerafften;  Buhillier,  Catalan,  T.  S.  Bavies,  Weddle,  Wallace,  3Ia^on. 
Levy,  Rutherford,  Todhunter,  Kelland,  Toicnsend,  Hart,  die  Winterthurer 
Adams  und  Moosbruggcr;  Nagel,  Reuschle,  C.  F.  A.  Jacobi,  Bretschnei- 
der,  Baltzer;  Malfafti,  Bellacitis,  Be  Znlt,  Bettaszi.  Garnier,  van  Sivin- 
den,  van  Geldern,  Wolfgang  und  Johann  Bohjai,  Xilolaus  Lobatschefslij. 

Die  Güte  des  verstorbenen  Direktors  Barack,  des  Gründers  der 
Straßburger  Bibliothek,  und  seines  Nachfolgers,  Hrn.  Eutings,  hat    mir 
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die  Benutzung  dieser  Bibliotliek  in  hohem  Gi-ade  erleichtei"t;  der  Äbtei- 
lungsehef,  Hr.  Landauer,  hat  mich  nach  Kräften  unterstützt,  aber  die 
Straßburger  Bibliothek  hat  gei-ade  auf  elementar-geometrischem  Ge- 
biete gToße  Lücken.  Hätte  mir  nicht  mein  verehrter  Freund  2\euher<j 
das  Journal  elementaire  von  Sourget  (Longchamps)  und  die  Mathesis 
geschickt,  so  würde  ich  auch  diese  wichtigen  Quellen  haben  entbehren 
müssen.  Kurze  Zeit  konnte  ich  in  Bei-lin  arbeiten,  wo  mir  der  Ober- 
bibliothekar Dr.  Valentin  jede  mögliche  Hilfe  zuteil  werden  Keß.  Gino 
Lorki  habe  ich  für  einen  Bericht  über  die  Entwicklung  des  italienischen 
Unterrichts  zu  danken. 

Das  Referat  schließt  im  wesentlichen  mit  dem  Jahre  1900  ah,  nur 
ausnahmsweise  sind  literarische  Erscheinungen  bis  1903  berücksichtigt. 

Und  nun  noch  eine  persönliche  Bemerkung.  Ich  habe  versucht, 
soweit  es  mir  möglich  war,  aus  eigener  Kenntnis  zu  uiieüen,  aber 
niemand  kann  von  der  Unzulänglichkeit  des  Referats  schärfer  überzeugt 
sein  als  ich  selber. 

'2.  Geschichte  (Bibliographie).  Die  Geschichte'  der  Elementai-- 
geometrie  ist  im  wesentlichen  die  der  ägyptischen,  griechischen,  indi- 
schen, arabischen  Geometrie,  wozu  etwa  die  Periode  von  800 — 1600 
(Vieta  und  Fermat)  der  europäischen  Geometrie  kommt.  Wegen  der 
Geschichte  der  einzelnen  Probleme  vergleiche  man  die  unten  folgenden 
besonderen  Abschnitte. 

Das  Hauptwerk  des  Jahrhunderts  sind  Moritz  Cantor's  Vorlesungen 
über  Geschichte  der  Mathematik,  und  sie  werden  es  bleiben,  auch 
wenn  es  dem  Werke  ergangen  sein  wird  wie  seinem  Vorgänger  im 
18.  Jakrhundert,  der  gToßartigen  Histoire  des  Mathematiques  M'mtxchi's. 
Auch  Cantor  wird  die  von  seinem  Werk  ausgehende  Einzelforschung 
nachweisen,  daß  er  in  sehr  vielen  Einzelheiten  geirrt  hat. 

Zwei  Momente  sind  besonders  wichtig:  1)  im  Anfang  des  Jahr- 
hunderts wurde  die  indische  Mathematik  erschlossen  und  2)  schuf  der 
Neuhumanismus  eine  philologische  Schule,  die  mit  einer  früher  unbe- 
kannten Schärfe  und  mit  entsprechendem  Erfolg  die  Werke  der  Ägypter, 
HeUenen,  Inder,  Araber,  Hebräer  edierte. 

Vorlesungen  an  den  Hochschulen  (ich  nenne  nur  Cantor,  Mansion. 
Loria)  verbreiteten  das  Interesse  an  historischer  Forschung,  und  schließ- 
lich erkaimten  auch  die  Gymnasiallehrer  ihre  Bedeutung  für  den  Unter- 
richt. Ich  zitiere  aus  meiner  Methodik  und  Didaktik  {Baumeister, 
Handbuch  der  Er'ziehungs-  und  Unterrichtslehre  für  höhere  Schulen, 
München  1895):  „Die  Schiüer  sind  von  Sekunda  an  für  geschichtliche 
Mitteilungen    sehr   dankbar;    sie    fühlen   ganz  richtig  heraus,    daß  der 
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Einhliek  in  das  liistorisclie  Werden  der  Erkenntnis  zuglcicli  ancli  das 
beste  Verständnis  für  das  (lewordenc  vermittelt.  Für  den  Lelirer  ist 
dieser  Einblick  ganz  besonders  wichtig,  weil  nnr  die  Geschichte  Auf- 
klärung gibt  über  die  Schwierigkeiten,  welche  der  Geist  bei  der  Be- 
wältigung der  einzelnen  Probleme  zu  überwinden  hat.  Dazu  kommt 
noch  ein  luiderer  Umstand,  der  für  die  Schule  ganz  besonders  zu  be- 
tonen ist,  der  Hinweis  nämlich  auf  den  Zusammenhang  aller  Kultur- 
arbeit, d.  i.  kurz,  auf  die  Einheit  des  menschlichen  Geistes." 

Ich  zähle  zunächst  diu  bedeutendsten  unter  den  Historikern  der 
Elenientargeometrie  auf.  In  Belgien:  H.  Quetcld  und  P.  3hmswn\  in 
Dänemark:  J.Heibciy  um\  //.  Zi"((ttr«;  in  Deutschland:  Nessehnann.  Oftir- 
dhujcr.  Bretsdineider,  HanJccI,  Maxim.  Ciirtzc,  Treittlcin,  S.  Giiiifltcr  und  in 
neuester  Zeit  Engel,  Stachel,  von  Braunmiihl;  in  England:  Alhiiaii, 
Eouse  Ball,  Glaislicr.  Todhunter,  Gow,  Heath,  C.  Taylor,  Mackay,  der 
für  eine  Anzahl  elementargeoraetrischer  Probleme  das  Material,  insbe- 
sondere das  englische,  durchforscht  hat.  In  Frankreich  sind  zu  nennen: 
Delambre,  Bossut,  Halma,  Vincent,  Chaslcs,  der  mit  seinem  Aper(,Mi 
historique  auch  für  Deutschland  den  Anstoß  gegeben  hat,  Terquem, 
H.  Martin,  der  Heroforscher,  Scdilhd,  der  überall  griechischen  Einfluß 
im  Orient  nachzuweisen  sucht,  C.  Henry  und  vor  allem  Patd  Tannery, 
wohl  der  bedeutendste  Kenner  griechischer  Elementargeometrie.  In 
Holland  hat  Bierens  de  Haan  „Baustein  um  Baustein"  zur  holländischen 
Geschichte  herbeigetrageu.  In  Italien  li;it  Fürst  Boiicuniimyni  sein 
ganzes  Vermögen  der  Geschichte  der  Mathematik  und  dem  Biületino 
Bonconnjagni  geopfert,  für  das  Gin't  Loria ,  der  Vorkämpfer  histori- 
scher Forschung,  neuerdings  einen  kleinen  Ersatz  geschaffen  hat;  dann 
sind  dort:  Favaro,  der  Galileiforscher,  Narducci,  Govi,  Biccardi.  der 
Bibliograph  EuUicTs  und  seiner  fünf  Postulate,  und  Vinccnzio  Flauti, 
der  Herausgeber  des  Euklid,  und  es  sei  auch  G.  Lihri  nicht  vergessen. 
Der  schwedische  Forscher  G.  Eneström  hat  die  in  Deutschland  er- 
scheinende BibUotheca  Mathematica  jetzt  geradezu  zum  Zentrum  der 
historischen  und  bibliographischen  Bestrebungen  gemacht.  In  der 
Schweiz  sind  der  wackere  B.  Vi'olf.  H.  Stdcr,  Graf  und  in  neuester  Zeit 
sehi-  erfolgi-eich  F.  Budio  aufgetreten.  In  Rußland  sind  Waschisclienko, 
Bohynin  imd  Alcxejcf  zu  nennen,  und  in  Amerika  Cajori,  Baker  und 
Halsted  und  selbst  in  Japan  Kikuchi  und  Fitjisawa. 

Wie  Colehrooke  und  Taylor  die  indische  Mathematik,  so  erschloß 
der  PapjTUS  Rhind  die  ägyptische;  orientalische  und  klassische  Philo- 
logen, von  denen  einige  zugleich  Mathematiker  waren,  wie  Worpcke  und 
Fricdleiii,  klärten  uns  über  die  betreuende  Mathematik  auf;  ich  nenne 
Woepcke,  Oppcrt,  Munk,  Bodet,  Steinschneider,  Tliihaiit  für  orientalische 
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imd  hebräische  Literatur  und  Lctmnnr.  Vina-nt,  Xokk.  Friedlciit,  Hultsch, 
Heihcnj,  Mcnhc,  I)ids,  Hadh  für  heUeuische. 

Sehr  viel  Material  liirgt  das  Joui'nal  asiatique,  die  Zeitschrift  für 
Ägyptologie  (Borchardf),  die  Zeitschrift  der  deutschen  morgenländischen 
Gesellschaft,  der  Bursiau,  der  Philologus,  die  Revue  scientifique,  die 
historisch -literarische  Abteilung  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 

Von  Lehrljüchern,  die  für  die  Schule  bestimmt  sind,  kenne  ich 
nur  eins,  das  einen  wirklichen  geschichtlichen  Überblick  liefert,  es  ist 
der  Traite  von  Boncln'  et  de  Comhcroussc,  insbesondere  die  VII.  Auflage 
von  190U.  Als  Quelle  vielfacher  historischer  Belehrung  muß  auch  das 
Werk  Qiicstioni  ri(/uardatifi  la  geometria  elementare  von  Fed.  Enriques, 
Bolosrna   19* Kl    angesehen  werden. 

Nun  zu  den  Einzelheiten: 

An  dev  Schwelle  des  .Taluhunderts  steht: 

Ahriih.  Kästners  fleißiges  Werk  Geschichte  der  Mathematik,  Göttingen 
1796—1800. 

Ch.  Bossut,  Essai  sur  l'histoire  generale  des  Mathematiques,  Paris  1802,  in 
alle  Knlturspracheu  übersetzt. 

•/.  B.  J.  Dclamhri- ,  Arithmetique  des  Grecs,  Paris  1807  (Einleitung  seiner 
Astronomie.     Auch   in   F.  BeyrarrVs   franz.  Ausgabe   des   Archimedes,   Paris  1807). 

JF".  Beyrard,  die  große  dreisprachige  JTitAZ/V/- Ausgabe  (Elemente  und  Data) 
1814 — 1818,  die  erste  mit  Benutzung  des  Vaticanus  190,  der  älter  ist  als  Tlieons 
Bearbeitung;  daneben  nenne  ich  die  griechische  Au.sgabe  von: 

E.  F.  August  1826 — 1829.  (S.  über  die  Euklid- Au!-ga.yjen  und  Üljersetznngen 
P.  Eiccardi,  Bol.  Mem.  1887  — 1890,  und  Mnx  Simon,  EuMid  und  die  sechs  plani- 
metrischen  Bücher,  Leipzig  Teubner,  1901.) 

Halma'a  Übersetzung  des  Abnagest  ins  Französische  (mit  Noten  von  Delambre) 
Paris  1813—1816. 

Actinnja's  (Bhnscrtra)  Lilawati,  englisch  von  Joh.  Taylor,  Bombay  1816 
(1821    Theofi's  Kommentar  . 

II.  T.  Colebrooke,  Indian  Algebra  with  Arithmetie  and  Mensuration  from 
the  Sanscrit  of  Bruhmegupta  and  Bhascara  translated;  London  1817. 

J.  H.  M.  Boppe.  Geschichte  der  Mathematik  seit  der  ältesten  bis  auf  die 
neueste  Zeit.     Tübingen,  1828. 

fi.  S.  Klüf/e/'s  Mathematisches  Wörterbuch,  Leipzig  1803 — 1836,  ein  Ver- 
.such,  ähnlich  wie  die  jetzige  Enzyklopädie,  aber  auf  eigene  Faust,  die  Mathe- 
matik seiner  Zeit  zu  kodifizieren;  bis  1808  Kitigel,  dann: 

C.  B.  Mollweidc  und  /.  ,1.  Grmicrt  (Q  —  Z)  und  zwei  Supplementbände  von 
Gruncrt  allein,  1833  und  1836;  Molliceide  und  Gruncrt  bringen  besonders  viel 
Literaturangab  en . 

E.  Xi:ze,  Deutsche  Ausgabe  des  Archimedes,  Stralsund  1821.  id.  ibid.  1820 
Die  Sphärik  des   Theodosius  (griech.  u.  lat.  Berlin  1852). 

Mich.  Chasles,  Apercu  historique,  Paris  1837;  zweite,  unveränderte,  Auf- 
lage 1875;  dritte  1889. 
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G.  Libri,  Hisloirc  dos  sciencos  inatlu'iiiaticuies  cn  Italic! ,  I'aris  1838  —  1841 
(Renaissance  bis  1700). 

/•'.  Ni'.ineliiirDDi,  Die  Algebra  der  Griechen  1.S42;  leider  nur  der  1.  Teil.  |I)a 
die  Al<;cbra  der  Griechen  j^eometrische  Kinkleiduni^  hatte,  oder  vielleicht  richtiger, 
die  Geometrie  algebraische  Grundlage  hatte,  so  ist  das  für  seine  Zeit  ausgezeich- 
nete Werk  auch  für  die  Elcnientargeouietrie  wichtig.  | 

L.  A.  Scdillot,  Materiaux  pour  servir  a  l'histoire  coniparec  dos  scienecs 
niatli(^niatic|ue»  che/,  les  Grecs  et  les  Oricntaiix,  Paris  1815,   1«4'.(. 

K.  W'ucjxke,  1851  Journal  Asiatique.  IMiersetzung  eines  arabiscbrii  M;uuiskri|its 
der  verlorenen  Euklidischen  Schrift  Unu  AiuiQFaicov  (über  Teilung  von  Figuren) 
(I)ce  1563);  daraufhin  hat 

L.  F.  OfterdiiKjer  1853  den  Versuch  einer  Hekonstituierimg,  Programm  Ulm, 
gemacht;  dazu 

.1.  Fararo,  Preliminarie  ad  una  restituzione  dol  libro  di  Euclidc  sulla  divisi- 
bilitii  delle  figiire  piane  Ven.  Ist.  Atti  ((i)  I  (dem  Ofterdinyer  entgangen  ist). 

H.  Martin,  1854  Memoires  presentes  par  des  savants  ä  l'academie  des  in- 
scriptions  etc.  I.  weist  nach,  daß  nur  ein  Heron  (etwa  100  v.  Chr.,  s.  aber  unten) 
existiert  hat. 

A.  Änieth,  Geschichte  der  Mathematik,  Stuttgart  1854,  eine  für  ihre  Zeit 
tüchtige  Arbeit. 

C.  WttddiiigUm,  Eamus  (Pierre  de  la  Ramee)  sa  vie,  ses  ecrits  et  ses  opinions 
Paris  1856.  Ramus,  der  die  Welt  von  den  Fesseln  der  Scholastik  und  des  von 
ihr  mißverstandenen  AriMoteles  Ijefreite,  hat  auch  die  Autorität  des  Euklid  in 
scharfer  Kritik  bestritten.     (Scholarum  math.  libri  III.) 

<).  Tcrqucm,  seit  1855  bis  zu  seinem  Tode  1862  Herausgeber  des  Bulletin  de 
Bibliographie  d'llistoire  etc.  als  Anhang  zu  den  Nouvelles  Annales. 

M.  Cantor,  seit  1856  bis  l'JOO  Redakteur  der  literarhistorisclien  Abteilung 
der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik. 

31ic]i.  CliasJes,  Les  trois  livres  de  porismes  (VEiiclidc  retablis  1860  (dazu 
Buchbinder,  Programm  Schulpforta  1866). 

L.  F.  Oßerdinger ,  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik,  Programm  Ulm 
1860.  Oßerdinger  vermutet,  daß  Archimedes  seine  Volumenbestimmungen  zunächst 
empirisch  durch  Wage  und  Hohlmaß  gemacht  habe,  nach  Art  der  Ägypter,  was 
durch  Herrin s  Metrica,  Ausgabe  von  H.  Schöne,  Leipzig  iy03.  Buch  2,  Kap.  20 
völlig  evident  wird. 

L.  Cremona,  Considerazioni  di  storia  di  geometria,  Milane  1860,  kurzer 
Überblick. 

J.  T.  H.  Müller,  Beiträge  zur  Terminologie  der  griechischen  Mathematiker, 
Leipzig,  Teubner  1860. 

C.  Blaß,  De  Piatone  mathematico,  Bonn  1861. 

/.  T.  H.  Müller,  Zur  Geschichte  des  Dualismus  in  der  Geometrie,  Archiv 
Math.  Phys.  36,  p.  1.     (Hinweis  auf  Manrohjcm.) 

Fr.  HidUch,  Ausgabe  des  Heron,  Berlin  1864,  von  der  Kritik  durchaus  an- 
erkannt; 35  Jahre  darauf  wurde  infolge  der  Auffindung  arabischer  Manuskripte 
eine  neue  Ausgabe  von 

W.  Schmidt  veranstaltet,  Leipzig  1899,  wonach  Heron,  als  unzweifelhaft  von 
Posidoniiis  beeinflußt,  statt  um  100  v.  Chr.  etwa  um  100  n.  Chr.  zu  setzen  ist, 
aber  E.  Hoppe,  Progr.  815,  Hamburg  1902,  schließt  sich  wieder  Cantor  an,  indem 
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er  einen  zweiten  Pusidoiiius  vor  Jrchimedes  annimmt,  und  seine  Argumentation 
wird  auch  durch  die  Metrik  von  H.  Schöne,  19(13  ediert,  bestätigt. 

A.  Quetelet,  Histoire  des  sciences  mathematiqnes  et  iiliysiques  cliez  les  Beiges 
186i  (Würdigung  von  Cantor ,  Zeitschr.  Math,  l'hys.  186G,  p.  291).  Von  da  ab 
fotgesetzt  durch 

P.  Mansiun  in  wiederholten  Berichten. 

L.  Speiigcl,  Emlcmii  Rhodii  Peripatetici  fragmenta,  1.  Aufl.  1<S65,  2.  Aufl. 
Berlin  1870.  Eiidemos,  ein  unmittelbarer  Schüler  des  Aristoteles,  schrieb  etwa 
30  Jahre  vor  Euklid  eine  Geschichte  der  Mathematik,  von  der  Reste  durch  Pro- 
klos,  Elltokios  und  in  einem  Bericht  über  die  Lunulae  Hippocratis  im  Simplicius- 
Kommentar  zur  Physik  des  Aristoteles  erhalten  sind.     Vergleiche  dazu 

E.  Ritdio,  Der  Bericht  des  Simplicius,  Bibl.  math.  (3),  3,  p.  7 — 62  und  Zusatz 
(3),  4,  p.  13.  —  J?«rf/o's  Konjektur,  daß  tmema  dort  Sektor  und  nicht  wie  meistens 
Segment  bedeute,  ist  im  höchsten  Grade  einleuchtend. 

M.  Cantor'a  Mathematische  Beiträge  zum  Kulturleben  der  Völker,  Halle  1863; 
ich  nenne  gleich  die  anderen  Vorarbeiten:  Euklid  und  sein  Jahrhundert  iSchlömilch 
12  [1867];  Die  römischen  Agrimensoren,  Leipzig  1875.) 

Herrn.  Hniikcl,  Die  Entwicklung  der  Mathematik  in  den  letzten  Jahrhunderten, 
Festrede,  Tübingen  186'J,  mehrfach  in  fremde  Sprachen  übersetzt. 

C.  ^i.  Rretschneider ,  Die  Geometrie  und  die  (ieometer  vor  Euklides, 
Leipzig  1S7U;  Wertung  bei  Cnidor,  Zeitschr.  Math.  Phys.  16  [1871];  ein  Werk,  das 
lieinahe   die  Mathematik  vor  Euklid  entdeckt  hat,  vgl.  aber  oben  E.  Budio. 

Mich.  Chasles,  Rapport  sur  les  progres  de  la  geometrie,  Paris  1870.  (Deutsch- 
land etwas  vcrnachllissigt.i 

(t.  Fricdleiii,  Prokloti,  Leipzig  1S73;  die  erste  griechische  Testausgabe 
seit  Simon  Grijnaeus,  Basel  1533;  die  lateinische  Übersetzung  von  F.  Barozzi, 
Padua  1560  ist  nur  eine  AVortübertragung  und  sie  ist  von  Taylor  ebenso  ins 
Englische  übersetzt  word;  einccn  deutsche  Üliersetzung  einiger  Teile  gibt  es  von 
Majer,  Programm  Tübingen  1876,  Petita  und  Asiomata:  Programm  Stuttgart 
1881.     Die  Definitionen;   vergl.  auch 

Joach.  H.  Knoche,  Programm  Herford  1862,  und  vorher  l)ef.  4,  1856,  der  auf 
C.  F.  Hauber,  Chrestomatia  geometrica,  Tübingen  1820,  fußt. 

G.  Gort,  Sur  l'invention  de  quelques  etalons  naturels  de  mesure  (Histoire 
des  sciences,  Torino)  1871. 

G.  Eriedlein,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik,  Hof  1869,  72,  Piaton 
1873. 

H.  Sutcr,  Geschichte  der  mathem.  Wissenschaften,  Zürich,  Band  1,  2.  Aufl. 
1873,  von  Cantor  getadelt;  der  andere  Band  (1875)  erhelilich  besser  beurteilt. 

H.  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  und  im  Mittel- 
alter. Leipzig,  1874,  aus  dem  Nachlaß  unvollendet  vom  Vater  herausgegeben, 
trotz  mancher  Mängel  im  einzelnen  ein  vorzüglicher  Überblick  über  die  Mathe- 
matik der  Hellenen,  Inder  und  Araber. 

H.  Menge,  Des  Archimcdes  Kreismessung  nebst  des  Eutokios  aus  Askalon 
Kommentar  (s.  Übersetzung  der  xi'x'/.ov  iiergifiig  von  F.  Budio',  Programm,  Koblenz 
1874. 

6r.  Friedlein  weist  nach,  daß  Hypsikles  (,2.  Jahrhundert  v.  Chr.)  Verfasser  des 
14.  Buchs  der  Elemente  ist,  Boncompagni,  Bull.  6  (1873). 

H.  Ma)iin  bestätigt  das  und  bestimmt  als  Verfasser  des  15.  Buches  einen 
Schüler  des  Isidorus  etwa  530  n.  Chr.,  Boncompagni  (Bull.  1). 
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-1.  Furaru,  Sagffio  delia  cronograüa  dei  matcmatici  dell"  antichita,  Padova 
1S7Ö. 

Fappi  Alexandrini  Collectiones,  ilie  Kodifikation  der  hellenischen  Mathe- 
matik, das  wichtigste  Quellenwerk,  mnstcrgiiltig  von 

F.  Hultfch  1875—78  ediert  (Buch  7  und  8,  deutsch  von  Gerhardt,  Halle  1871, 
dazu  Programm  Kisleben  1875);  ausführliches  Referat  von 

M.  Cantor,  Zeitschr.  Math.  Phys.  21,  -J-i,  -24,  hist.-lit.  Abt. 

S.  Günther,  Zur  Geschichte  der  deutschen  Mathematik  im  15.  Jahrhundert, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  20  (1875),  hist.-lit.  Abt.,  p.  1. 

S.  Günther,  Ziele  und  Resultate  der  neueren  niathematiBch  historischen 
Forschung,  Erlangen  1876. 

21.  Cantor,  Graeco-indischc  Studien,  Zeitschr.  Math.  Phys.  (1877),  hist.-lit. 
Abt.,  p.  1  (Nov.  1876). 

Sud.  Wolf,  Geschichte  der  Astronomie,  1877;  sehr  viele  historische  Notizen, 
auch  für  Elementargeometrie  inkl.  Trigonometrie. 

Aug.  Eiseiilohr,  ein  mathematisches  Handbuch  der  alten  Agyiiter  (Papi/riis 
ShhuD,  das  Vademekum  für  Feldmesser  des  Schreibers  Ahme-i: ,  Leipzig  1.S77, 
2.  Aufl.  1891.  UVier  dieses  wichtigste  und  bis  vor  kurzem  älteste  QueUenwerk 
der  ägyptischen  Mathematik  ist  im  Jahrbuch  üb.  d.  Fortschritte  d.  Math,  erst 
Bd.  22,  p.  9  (1890)  ein  Referat  gegeben;  weder  in  der  Zeitschr.  Math.  Phys.,  noch 
im  Bulletino  von  Boncompagni.  noch  in  der  Bibliographie  der  Nouvelles  annales 
fand  ich  eine  bezügliche  Bemerkimg;  nur  eine  Notiz  über  das  ausführliche  Re- 
ferat von 

A.  Facaro,  Modena  1879;  Papyras  Rhind  ist  dabei  von  Cantor  1880  aus- 
genutzt; eine  neue  Ausgabe  von  berufener  Seite  st«ht  bevor,  da  die  von  Eiscnlohr 
der  heutigen  Ägyptologie  nicht  mehr  genügt.  Eine  sehr  ausführliche  Bespiechvmg 
von  E.  Hevillot  findet  sich  in  seiner  Revue  cgyptologique  p.  308,  dessen  Ansicht, 
daß  der  Papyms  Ahmes  von  Cantor  außerordentlich  überschätzt  ist,  sich  Referent 
anschließt. 

C.  J.  Gerhardt,  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland,  München  1877. 

G.  J.  AUman,  Greek  geometry  from  Thaks  to  Euclid ,  Dublin  1877,  1881 
und  dann  abgeschlossen  1889;  Sammlung  von  6  in  der  Dubliner  Zeitschrift  Her- 
niathena  erschienenen  Aufsätzen,  Fortschritt  gegen  Bretschneidfr. 

B.  Rothlauf,  Die  Mathematik  zu  Flaton'e  Zeiten  und  seine  Beziehung  zu  ihr, 
München  1878. 

J.  L.  Meiberg,  Quacstiones  Archimedicae  1879,  ebenso  wie  Die  Kenntnisse 
des  Archimedes  über  die  Kegelschnitte,  Zeitschr.  Math.  Phys.  25,  hist.-lit.  Abt., 
p.  41,  und  einige  von  Archimede.<  vorausgesetzte  elementare  Kenntnisse,  Zeitschr. 
Math.  Phys.  24,  hist.-lit.  Abt.,  p.  177,  eine  Vorfrucht  seiner  Ausgabe  Archi- 
niedis  opera  omnia  cum  commentariis  Eutocü,  vollständige  Edition  mit  allen 
Mitteln  modemer  Philologie.     Leipzig  1880 — 81. 

L.  Bodet,  Journal  asiatique  7.  13,  1879.  Übersetzung  des  Ar^abhatta  (des 
ersten  großen  indischen  Mathematikers'. 

Moritz  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  Leipzig, 
I  1880;  n  1892;  HI  1894;  DI  3  1898;  2.  Aufl.  I  1898;  H  1  1899;  HI  bis  1901.  Die 
rasche  Folge  der  Auflage  zeigt  am  besten,  wie  sehr  das  historische  Interesse  er- 
starkt ist. 

H.  Klamroth,  über  den  arabischen  Euklid;  Zeitschrift  der  deutschen  morgen- 
ländischen  Gesellschaft  35  (1881);  dazu 
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./.  L.  Heiberg,  Die  araliische  Trailitioii  der  Kleiiicute  des  Eulilid ,  Zeitsehr. 
Math.  Phys.  29,  p.  1—29;  und 

Steinschneider,  Euklid  bei  den  Arabern,  Zeitscljr.  Math.  Phys.  :il,  \\  81. 

(!.  Bauer,  Gedilchtnißrede  auf  Otto  Hesse;  Manch.  Bcr.  1882  (zugleieh  Uber- 
Idick  über  die  Kntwioklunp;  der  Geometrie  in  großen  Zügen). 

Ji'.  de  Euer,  De  Wiskunde  der  Indiers,  Hede,  Leiden  1881. 

0.  Blaß,  Dissertatio  de  Gemiuo  et  Posidonio,  Kiel  1883  (Geminos,  etwa  um 
511  V.  (.'hr.  nach  Tanitery,  ist  nach  Blaß  gleichzeitig  mit  Posidoniiis  (vgl.  Tannery 
in  La  geometrie  grecque,  p.  29). 

Paul  Tatnicri/,  Das  Delische  Problem  ( Würfelverdoppel ungi,  Bord.  Me'm. 
(2)  2,  1878,  p.  277;  Hippiicrates  von  Chios,  Bord.  Mem.  (2;  2,  1878,  p.  178. 
Thaies  et  ses  eniprunts  ä  l'Egypte,  Revue  philosophique  5  (1880,i;  Quelques  fragments 
KVApolhtniiis  de  Perge  (besonders  Proldos  ausgenutzt) ,  Bull.  sc.  math.  (2)  5 
(1881),  p.  124;  Sur  la  mesure  du  cercle  d'ArcJiiinede ,  ibid.  p.  161,  Bord.  Mem. 
(2)  4,  ]i  313;  1/arithinetique  des  ürecs  dans  Hcron  d' Alexandrie ,  ibid.,  p.  39.5; 
De  la  Solution  iieoiiictriqne  des  problemes  du  second  degre  avant  Eiiclide  (Pytha- 
goräer),  Bord.  Mem.  (2)  4  (1881),  ji.  325;  Le  fragment  d'Eitdeme  sur  la  qua- 
drature  des  lunules  (über  AUiiian  hinausgehend,  s.  Spengel),  ebenda  2  (5)  1882, 
p.  257 ;  Aristarque  de  Samos ,  ibid.  p.  237 ;  Sur  une  critique  ancienne  (Pappos) 
d'une  demonstration  d'Archimi'de,  ibid.  p.  49;  La  Stereometrie  de  Heran  d'AJexan- 
drie  und  l'^tudes  heroiiieiiiies,  1883,  p.  305,  p.  347.  Die  in  dem  Bull.  sc.  math. 
veröffentlichten  .■\rbeiten  Titiiiirry'fi  wurden  dann  gesammelt  in  „irt  ffeoniefrte 
grecque",  Paris  1887,  I.  Teil,  der  zweite  ist  unterljlielien,  infolge  des  Er- 
scheinens von 

//.  (jI.  Zeii/licii ,  Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Altertum,  Kopen- 
hagen, dänisch  1885,  deutsch  (von  Eischer-Ben:on)  1886. 

Maj\  Mii,rie,  Histoiro  des  sciences  mathematiques  et  physiques,  Bände  1 — 3 
(Tholcs  bis  Diopha)it\  Paris  1883  und  84. 

Waschtschenlco,  Geschichte  der  Mathematik  (russisch),  Bd.  I  1883. 

Emil  Wcyr,  Über  die  Geometrie  der  alten  Ägypter,  Festrede,  Wien  1884, 
im  Almrmoeh  der  Akademie,  dazu 

iljf.  Ciintor,  Über  den  sogeuanntcn  „Seqt'  der  alten  Ägvpter.  Wien.  Ber.  1889 
(Seqt  Tangente  und  Cosinus);  vgl.  Trigonometrie. 

-/.  L.  Heiberg  und  H.  Menge,  Eacliili.s  opera  orunia,  Leipzig  1883  —  1893; 
seit  Gregory  (1702)  die  erste  vollständige  iWcfid- Ausgabe ;  vorangehen  Heiberg's 
LitteraturyeschichtlicJw  Studien  über  Eullid,  Leipzig  1882;  von  3Ieiige  sind  die 
Data,  Bd.  6,  1896.  Für  Buch  10—13  hat  Heiberg  den  von  ihm,  Philologus  44, 
Bd.  53 ,  beschriebenen  Paliiiii>sest  (älter  als  Theon)  benutzt.  Für  Buch  14  des 
Hypsikles  versagte  der  Vatikanus  (Peyrard)  190,  und  der  Monacensis  427  trat  an 
seine  Stelle.     Ein  Supplementband  1899,  Änaritii  Kommentar  ist  von 

Max.  Ciirtze.  Curtze  hatte  in  Krakau  eine  vollständige  lateinische  Über- 
setzung des  Kommentars  des  An-Na'ivizi  larabisch)  von  Gerhard  r.  Cremona  aus 
dem  Ende  des  12.  Jahrhunderts  gefunden,  die  für  die  ersten  10  Bücher  und  ganz 
besonders  für  die  Würdigung  von  Heron  sehr  wichtig  ist,  insbesondere  es  klar 
stellt,  daß  Heran  einen  Kommentar  zum  Euklid  verfaßt  hat  (Referat  von  Cantor, 
Zeitsehr.  Math.  Phys.,  hist.-lit.  Abt.,  1899). 

J.  Gaw,  A  sbort  history   of  Greek  mathematics  1884   (anschließend   an  Bret- 

Schneider,  Hniikcl,  Cantar,  aber  seinen  Landsmann  Allman  nicht  berücksichtigend). 

Th.  Reye ,    Die    synthetische    Geometrie    im    Altertum  und    in   der    Neuzeit, 
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Rektorrede,  Straßl.iirg   IHnt?,  ■.'.  Aull.   isii'i,  aiich   im    M.   Hantl   dcf  Jalirlmchs   .1,-r 
Deutsch,  ^[atli.  Verein.  1901. 

S.  Günther.  Geschichte  des  mathematischen  Unterrichts  im  deutschen  Mittel- 
alter bis  zum  Jahre  löSö  {Krhrhnch,  Moiiunienta  Germaniae  Paedagogica  3  |I887]i; 
Geschichte  der  antiken  NdtKricissciischaftcii ,  in  Iiriin  Müllern  Hamibiich  des 
klassischen  Altertums,  5  (1888),  Abt.  1,  selir  ^ut  orientierend  und  reich  an 
Literaturangaben . 

W.  W.  Rouse  Ball,  A  short  account  ot"  tlie  liistory  of  Mathematics  London 
1888,  2.  Aufl.  1893. 

F.  Cajori,  The  teaching  and  history  of  mathematics  in  thc  United  States 
(ein  riesiges  auf  1000  Fragebogen  gesammeltes  Material)  Washington  1890;  nach 
Cajori  beginnt  wissenschaftliches  Leben  in  Nordamerika  mit  der  Gründung  der 
Johns  Hopkins  University  und  Sylvesters  Berufung  an  diese. 

G.  Heppel,  The  use  of  history  in  teaching  mathematics  11.  Januar  1893  ge- 
lesen vor  der  A.  L  G.  T.  (s.  Methodik),  Natura  48  (1893),  p.  16. 

Gino  Loria,  II  periodu  aureo  della  geometria  grcca,  Torino  1890  (Tor.  Meni. 
(2)  40);  FAiklid,  Archimedef:,  Eratosthenes,  Ajiolhti ins ,  Hypsikles,  Sikomciehu-i, 
Diokles,  Perseiis,  Zenodoros;  idem  Modena  1893:  Le  scienze  esatte  ncll'  antica, 
Grecia,  ein  Werk,  das  sich  mählig  auf  5  Teile,  „Bücher"  betitelt,  ausgedehnt  hat, 
Schluß  1902.  Wir  schließen  gleich  sein  Hauptwerk  an:  II  passato  ed  il  presente 
delle  priiicipali  teorie  geoinelriche ,  -1.  Aufl.  1896  (1.  Aufl.  mehr  Skizze  1887)  und 
Della  varia  fortuna  di  Kaclide,  Kom  1893  und  Gelegenheitsschriften:  L'odierno 
indirizzo  e  gli  attuali  ]iroblemi  storia  delle  matematische  (Appell  an  die  Histo- 
riker mitzuhelfen  1892).  Artikel  Ma'ematica  1896  im  Dizionario  illustrato  di 
pedagogia  di  Martinazzoli;  La  storia  della  mateiimtica  (Torino  1.5.  Sept.  1898, 
Periodico  XIV),  wo  Loria  sich  sehr  treffend  über  die  historische  Vorbildung  der 
Lehramtskandidaten  ausspricht.  Le  trasfigurazioni  di  una  scienza,  Geuova  1900 
Festrede. 

K.  Fink,  kurzer  Abriß  einer  Geschichte  der  Elementarmathematik,  Tübingen 
1890;  englische  Übersetzung  von  W.  W.  Bernau  und  I)  E.  Smith.  Chicago,  1900, 
333  S.     8". 

/.  B.  Heiberg,  Apollonius.  Leipzig  1891. 

A.  Brill,  Streifblicke  zur  Geschichte  der  Geometrie  (aus  der  1889  gehaltenen 
Tübinger  Antrittsrede  1891  in  den  Mitteilungen  des  mathematisch-natxirwissen- 
schaftlichen  Vereins  in  Württemberg  ,  betont'  den  historischen  Zusammenhang 
zwischen  Theorie  und  Praxis. 

H.  G  Zeuthen,  Die  Konstruktionen  als  Existenzbeweis  in  der  griechischen 
Mathematik  (dänisch)  Nyt.  Tids.  UI  A  105,  1892.  idem:  1893;  Deutsch:  Geschichte 
der  Mathematik  im  Älteiium  und  Mittelalter  1896,  Referat:  G.  Loria,  Periodico 
n,  S.  1,  1896,  fortgesetzt  1903. 

F'.  Fiidio,  über  den  Anteil  der  mathematischen  Wissenschaft  an  der  Kultur 
der  Renaissance,  Hamburg  1892  {Leonardo  da  Vinci;  Regiomontana  Ephemeriden 
und  Columbus). 

F.  Cajori,  A  history  of  mathematics  1894;  A  history  of  elementary  mathe- 
matics with  hints  on  methods  of  teaching  1896. 

J.  L.  Heiberg,  Sereni  Antinoensis  opusculus  1896. 

M.  Curtze,  Zur  Geschichte  der  Übersetzungen  der  Elemente  im  Mittelalter, 
BibL  math.  (2)  10  (1896). 
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T.  L.  Heiitli ,  Apolloin'tis'  KefreLschnittc  mit  einer  historischen  Einleitung 
(englisch)  Cambridge  1896  und  Archiiiiedcs  desgl.  1897. 

^1.  Bark,  Das  Apastamba-Sulba-Sutra;  Zeitschrift  der  deutschen  morgen- 
liindischen  Gesellschaft  1901,  j).  543  Feststellung  der  indischen  Kenntnisse  in 
Geometrie  bis  800  v.  Chr.  (siehe  unten  xmter  Pythagoras)  vorher: 

Ocüi-yc  Thibaut,  The  sulvasutra's,  Calcutta  1875. 

//.  r.  MiDigolät,  Bilder  ans  der  Entwicklung  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik  während  des  XIX.  Jahrhunderts,  Festrede,  Aachen  18'JU. 

./.  Boyer,  Histoire  des  mathematiques,  Paris  1900;  und  zum  Schluß  des 
.Vltnioistcrs  71/.  Cantur  Vortrag  auf  dem  Pariser  internationalen  Kongreß:  L'Histo- 
rioijriiphic  de»  iHathaiKttiqueri. 

J.  Tropße.  Geschichte  der  Klementar-Mathematik,  Bd.  1   (19U-.'),  Bd.  ■_'  (1903). 

3.  Methodik.  Die  ili'tliodik  iles  gi'iiiiietrisclieu  Elemcutarunter- 
riclits  stellt  in  ganz  wigcm  Zusaiiiiiieiiluuig  mit  der  Philosophie;  die 
große  Frage,  ob  die  Geometrie  zu  den  reinen  Geisteswissenschaften 
oder  zu  den  Erfahrungswissenschaften  gehört,  ist  noch  immer  streitig. 
Stehen  auf  der  einen  Seite  Bolzano  und  Kant,  so  auf  der  andern  Gauß 
und  lUnuiiitii  und  mit  ihnen  die  Gesamtheit  der  jetzigen  Hochschul- 
mathematiker. —  Aniiiirc  hat  in  seiner  großen  Klassifikation  aller 
Wissenschaften  die  Mathematik  an  die  Spitze  der  Erfahrungswissen- 
schaften gestellt  (Philosophie  des  scieuces,  Paris  lSo5).  llefereut  hat 
seinem  eigenen  Standpunkt  in  der  Festschrift  für  E.  E.  Kumvicr  Aus- 
druck gegeben:  ,,T)ie  Geometrie  i^t  eine  chemische  Verbindung  von 
Anschauung  und  Logik,  al)er  der  Logik  gebührt  der  Löwenanteil." 
Man  lese  auch  den  ersten  Ai'tikel  in  F.  Enriques.  Questioui  riguardanti 
la  geometria  elementare,  Bologna   1900. 

Wir  haben  jetzt  in  allen  Ländern  für  die  Methodik  des  Unter- 
richts bestimmte  Zeitschriften,  wie  die  Hoff'mannsche  in  Deutschland, 
den  Periodico  in  Italien,  Lauf/Icifs  Mathem.  Gjiz.,  aber  sie  füllen  ihre 
Spalten  nicht  mit  Methodik,  sondern  mit  Methoden;  eine  Ausnahme 
schien  die  LSU!:)  liegründete  Ldisdiit-Felinidie  Zeitschrift  „L'enseigue- 
ment  mathematique"  zu  bilden.  Es  ist  ja  auch  klar,  daß  ein  Werk 
wie  Ppfer.sr«'s  Methoden  und  Theoi-ien,  so  wenig  es  auch  den  Schülern 
Sclidlhaclis  und  IkrtrcDti's  Neues  bot,  auf  die  Methodik  Einfluß  geübt 
hat,  und  gleicher  Einfluß  oder  noch  größerer  kommt  Paul  Serrefs 
Des  methodes  (1855)  und  besonders  dem  gToßen  Werke  DHliaincVs 
von   lS(i5 — 68   und  auch   seiner  Difl'erentialrechuung  zu. 

Sehr  viel  Material  ist  in  den  Zeitschriften  zerstreut,  wie  z.  B.  in 
den  lietlucischschtiii  Jahresberichten  von  Thaer,  in  den  Literaturberichten 
Moritz  Cantor's,  Terquem's  (Nouv.  Annales),  Loria's,  ebenso  in  Reden, 
in  Rektoratsreden  wie  die  7?r"//rsche  und  die  von  Guido  Hauch,  viel 
in  Besprechungen,  in  den  Direktorenkonferenzeu,  auf  Kongressen,   das 
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meiste  in  den  Von-eden  dei*  Lehrbücher,  besonders  der  deutschen, 
da  es  deren  Verfasser  lieben,  die  Berechtigung  ihrer  Bücher  a  priori 
zu  begründen. 

Es  besteht  seit  längerer  Zeit  (1S91)  in  Deutschland  der  Verein 
zur  Förderung  des  Unterrichts  in  der  Mathematik  und  den  Natur- 
wissenschaften mit  einem  eigenen  Organ  (seit  1895),  den  „Unten-ichts- 
blättern"';  das  in  ßeniliaid  Scliualbc  für  den  naturwissenschaftlichen 
Teil  eine  so  stolze  Kraft  gefunden  hatte,  für  den  mathematischen  aber 
unter  Leitung  der  Herren  Pietzler  und  liichter  (\Vandsbeck)  manch 
seltsame  Blüte  getrieben  hat.  Ich  führe  nur  an,  daß  ISDl),  p.  93  der 
Winkel  als  Akt  der  Drehunw  selbst  erklärt  wird.  Li  Italien,  wo  die 
Methodik  und  die  Philosophie  der  Elementargeometrie  zur  Zeit  wohl 
in  der  höchsten  Blüte  steht  —  ich  nenne  nur  Peano,  Enriques,  Loria, 
Veronese,  Inyrami,  Sannia,  (TOvidio,  Lazzoi  —  hat  sich  seit  189l)  ein 
analoger  Verein  unter  dem  Namen  „Mathesis"  gebildet,  und  es  genügt 
für  seine  Bedeutung  seinen  ersten  Präsidenten  Bettazzi  zu  nennen  und 
das  Vereinsorgan,  den  „Periodico".  Die  älteste  Vereinigung  ist  wohl 
die  englische  Association  for  the  improrement  of  geometrical  teaching 
(A.  I.  G.  T.)  von  1871,  die  imter  dem  Vorsitz  von  Hirst,  unter  dem 
Einfluß  von  De  Morgan  und  ganz  besonders  Si/liestcr  sofort  gegen  die 
bisherige  ausschließUche  Benutzung  des  EukKd  in  England  Stellung 
nahm  und  von  der  der  Auftrag  ausging,  einen  Syllabus,  einen  neuen 
allgemein  verbindlichen  Nonnallehrplan,  auszuarbeiten,  der  aber  bis 
dato  meines  Wissens  nicht  zustande  gekommen  ist;  wenigstens  haben 
die  „Elements  of  plane  geometi-j"  von  1889  keine  autorative  Geltung 
gefunden.     Der  Verein  heißt  neuerdings  Mathematical  Association. 

Ins  einzelne  gehende  Lehrbücher  der  elementarmathematischeu 
Methodik  kenne  ich  aus  dem  19.  Jahrhundert  von  WitMciii,  Dduye 
(Gent),  Meklt  und  M.  Simon,  man  kann  auch  Mayer.  H.  Bertram, 
Duhamel,  Hoiiel  nennen.  Laisaiifs  La  mathematique,  philosophie  en- 
seignement,  Paris  1898,  ist  eigentlich  mehr  eine  causerie  des  A'erfassers 
als  eine  Anleitung  zum  Untemcht;  ich  bemerke,  daß  die  Franzosen 
unter  Philosophie  der  Mathematik  etwas  ganz  anderes  zu  verstehen 
scheinen  als  die  Deutschen  und  die  Italiener.  Den  Gegensatz  markieren 
am  besten  Biihard's  Sur  la  philosophie  des  mathematiques,  Paris  1903 
und  H.  Cohen's  tiefsinnige  „Logik  der  reinen  Erkenntnis",  Berlin  1902. 
Wvinderlieh  ist  Laisant's  Ansicht  über  die  Trigonometrie,  die  doch 
schon  seit  Nasir  Eddin  einen  selbständigen  Zweig  der  Mathematik  ge- 
bildet hat. 

Was  in  der  Enzyklopädie  von  Bein  über  mathematische  Methodik 
steht,  ist   des  Erwähuens   nicht  wert;    dagegen    sind  die  (Exner  scheu) 
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Instruktionen  für  die  österreichischen  Gymnasien  von  188.j  geradezu 
eine  hervorragende  Methodik;  aucli  der  sächsische  Lehiplan  von  lfS93 
ist  methodisch  nicht  unwichtig.  Die  neuen  allgemeinen  Lehrbücher 
der  Pädagogik  von  SrhiUer  und  Zleglcr  sind,  "svas  Mathematik  betrifft, 
dürftig.  Speziell  für  amerikanische  Verhältnisse  berechnet  sind  die 
methodischen  Anleitungen  von  I).  F..  Sndili  (19<)0j  und  ,].  W.  A.  Yoiuif/ 
(190i). 

Weit  wichtiger  als  die  Bücher  sind  die  Personen;  Lehrer  wie 
Kdurad  Dasiipodius,  Sturm,  der  Verfasser  der  Mathesis  juvenilis,  Joac/iim 
Jungiiis,  Klimm  in  St.  Afi-a,  Hohlfdä  in  Leipzig,  Simon  Oliin ,  E.  E. 
Kummer,  Schellhacli ,  H.  Bcrlram,  Emil  Lumpe  sind  lebendige  Lehr- 
bücher der  Methodik.  LTnd  nicht  minder  ist  der  Einfluß  der  Wissenschaft 
und  ihrer  Vertreter,  der  Hochschullehrer.  MoiKje.  Haelietie.  Legendre 
und  die  ganze  Schar  der  großen  Lehrer  der  Ecole  polytechnit|ue,  in 
neuerer  Zeit:  Beltrami,  A.  Brill,  Casey,  Catalan,  Cayley,  Clehsch,  Cremona, 
Darhoux,  Glaisher,  Hoüel,  F.  Klein,  Kummer,  Loria,  3Iansion,  Neuherf/. 
Pasch,  Petersen,  Tli.  Peye.  Eiemann,  Schur,  Steiner.  Sylvester,  Taylor, 
Veronese  und  so  viele  andere  haben  ganz  dii-ekt  auf  die  Geometrie  der 
Mittelschulen  den  gi-ößten  Einfluß  geübt.  Nicht  minder  stark,  wenn 
auch  indirekt  ist  der  Einfluß  von  Gauß  —  man  denke  nur  an  die 
nicht-euklidische  Geometrie  —  und  der  von  Wcierstraß,  der  via  Georg 
Cantors  Mengenlehre  zu  der  Arithmetisierung  der  Geometrie  geführt  hat. 

Den  größten  Dank  schuldet  wenigstens  die  deutsche  Schule  Balizers 
Elementen  der  Mathematik.  Balfzer  ist  ganz  besonders  wertvoll  durch 
die  äußerst  zuverlässigen  literarhistorischen  Angaben.  Sehr  beachtens- 
wert ist  auch  die  neue  Enzyklopädie  der  Elementarmathematik  von 
Weher  und    Wellstein. 

Es  läßt  sich  eine  dreifache  Bewegung  im  19.  Jahrhundert  beob- 
achten.  Das  Verlassen  des  dogmatischen  Standpunktes  zugunsten  des 
genetischen  im  Zusammenhang  mit  der  von  Monge  ausgehenden  syn- 
thetischen Geometrie  und  damit  das  immer  stärkere  Hervortreten  der 
Aufgaben  und  Konstniktionen,  eine  Strömung,  die  in  Herhart  ihre 
philosophische  Begründung  fand  und  vielfach  dazu  führte,  Euhlid  als 
Lehrbuch  zu  verlassen.  Von  philosophischer  Seite  geht  dann  auch  die 
immer  stärkere  Betonung  der  Anschauung  in  der  Geometrie  als  eines 
selbständigen  und  wichtigen  Faktors  aus:  sie  geht  auf  Boicsseau.  Kant 
und  Pestalozzi  zurück,  der,  wie  mir  scheint,  in  La  Claicotais'  Educatiou 
nationale  von  1763  —  einem  Werke,  das  imter  dem  Einflüsse  von 
Bousseau  steht  —  einen  Vorläufer  gehabt  hat,  wird  von  Herhart 
(A  B  C  der  Anschauung)  mächtig  gefordert  und  erreicht  durch  Schopen- 
hauer ilireu  HiWippunkt:   Beide  Bewegungen  gehen  gelegentlich  über  ihr 
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Ziel  hinaus,  z.  B.  bei  G  Friedrich,  Die  Aufgabe  als  Basis  des  geome- 
trischen Unterrichts,  Programm,  Tilsit  l^i'^3.  Der  Unterricht  zersplittert 
sich  in  Einzelheiten;  die  Schüler  verlieren  jeden  Einblick  tu  den  Zu- 
sammenhang. Und  Schriften  wie  das  Xordhauser  Programm  von  Kosack 
und  die  schwächliche  Schrift  sur  yicden's  verweigern  der  Logik  den 
Tribut,  der  ihr  gebührt. 

Das  Streben  nach  Anschauung  führte  auf  den  Gedanken,  Stereo- 
metrie und  Planimetrie  (ähnlich  wie  Difierential-  und  Integral-Rechnung) 
nicht  mehr  zu  trennen  im  Anschluß  an  Festalozzi,  wofür  ich  TU.  Fiedler 
in  Zürich,  Lazseri  und  Gino  Loria,  der  selber  De  Faolis  (1884)  den 
Apostel  dieser  Idee  nennt,  anführe.  \\  issenschaftlich  geht  diese  Idee 
auf  Monge  und  Poucelet  und  v.  Staudf  zurück.  Für  den  Unterricht  hat 
die  „Fusion",  um  mit  Loria  zu  reden,  zuerst  Genjonne.  Ann.  IG,  p.  209, 
gefordert  und  mit  ihm  Grelle;  der  erste  durchgeführte  Versuch  stammt 
von  Mahistre;  das  Referat  von  L.  Ripert  1899,  Enseignement  1,  p.  63, 
gibt  1844  an,  das  ist  aber  die  2.  Aufl.:  weit  schärfer  durchgeführt  ist 
der  Versuch  von  Mcray  1874.  In  Italien  hat  sich  die  Mathesis  für 
die  Fusion  ausgesprochen  {G.  Loria,  A  few  remarks  ou  the  „syl- 
labus"  of  modern  plane  geometry,  1892,  La  fusione  della  planimetria 
con  la  stereometria,  Periodico  15  [1900]).  In  Deutschland  sind  von 
Hohntüller  Anläufe  dazu  genommen,  die  Xachahmung  fanden,  z.  B.  Tliieme 
1902,  aber  weit  früher  ist  Bretsckneider  zu  nennen  (s.  Lehrbücher) 
1844. 

Drittens  wirkt  die  ki-itische  Richtung,  welche  die  Signatui'  der 
Mathesis  des  19.  Jahrhunderts  ist,  auf  die  Schulen  ein  und  zeigt  sich 
in  der  immer  stärkeren  Verbreitung  der  nicht-euklidischen  Geometrie, 
sowie  in  der  Kritik  der  Grundlagen;  sie  führt  dazu,  die  Grundlagen  mög- 
lichst unabhängig  vom  Parallelenaxiom  zu  gestalten,  und  führt  so 
schließlich  wieder  auf  Fuldiä  zurück;  ich  nenne  Todhunter,  Sannia, 
D'Ovidio.  Fnififer  (Italien),  Max  Simon  (Straßburg). 

Aber  auch  dem  Zeitgeiste  kann  sich  die  Schule  nicht  entziehen;  die 
Gewalt  der  wirtschaftlichen  Interessen  verlangt  greifbaren  Nutzen;  so 
dringt  zunächst  die  darstellende  Geometrie  in  die  Schulen  ein,  und  es 
erhebt  sieh  das  Verlangen,  den  Zeichenunterricht  zu  geometrisieren. 
Zu  nennen  sind:  W.  Fiedler,  A.  Brill  und  H.  Schotten,  auch  Laisanf. 
Dann  aber  greift  die  utilitaristische  Strömung  weiter;  die  Techniker 
an  den  Hochschulen  verlangen,  daß  die  Mathematiker  die  Beispiele 
aus  der  Praxis  nehmen,  und  besonders  der  Verein  zur  Förderung  etc. 
macht  sieh  zum  Träger  dieser  auf  die  Verwertung  für  die  Praxis  ge- 
richteten Strömung,  welche  die  Mathematik  nicht  mehr  um  itrer  selbst, 
sondern  um  ihres  Nutzens  wiUen,  als  Hilfswissenschaft,  gelehrt  wissen 
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will.  —  Für  Frankreich  vergleiche  man  z.  B.  Lauroit,  Considerations 
sur  lenseigiiemeut  des  mathematiques  etc.,  L'Enseignem.  1  (1899),  p.  38: 
„L'enseignement,  celui  des  mathematiques  eu  particulier,  doit  etre 
uiilitairer  Den  Höhepunkt  bildeten  die  sogenannten  HichterBchen  Leit- 
sätze, welche  1892  in  den  Braunschweiger  Beschlüssen  des  Vereins  zur 
Förderung  des  Unterrichts  bereits  abgeschwächt  erscheinen. 

Am  Schluß  des  Jahrhunderts  wird  die  augewandte  Mathematik 
unter  dem  Einflüsse  F.  KIriii's.  Giiidu  Hnuclc's  und  anderer  Prüfungs- 
gegenständ  für  die  Lehramtskandidaten.  Wem  die  Lehrpläne  Firmckes, 
in  HaUe  und  der  Kitterakademien  des  18.  Jahrhunderts  bekannt  sind 
mit  ihrer  Feldmessung,  Festungsbaukunst,  Guomonik  etc..  der  wird  das 
alte  Wort  Akihas,  daß  es  nichts  Xeues  unter  der  Sonne  gibt,  wieder 
einmal  bestätigt  finden. 

A.   Allgemeiues. 

L.  K.  Ciirnot,  De  la  correlatiou,  Paris  1801  (Einleitungi. 

•7.  F.  Herhart ,  A  B  C  der  Anschauung.  Güttingen  1802.  \erlangt,  tlaß  der 
Beweis  den  Grund  des  Satzes  angibt.  (Aristoteles^; 

Bernhard  Bolzano,  Betrachtungen  über  einige  Gegenstände  der  Elemen- 
targeometrie, Prag  1804,  ein  Versuch  im  Gegensatz  zu  Kant,  dessen  Auffassung 
der  Geometrie  von  der  heutigen  mehr  in  der  Sprache  als  in  der  Sache  abweicht 
(//.  Colli li,  Logili  der  reinen  Erkenntnis,  Berlin  1903,  die  Geometrie  rein  logisch 
zu  begründen.  Ilohaiio  selbst  erklärt  schließlich  den  Versuch  als  mißlungen, 
nimmt  ihn  aber  später  wieder  auf:  Beitrage  zu  einer  begründeten  Darstellung 
der  Mathematik.  Prag  1810. 

./.  H.  Pestalozzi,  ABC  der  Anschauung.  Zürich  1803. 

J.  M.  Hoene,  Wronslci ,  Introdiictioii  ii  In  metaphijsiqiie  des  matheniatiques, 
Paris  1810.     Nach   Wroiiski  hat 

A.  de  Montferrier  eine  vierbäudige  Enzyklopädie  verlaßt,  deren  II,  4  Elemen- 
targeometrie ist,  Paris  1856 — 59. 

H.  F.  Beniliardi,  Mathematik  und  Sprache.  Gegensatz  und  Ergänzung,  Pro- 
gramm Berlin  1815. 

Beniliardi  ist  ein  überzeugter  Anhänger  Pestalozzis. 

G.  S.  Ohm  der  Physiker),  Grundlinien  zu  einer  zweckmäßigen  Behandlung 
der  Geometrie  als  höheren  Bildungsmittels,  Erlangen  1817.  (15  Bogen,  sein  Erst- 
lingswerk, fordert  die  heuristische  Methode.) 

C.  F.  Hauhert,  Scholae  hgicae-mathematicae,  Iteutlingen  1829. 

Karl  ir.  Mayer,  Wissenschaft  der  Mathematik  nach  heuristisch-genetischer 
Methode,  Berlin  1837,  mit  einer  selbständigen  Einleitung  über  die  Methode  der 
Mathematik  als  Lehrobjekt  und  Wissenschaft,  stark  von  Herhart  beeinflußt; 
Mager  fordert  wie  Herhart,  daß  der  Beweis  Einsicht  in  den  Seinsgrund  des  Satzes 
gewähre. 

ilf.  II'.  Drohiseli.  Philologie  und  Mathematik  als  Gegenstände  des  Gymnasial- 
unterrichts betrachtet.  Leipzig  1832.  Drohisch  hat  sich  in  seiner  langen  Lehr- 
tätigkeit große  Verdienste  um  die  Ausbildung  der  sächsischen  Gymnasiallehrer 
erworben. 
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Ch.  F.  Pßeiderer,  Scholien  zu  Euklid's  Elementen,  Heft  I— V,  Stuttgart  1826 
und  '27,  ein  iiußerst  fleißiges,  erklärendes  und  literarhistorisches  Sammelwerk. 

S.  l<\  Liicroi.!-.  Kssai  nur  renHci^'nemcnt,  Paris  I.  Aufl.  1798.  Die  i>acn«'.r'aehen 
Ijehrbücher,  welelu^  iil)i;r  fast  alle  Teile  der  Matlii'iiiatik  handelu,  haben  iti  immer 
wiederholten  licarbeitungeu  und  (fbersetzuugeu  in  Frankreich,  Italien,  Doutsch- 
hmd,  Holland,  Spanien  usw.  sehr  große  Verbreitung  gefunden  und  finden  sie 
zum  Teil  noeli  heute;  sie  zeichnen  sich  durch  französische  Vorzüge,  Klarheit  der 
Siirache,  logisch  einfache  Verknüpfung  und  Reichhaltigkeit  aus,  doch  vermeiden 
«ie  tieferes  Kingehen  auf  die  Philosophie  der  Mathematik. 

A.  De  J\for(/>iii.  Connexion  of  uumbers  and  magnitude,  London  1830;  <)n  thc 
study  of  mathcmatics,  1828,  6.  Nov.  Antrittsrede,  1828;  0«  tlie  study  and  difji- 
culties  of  mathcmatics,  2  Teile,  27  p.  1830 — 31. 

L.  A.  Kunze,  Lehrbuch  der  Geometrie,  Jena  1842,  2.  Aufl.  1851,  ein  metho- 
disch äußerst  wertvolles  und  sehr  reichhaltiges  Buch. 

G.  Faure,  Memoire  sur  la  reforme  de  l'enseigneuieut  de  la  geometrie, 
Paris  1846. 

Bob.  Kosdck,  lieiträge  zu  einer  systematischen  Entwicklung  der  Geometrie 
aus  der  Anschauung,  Programm  Nordhausen  a.  H.  1852,  direkt  durch  Schopen- 
hauer veranlaßt,  das  Gegenstück  zu  Bendi.  Bolziiiio's  Betrachtungen  über  einige 
Gegenstäude  der  Elementargeometrie,  Prag  18(14.  Das  Programm  ist  in  Nord- 
hausen selbst  nur  noch  in  einem  Exemplar  vorhanden,  ein  Neudruck  wäre 
angezeigt. 

Paul  Serret,  Des  methodes  en  geometrie,  Paris  1855,  allerdings  mehr  Me- 
thoden als  Methodik,  aber  für  Lehrer  bildend. 

J.  Delboeuf,  Prolegomenes  philosophiques  de  la  geometrie  et  solutions  des 
Postulats,  Liege  (Lüttich)  1860. 

Fr.  Bartholomaei,  10  Vorlesungen  über  Philosophie  der  Mathematik,  Jena 
1860,  ein  Buch,  aus  dem  Referent  sehr  viel  Anregung  erhalten  hat. 

.7.  Hoilel,  Essai  d'une  exposition  rationelle  des  principes  de  la  gi^ometrie, 
Arcli.  Math,  Phys.  (1)  40  (1803),  p.  171;  vollständiger:  1807  Paris;  Essai  sur  les 
jniiicipes  fondanicntau.v  de  Ja  tjeomcirie  eleiiieiitaire.  Paris  1867,  2.  edit.  1885;  Über 
die  Rolle  der  Erfahrung  in  den  exakten  Wissenschaften,  Arch.  Math.  Phys.  (1) 
59  (1876),  p.  03,  Übersetzung  eines  1875  gehaltenen  Vortrags;  Considerations 
ele'me iitaires  sur  la  generalisatioii  de  l'idee  de  quanttte,  Paris  1883.  Hoilel  ist 
einer  der  verdienstvollsten  Methodiker,  der  besonders  die  (iedanken  der  Bolyai, 
Lohatschefskij,  Bellavitis  usw.  den  Franzosen,  Italienern  und  Deutschen  zugänglich 
gemacht  hat. 

A.  A.  Cournot,  Des  institutions  d'instruction  publique  en  France,  Paris  1864. 

J.  M.  C.  Duhamel,  Des  methodes  dans  les  sciences  de  raisonnement,  5  Bände, 
Paris  1865 — 73;  der  zweite  Band  ist  der  speziell  mathematische;  ein  hochbedeu- 
tendes Werk;  vgl.  auch  seine  Diftereutialrechnung. 

K.  JJ.  Hi'heUhaeh,  Über  den  Inhalt  und  die  Bedeutung  des  mathematischen 
und  physikalischen  Unterrichts  auf  ungern  Gymnasien,  Programm  Berlin  1866; 
Über  die  Zukunft  der  Mathematik  an  unseren  Gymnasien,  Berlin  1887,  das  Absehieds- 
wort  des  „alten  Schellbach''.  Schellhach  ist  als  langjähriger  Leiter  des  mathe- 
matisch-pädagogischen Seminars  in  Berlin  der  Befoniiator  des  deutschen  mathe- 
matischen Untemchts  gewesen,  der,  von  einzelnen  Ausnahmen  abgesehen,  bis 
etwa  1860  auf  sehr  niedriger  Stufe  stand.  Aus  seiner  Schule  sind  u.  a.  Clebsch, 
H.  Bertram,  Mehler,  Quidde,  E.  Lampe,  F.  Müller  hervorgegangen,  auch  G.  Canior 
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und  H.  A.  Schwärs  waren  eine  Zeitlang  Mitglieder  des  Seminars.  Vgl.  über  ihn 
F.  Müller,  Gedächtnisrede  29.  Okt.  1892;  Zeitschr.  math.  Unterr.  23,  Baumeister  i 
Handbuch  etc.  IX,  p.  13.     München  1895. 

./.  Toiünmter,  nebst  De  Morc/an  vielleicht  England,^  hedeutetidster  Metho- 
diker (s.  Lehrbücher),  The  conflict  of  stiidies  and  other  essays,  London  1873  s. 
Lehrbücher. 

Julius  l'etcrsen ,  Methodou  und  Theorien  zur  Auflösung  geometrischer  Kon- 
struktionsaufgaben, Kopenhagen,  dänisch  1866,  deutsch  1879. 

J.  Hoilel,  L'enseiguement  de  la  geometrie  elementaire  en  Italic,  Battaglini 
1870,  Nouv.  annal.  1869,  p.  278. 

G.  Koritecli,  Über  mathematischen  Unterricht,  Programm  Kempen  1870. 

Ä.  Sannia  e  d'Oridio,  Elementi  di  geometria,  Neapel,  1.  Aufl.  1809,  2.  Aufl. 
1871  (Die  Lehre  von  den  Proportionen),  Aufsatz  dazu  von  d'Ovidio  im  Giorn.  di 
Matematiche  9,  p.  122. 

Z.  G.  de  Galdeano,  Estud.  critic.  sobra  la  generac.  de  los  concept.  mat., 
Madrid  1870. 

P.  Mansion,  Sur  le  premier  livre  de  la  geometrie  de  Legendre,  Kevue  de 
rinstruetion  publique  13  (1871 1,  p.  317;  energische  Verwerfung  des  Lehrgangs 
Legeiidre's.  Mansion  und  sein  Kollege  Neuberg  sorgen  seit  vielen  Jahren  für  eine 
gründliche  (auch  historische)  wissenschaftliche  Ausbildung  der  belgischen  höheren 
Lehxer. 

/.  C.  Becker,  Lehrbuch  der  Geometrie,  Schaff  hausen  1872;  nachdem  er  1870 
die  Abhandlungen  aus  dem  Grenzgebiet  der  Mathematik  loid  I'hilosojMe  geschrieben 
hatte  (Zürich),  Zeitschr.  math.  Unterr.  4,  p.  129  (1873),  Brief  an  den  Herausgeber; 
Die  Grundlagen  der  Geometrie,  Zeitschr.  Math.  Phys.  20  (1875),  p.  445.  /.  G.  Becker 
■ist  ein  sehr  zu  beachtender  Methodiker  auf  Kantischer  Grundlage. 

./.  C.  V.  Hoffmann,  der  Begründer  der  Zeitschrift  für  mathematischen  und 
nalurwissenscliaftlichen  Unterricht ,  Die  Prinzipien  des  ersten  Buches  von  lüiklid's 
Elementen,  Zeitschr.  math.  Unterr.  3  (1872),  p.  14;  Müller,  offener  Brief,  darüber, 
ebenda,  p    370. 

P.  Freyer,  Beispiele  aus  der  Mathematik  zur  Logik,  Programm  llfeld  1872, 
Neudruck  1887;  methodisch  uvrtmll. 

F.  Studnieka,  Einige  Bemerkungen  über  den  Geist  in  der  Mathematik, 
Casop.  II,  (1873),  p.  57;  die  Übersetzung  im  Jahrbuch  scheint  mir  nicht  glück- 
lich, es  soll  wohl  statt  „Geist"  heißen  „psychische  Arbeit".  Fortsetzung  tUisop. 
VIII,  (1879),  p.  85  (handelt  von  den  Beweisen  in  der  Theorie   der  Determinanten). 

C.  Stumpf,  Über  den  psychologischen  Ursprung  der  Kaumvorstellung,  Leipzig, 
1873.  Trotzdem  Stumpf  Philosoph  ist,  ist  sein  Werk  meines  Erachtens  ein  sehr 
wertvoller  Beitrag  für  die  Bildung  des  mathematischen  Lehrers. 

G.  Bellavitis,  Lehi-plan  für  die  Planimetrie,  Mem.  venet.  17,  (1873),  p.  227. 
G.  de  Galdeano,    Observaciones   i'itiles  para    el    estudio    de  las  Matemäticas. 

El  metodo  aplicado  ä  la  ciencia  matematica  1875;  Consideraciones  sobre  la  con- 
veniencia  de  uu  nuevo  plan  para  la  ensenanza  de  las  matemäticas  elemeutales, 
1877;  philosophisch  und  pädagogisch. 

G.  de  Galdeano,  Ciencia,  educaciön  y  ensenanza.     Zaragoza,  1899. 

G.  de  Galdea)io,  Estudios  de  critiea  y  iiedagogia  matemäticas.  Zaragoza, 
1900. 

J.  M.  Couceiro  da  Costa,  Filosufia  de  las  Matemäticas  y   reflexiones   pedago- 
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gicas  sobre  la  enseiianza  de  esta  asiguatiira  187")  (Abriß  der  Matbo-Philosophie 
Hoene  Wronskis),  portugiesisch. 

V.  Valeriani,  Anwendung  der  Induktion,  Giorn.  di  Mat.  15  (1877)  p.  34  (an 
Carnot's  Correlation  anknüpfendj. 

Guido  ILdick,  Stellung  der  neueren  Geometrie  zur  Kidlidischeu,  Württemb. 
Korrespondenzbl.  für  Gelehrte-  uud  Realschulen  üi  (1877). 

II'.  Fiedler,  Zur  Reform  des  geometrischen  Unterrichts,  Zur.  Naturf  Ges.  22 
(1877),  fordert,  daß  neuere  und  darstellende  Geometrie  von  vornherein  berück- 
sichtigt und  dabei  Stereometrie  und  Planimetrie  verbunden  werde  (italienisch,  mit 
drei  ungodruckten  Briefen,  Giorn.  di  Mat.  16  (1878j,  p.  243);  Über  dii:  Si/iiivii'tric, 
Zur.  Naturf.  Ges.  21  (1876),  p.  50. 

P.  Mansion,  Note  sur  l'enseignement  des  mathematiques  dans  les  Colleges, 
Brux.  Soc.  sc.  I  A,  p.  160;  für  Propädeutik  bis  zum  15.  Jahre. 

Börner,  Geometrische  Propädeutik  Pr.  Ruhrort  1876  (berührt  sich  mit 
Uolzmiiller).  Die  Frage  nach  geometrischer  Propädeutik  beschäftigt  die  Direk- 
torenkonferenzen in  Deutschland  seit  1870  sehr  stark  und  wird  ebenso  oft  bejaht 
wie  verneint.  Der  sächsische  Lehrplan  sieht  von  Systematik  in  der  Quarta  ab, 
d.  h.  er  fordert  diejenige  Strenge,  für  die  der  Quartaner  reif  ist.  Vgl.  dazu  Max 
Simon  Brief  an  F.  Klein.     Deutsche  Math.-Ver.  1904. 

Ma.v  Simon  und  H.  Lorhery ,  Referate  über  den  Unterricht  in  Rechnen  und 
Mathematik  auf  den  Gymnasien  und  Realschulen  des  Reichslandes,  Straßburger 
Direktorenkonferenz  von  1877,  auf  Veranlassung  des  Begründers  des  deutschen 
höheren  Schulwesens  im  Elsaß  August  Baumeister. 

Th.  Muir,  On  scientific  mathematics,  Quart.  Journ.  7  (1877),  p.  476. 

A.  Ziegel,  Methodik  und  Lelirplau  usw.,  Programm  Schwerin  1878. 

Th.  Wittstein,  Methodik  des  mathematischen  Unterrichts,  Hannover  1879. 

L.  Houtain,  Quelques  reflexions  sur  l'enseignement  superieur,  Mem.  de  Lie'ge 
(2)  6,  1878;  Klassifikation  der  gesammten  Mathematik  (ein  Versuch  wie  ihn 
E.  Papperitz  auf  dem  Kongreß  zu  Halle  1894  gemacht  hat). 

/.  K.  Becker ,  Zur  Reform  des  geometrischen  Unterrichts,  Programm  Wert- 
heim a.  M.  1880;  Die  Mathematik  als  Lehrgegenstand  der  Gymnasien  Berlin  1883; 
Verteidigung  seiner  Elemente  der  Geometrie  auf  neuerer  Grundlage  {liiemann, 
Helmholtz)  Berlin  1877. 

G.  Veronese ,  Sulla  riforma  d'insegnamento  geometrico,  Giorn.  di  mat.  13 
(1878),  p.  251  (neuere  Geometrie  selbständig). 

J.  31.  Hoene -Wronski,  Einleitung  iu  den  mathematischen  L^nterricht  (polnisch; 
von  Niedzu-ieck  herausgegeben  1S80.  Wronski  verdiente  auch  in  Deutschland  Be- 
achtung; eine  Parallele  mit  Scheffler  wäre  nicht  uninteressant. 

Guido  Hauck,  Die  Stellung  der  Mathematik  zur  Kunst  und  Kunstwissen- 
schaft, Festrede  für  Schinkel,  Berlin  1880  (Preuß.  Jahrb.  46);  seit  Maupertuis  1743 
der  erste  nachdrückliche  Hinweis  auf  das  künstlerische  Element  in  der  Mathe- 
matik; vgl.  auch  die  Kaiserrede  von  Emil  Lampe,  Berlin  1893.  Hierher  gehört 
auch  der  Vortrag  von  F.  Budio ,  Über  den  Anteil  der  mathematischen  Wissen- 
schaft an  der  Kultur  der  Renaissance,  Hamburg  1891,  und 

.7.  Engel,  Der  Geschmack  in  der  neueren  Mathematik,  Festrede  Leipzig  1890. 

H.  Bertram,  Artikel  Mathematik  in  der  2.  Aufl.  von  Schmidfa  Enzyklopä- 
die 4.  Band,  Gotha  1881,  Die  Ansichten  Bertram' b,  dessen  Lehrerfolg  so  ziemlich 
einzig  in  Deutschland  dastand,  in  gedrängter  Küi-ze  wiedergebend. 

A.  Weilenmann,  Der  geometrische    Unterricht    in    Mittelschulen,    Programm 
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Zürich    1881    (vom    Standpunkte    des    Knnstwerta);    Fusion    der    Planimetrie    und 
Stereometrie  (Fiedler). 

A.  Pieper.  Eine  neue  Methode  des  mathematischen  Unterrichts,  Zeitschr. 
math.  Unterr.  14  (18s3),  p.  60.  Häusliche  Arbeiten  sollen  wegfallen:  Lehrshmden 
wechseln  mit  Extemporalien,  bei  denen  jeder  Schüler  eigne  Aufgaben  erhält  (I). 

.S'.  Günther,  Das  geschichtliche  Element  beim  mathematischen  Unterricht, 
Zeitschrift  Gymnasium  I,  9  und  10,  1S83.  Günther  war  in  Deutschland  nach 
Baltzer  so  ziemlich  der  erste,  der  die  Bedeutung  der  Geschichte  für  den  Unter- 
richt erkannt  und  begründet  hat;  Nachfolger  hat  er  in  ilax  Simon  gefunden  und 
in  P.  Treutlein.  Das  geschichtliche  Element  im  Unterricht  der  höheren  Lehr- 
anstalten, D.  Xaturf.  u.  A.  Heidelberg  1888.  In  Italien  ist  Loria  Vorkämpfer,  in 
Belgien  Mnnsion. 

lt.  de  Paolis,  Elementi  di  geometria,  Torino  1884  (für  Lehrer).  Fusion  der 
Planimetrie  und  Stereometrie. 

Österreich.  Instructionen  für  Gymnasien  (Exner)  von  1885,  ein  Werk,  an  das 
keine  andere  offizielle  Kundgebung  lieranreicht. 

F.  Beidt,  Anleitung  zum  mathematischen  Unterricht  au  höheren  Schulen, 
Berlin  1886.  Ein  verdienstliches  Werk,  aber  ohne  tieferes  Eindringen  in  den 
Geist  der  Mathematik  und  das  Wesen  ihrer  Methodik:  Zusammenstellung  der 
Verordnungen,  Pläne,  Lehrbücher  usw. 

•/.  Hermes.  Lehrplan  für  das  Bealgymna-iiiim,  Programm  Osnabrück  1886, 
sehr  beachtenswerte  Verteilung  des  Lehrstoffes. 

Ä.  J.  G.  Barclay,  On  the  teaching  of  eiementary  geometry,  Edinburgh  Pro- 
ceed,  n,  24,  1886,  Thesen. 

F.  Dauge,  Le9ons  de  methodologie  mathematique ,  Gent  1883;  Bericht  von 
Mansion  Mathesis  3  (1883),  p.  149.  Danach  keine  zusammenhängende  Methodik, 
sondern  Behandlung  einzelner  schwieriger  Punkte.     2.  Aufl.  1896. 

B.  Bettazzi,  I  postulati  e  gli  enti  geometrici,  Besso  Periodico  I,  p.  170,  1886. 
Die  Schrift  zeigt,  wie  tief  um  diese  Zeit  schon  die  von  Gauß,  Lobatschefskij, 
Bolyai.  Biemann,  Belframi  usw.  ausgehende  Kritik  der  Grundlagen  in  Italien 
eingedrungen  ist. 

O.  Rausenberger,  Die  Elementargeometrie  des  Punktes,  der  Geraden  und 
der  Ebene  Leipzig  1887.  Das  Werk  hält,  was  es  verspricht.  Die  Elementar- 
geometrie ist  im  höchsten  Maße  systematisch  und  kritisch  behandelt.  Es  ist  für 
die  Lehrer  bestimmt,  und  seine  Kenntnis  sollte  gefordert  werden. 

L.  Huehner,  Ebene  uad  räumliche  Geometrie  des  Maßes,  Leipzig  1888, 
2.  wohlfeile  Ausg.  1895;  ein  interessanter  Versuch,  das  Verhältnis  zwischen  Geo- 
metrie und  Trigonometrie  umzukehren. 

E.  Lundberg,  Bericht  über  seine  Reise  nach  Frankreich  und  Deutschland 
(schwedisch),  Stockholm  1889,  wichtig  für  schwedische  Mittelschulen. 

TU.  Fuhrmann,  Synthetische  Beweise  planimetrischer  Sätze,  BerHn  1890. 

H.  Schotten,  Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts  I,  Leipzig 
1890,  Einleitung  über  die  Beformhestrehungen  auf  dem  Gebiete  des  planimetrischen 
Unterrichts,  reidi  an  Uterarhi,^rischen  Zitaten. 

3Iax  Sitnan,  Die  Elemente  der  Geometrie  mit  Rücksicht  auf  die  absolut« 
Geometrie,  Straßburg  1890.  So  ziemlich  das  erste  deutsche  Werk,  das  die 
absolute  (hyperbolische;  Geometrie  von  vornherein  berücksichtigt. 

C.  Schaering,  Aufgabe  und  Anschauung  besonders  in  der  Stereometrie,  Pro- 
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;;ramm  Coesfeld  1880;  vgl.  auch:  Vortrag  in  der  iiiathematischen  Sektion  der 
PhiloIogenversammluDg  von  1901  zu  Straßburg. 

Alex.  Brill.  Über  die  Schulreform  und  den  Unterricht  in  Mathematik  und 
Zeichnen  auf  den  Gymnasien,  Tübingen  1890. 

Fried ric/i  Meyer.  Mitteilungen  aus  dem  mathematischen  Lehrplan  des 
Stadtgymnasiums  zu  Halle  a.  S.,  Programm  230  (1891),  eine  der  bedeutendsten 
Schriften  der  deutschen  mathematisch-pädagogischen  Literatur. 

B.  Kerry,  System  einer  Theorie  der  (ireiizbegriff'e.  Leipzig  und  Wien  1890, 
ein  Buch,  dessen  Kenntnis  von  jedem  Lehrer  rerlaiu/t  werden  müßte,  wie  auch 
desselben  Verfassers  Aufsätze  „über  Anschauung  und  ihre  psychische  Verarbeitung", 
Zeitschr.  f.  wiss.  Philos. 

H.  Schotten.  Inhalt  und  Methode  usw.  2.  T.  (1893),  (schwächer). 

G.  Teronene,  Fondamenti  di  geometria  a  piü  dimensioni  e  a  piü  specie  di 
unitä  rettilinee  esposti  in  forma  elementare,  Padova  1891,  deutsch  von  Schepp 
Leipzig  1894,  ein  viel  umstrittenes  gedankenreiches  Werk. 

C.  Segre,  Su  alcuni  indirizzi  nelle  investigazione  geometriche,  Riv.  di  Mat.  1 
(1891),  p.  42. 

G.  Peano,  Osservazione.  Riv.  di  Mat.  1   '1891\  p.  6G. 

iS.  Catania.  Del  insegnamento  della  matematioa  nei  ginnasü  e  nei  licei.  Riv. 
di  Mat.  5,  (1895),  p.  33. 

Max  Simon,  Kritik  des  neuen  preußischen  Lehrplans,  Zeitschrift  für  Gymna- 
sialwesen 47  (1893),  p.  593. 

Gino  lAtria,  Della  varia  fortuna  di  Euclide  etc..  Periodico  8  (1893),  p.  81, 
auch  selbständig  Roma  1893,  ein  ganz  vorzüglicher  Überblick. 

/.  Versluys.  Beknopte  etc.,  d.  h.  die  kurz  gefaßte  Geschichte  des  Unterrichts 
und  der  Erziehung  (holländisch)  1891. 

F.  Klei»,  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeometrie,  Leipzig 
1895.  Klein  hat  das  Verdienst,  die  Hochschullehrer  der  Mathematik  nachdrück- 
lich auf  die  Bedeutung  einer  wissenschaftlichen  Elementargeometrie  als  Vor- 
lesungsgegenstand  hingewiesen  zu  haben;  er  hat  in  Verbindung  mit  G.  Hnuck 
der  vom  Zeitgeist  geforderten  angewandten  Mathematik  in  der  Schule  Bahn  ge- 
brochen; vgl.  auch  F.  Kh'in  und  K.  Eiecle.  Über  angewandte  Mathematik  und 
Physik  etc.,  Leipzig  1901. 

Max  Simon.  Rechnen  und  Mathematik  in  Baumeister'a  Handbuch  der  Er- 
ziehungs-  und  Unterrichtslehre  für  höhere  Schulen :  darin  einleitend  eine  historische 
Übersicht  der  Entwicklung  des  mathematischen  Unterrichts  in  Deutschland  seit 
der  Renaissance,  München  1895,  wozu  zu  vergleichen  ist 

Osir.  Beier,  Die  Mathematik  im  Unterricht  der  höheren  Schulen  von  der 
Reformation  bis  zur  Mitt«  des  18.  Jahrhunderts,  Programm  Crimmitschau  1879. 
Das  Programm  von 

C.  Heym.  Leipzig  1873 ,  ist  im  wesentlichen  eine  Geschichte  des  mathe- 
matischen Unterrichts  an  der  Thomasschule. 

B.  Most.  Über  den  Bildungswert  der  Mathematik,  Programm  Koblenz  1895. 

J7.  Thieme,  Der  Bildungswert  der  Mathematik,  Pädag.  Arch.  i;  (1897);  es 
sei  dabei  auch  eine  Schrift  von  A".  Gneiße.  Über  den  Bildungsunwert  der  Mathe- 
matik, Straßburg  1898  erwähnt. 

G.  Veronese.  Elementi  della  geometria,  Padova  1897.  Die  Würdigung  dieses 
exzeptionellen  Werkes  bei  F.  Schur.  Math.  Ann.  55  il901),  p.  266,  Fußnote,  und 
Thieme,  Die  Umgestaltung  der  Elementargeometrie,  Programm  175,  1900. 
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G.  Ingrami,  Elomenti  della  geometria  per  le  seuole  secondarie,  Bolo^a  1899, 
auf  gleicher  Höhe  wie  das  vorige  Werk. 

F.  Kiiriques,  Qucstioni  riguardanti  la  geometria  eleruentarc,  Bologna  1900, 
art.  1;  aber  das  ganze  Werk  verdient  im  höchsten  Grade  die  lieaehtung  der 
Lehrerwelt.     Eine  deutsche  Ausgabe  durch  H.  Fleischer  ist  in  Vorboreitung. 


B.   Siiezielle  Methodik.*) 

G.  Lame,  Examen  des  diifcrentes  methodes  employees  pour  rosoudre  les  pro- 
l)lemes  de  geometrie,  Paris  l«liH;  Reimpression  facsimile,  Paris  1908. 

Das  sogenannte  Drobischscha  auch  MöbiusBche  Prinzip,  durch  das  die  Um- 
kehrungen erledigt  werden,  schon  von 

F.  C.  H'mber,  Scholae  logico-mathematicae.  Reutlingen  18'2'.). 

(iS.  Günther.  Über  eine  Anwendung  und  Erweiterung  des  HidiberBchon 
Theorems,  Arch.  Math.  Phys    06  (1874)  p.  2(3.) 

Chr.  H.  Nagel,  Geometrische  Analysis  (Konstruktionsaufgaben^ ,  Ulm  1850; 
vgl.  sein  Referat  in  Schmidfa  Enzyklopädie  (1.  Aufl.). 

1).  Besso,  Del  concetto  di  funzione  nelP  insegnamento  dclla  geometria 
elementare,  Giorn.  di  Mat.  7  (1869),  p.  481;  in  Deutschland  Mk.i:  Simon  1884. 
Elemente  der  Arithmetik,  in  neuester  Zeit  nach  F.  Kteiii. 

H.  Sturm.  Die  neuere  Geometrie  auf  der  Schule,  Zcitschr.  math.  Unterr.  1 
(1870),  p.  474. 

F.  C.  Fresenius.  Lehre  von  der  Kongruenz  der  Dreiecke  usw  ,  Zeitschr.  math. 
Unterr.  2  (1871),  p.  1;  Über  die  unendlich  fernen  Gebilde,  ebenda  p.  494.  i?. 
Sturm,  über  dasselbe,  ebenda  p.  391.  V.  Schlef/el.  Becker,  über  dasselbe,  ebenda  8, 
p.  155.  V.  Schlegel,  Proben  usw.  {GraßmanuBahe  Ausdehnungslehre  auf  Elemen- 
targeometrie angewandt),  ebenda  2,  p.  308;  dasselbe,  ebenda  4,  p.  81. 

Hubert  Miiller,  Schulgemäße  Behandlung  der  Symmetrielehre,  Zeitschr.  math. 
Unterr.  tj  (1875).  Hubert  Malier  ist  einer  der  ersten,  der  in  Deutschland  die 
Symmetrie  zur  Beschleunigung  und  Vereinfachung  des  Lehrgangs  in  der  Plani- 
metrie benutzt  hat,  vgl.  sein  Lehrbuch  (lange  vor  ihm  in  Frankreich  H.  Vi>iceiit 
1827  und  später  G.  Dostor).  M^.  Erler.  Kleinigkeiten  aus  der  Schulstube,  ebenda  4; 
Über  Ungleichheiten,  ebenda  9,  p.  261,  341. 

O.  SchVimilch,  Über  Ungleichheiten  und  deren  geometrische  Anwendung,  ebenda 
15.  Friedrich  Meyer.  Über  die  Behandlung  planimetrischer  Aufgaben  durch  die 
Schüler,  ebenda  16.  IT.  Krumme,  Analysis  des  Beweises,  ebenda,  p.  347;  vgl. 
auch  seine  Vorrede  zu  dem  Lehrbuch  von  H.  Fenkner  1888. 

J.  Cocl-le,  On  the  sign  of  equality,  Messenger  (2)  4,  1874,  p.  11.  Cockle  ist 
einer  der  ersten,  der  auf  die  verschiedene  Bedeutung  des  Gleichheitszeichens  auf- 
merksam gemacht  hat.  Über  die  Bedeutung  des  Zeichens  vergleiche  die  geistvolle 
Rektoratsrede  von  Ernst  Schröder:  Über  das  Zeichen,  Karlsruhe  1890. 

K.  Elidel,  Planimetrie  und  Stereometrie,  Bayrische  Blätter  11  (1875),  p.  120. 

F.  Beidt,  Über  einige  Auf  lösungsmethoden  der  ebenen  Trigonometrie,  Zeitschr. 
math.  Unten-.  3  (1872),  p.  141,  dazu: 

/.  Hoikl.  ebenda  3,  p.  377,  ebenda  4,  p.  335,  ebenda  7,  p.  335. 

Guido  Hauck,  ebenda  8,  p.  7,  wie  vorher  Beidt  zur  Frage    über  das  geome- 
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trischc  iiiul  das  analytische  l^riu/.ip  beim  Unterricht,  betont  stark  das  analytische 
Prinzip. 

./.  Hoücl,  Kemarfnies  sur  renseignement  de  la  trigunometrie,  Giom.  di  Mat. 
13  (1875),  p.  72  fecgen  Ililfswinkel ,  für  Tafeln  der  trigonometrischen  Funktionen 
selbst,  sofortige  allgemeine  Definition).     Ihm  schließt  sich 

D.  Jicsso.  Period.  2  (1887),  p.  41,  wesentlich  an  wie  auch  Referent.  Tafeln 
(kr  trigonometrischen  Funktionen  selber  co)i  Minute  zu  Minute  sind  für  die  Schüler 
dringend  nötig. 

Ich  lenke  die  Aufmerksamkeit  der  Lehrer  auf: 

Franz  Mcifcr,  Zur  Ökonomie  de.s  Denkens  in  der  Elenientarmathe- 
niiitik,  D.  Math.  V.  7  (1899),  p.  147,  besonders  für  Kepetitiou  in  der  Prima 
geeignet. 

B.  V.  Fischer- Benzon  (Pcfersew- Übersetzer) ,  Die  geometrischen  Konstruk- 
tionsaufgaben, Programm  Kiel  1884,  /v  Ldiiqie  wendet  sich  mit  Hecht  im  .Jahr- 
buch gegen  die  Übertreibung  der  Konstruktionsaufgaben. 

F.  F.  Barth,  Die  geometrischen  Kon.itruktionsaufgiibcn  usw.,  ö.  Aufl.  1S84. 

Crustav  Hoff  mann ,  Anleitung  zur  Lösung  planimetrischer  Konstruktionen 
1885  {Petersen). 

K.  Budel.  Die  Verwendung  der  Symmetrie  usw.,  Nürnberg  18.s9,  (Anregung 
von  Fiedler)  an  Beisjiiekn  aus  der  Stereometrie  und  lla.ximumsaufgaben  durchgeführt. 

D.  Fellini,  La  risoluzione  completa  di  problemi,  Period.  8  (1893),  p.  150 
(vollständige  Erörterung  der  Resultate). 

F.  Lcmoinc,  La  geometrographie  ou  Part  de  construction  geometrique,  Assoc. 
frany.  21  (1892),  p.  3G;  vorher  Congres  d'Oran  1888,  Bourget  III,  1889,  p.  10—33. 
Ich  bemerke,  daß,  seit  Steiner  in  den  „Konstruktionen"  von  1832  die  Aufmerk- 
samkeit auf  die  „Ökonomie  der  Konstruktionen"  gelenkt  hat,  SchelUxich  und  seine 
Schule  und,  ich  glaube,  die  besseren  Lehrer  der  ganzen  Welt  diese  Seite  der 
Methodik  stets  berücksichtigt  haben.  Die  Lemoineache  Messung  der  Einfachheit 
ist  ganz  willküilich  und  entbehrt  der  physiologischen  Grundlage,  die  die  Pe'da- 
gogique  scientifique  Binefs  erst  liefern  muß. 

H.  Müller,  Stereometrische  Konstruktionen,  Projektionslehre  für  die  Prima 
des  Gymnasiums,  Programm  Frankfurt  a.  M.  1893. 

Pmü  Mannheim,  Remarques  sur  les  construetions  göometriques.  Messeng.  27 
(1897),  p.  8  (man  soll  mehrere  Konstruktionen  für  dieselbe  Aufgabe  haben). 

Georg  Degenhardt,  Praktische  Geometrie  auf  dem  Gymnasium,  Programm 
Frankfurt  a.  M.  1896  (Einfluß  F.  Kleine.) 

Ernst  Fiedler,  Die  darstellende  Geometrie  im  mathematischen  Unterricht, 
Programm  Zürich  1898. 

E.  Papperitz,  über  die  wissenschaftliche  Bedeutung  der  darstellenden  Geo- 
metrie, Rede  1901;  und  ausnahmsweise  ihrer  Bedeutung  wegen  auch  für  die 
Schule  erwähne  ich 

Jos.  Wellstein,  Über  das  Studium  der  angewandten  Mathematik,  Vortrag  im 
math.  naturw.  Studentenverein,  Straßburg  1902,  und 

P.  Stäckel,  Über  die  Entwickelung  des  Unterrichtsbetriebes  in  der  ange- 
wandten Mathematik  an  den  deutschen  Universitäten,  D.  Math.  V.  1902.  Eben- 
dort  sind  auch  die  Gutachten  von  F.  Klein  und  G.  Hauck  für  die  preußische 
Schulkonferenz  von  1900  abgedruckt. 
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Als    letztes    Wort    des  italienischen    Vorkämpfers    für    die    Ver- 
schmelzung der  Planimetrie  mit  der  Stereometrie: 

G.  Loria,  La  fusione  della  planimetria  con  la  stereometria,  Periodico  Teil  XV, 
p.  1,  1899. 

Vgl.  ZU  diesem  Artikel  noch  den  folgenden.     Es   müssen   aber  an 
dieser  Stelle  ganz  besonders  hervorgehoben  werden: 

M.  Pasch,  Vorlesungen   über  neuere  Geometrie,  Leipzig  188'2,  und 
D.  Ililberf.  Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig,  2.  Aufl.  1903,  da  sie  nament- 
lich ffir  die  Lehre   von   der  Kongruenz   und   die  Parallelentheorie    und    überhaupt 
für  die  Methodik   des  Schulunterrichts,    obwohl   eigentlich    nicht    elementar,   von 
bedeutendem  Einflüsse  sind. 


4-.  Lehrbücher,  Aufgabensammlungen.  Die  geschilderten  Strö- 
mungen zeigen  sich  auch  in  den  Lehrbüchern.  Die  Variabilität  der 
Elementargeometrie  tritt  vielleicht  am  schärfsten  in  dem  Unterschiede 
zwischen  dem  ursprünglichen  Legeudre  und  seinen  Bearbeitern  Blanchet 
und  Camhier  hervor,  in  Deutschland  etwa  im  Vergleich  zvrischeu 
Tlnbaitf's  Grundriß  und  den  Lehrbüchern  von  Honrici-Trentle'ni  oder 
W.  Pftm/er,  in  Italien  zwischen  Tetjvli  und  EHrlqucü-Amaltli.  Legendrc 
wird  in  Frankreich  gerade  so  Autorität  wie  vorher  Euklid,  und  An- 
gaben wie  livre  III,  proposition  VI  beziehen  sich  dort  gerade  so  auf 
Legcndre,  wie  in  England  auf  Eiddid.  Der  Eintluß,  den  Legeiidre  aus- 
übt, erstreckt  sich  außer  auf  die  romanischen  Völker  und  die  Nieder- 
lande auch  auf  Deutschland,  wie  man  deutlich  sieht,  wenn  man  z.  B. 
Thihaufs  Grimdriß  von  1801  mit  der  Ausgabe  von  1809  vergleicht; 
man  sehe  auch  J.  Knar,  Anfangsgründe  der  reinen  Geometrie,  Graz 
1829.  Es  entstehen  in  Deutschland  tüchtige  Arbeiten,  etwas  schwer- 
fällig aber  gründlich:  Hanhrr.  Haitf,  Knar.  Lchnms,  Bretsclnwidcr. 
Granert  usw.  Die  Fehler  de.s  Lef/endre  werden  zwar  in  Deutschland 
wie  in  Frankreich  bemerkt  und  zu  verbessern  versucht;  die  Definition 
der  Geraden  als  kürzeste  Linie,  die  Behandlung  der  ParaUeleutheorie 
(s.  dort),  die  Lehre  von  den  Proportionen  iind  der  Inkommensurabilität 
{FrancofHr),  die  Definition  der  Ähnlichkeit  der  Vielecke,  welche  über- 
bestimmt ist,  wird  von  Elanchef  und  Cotfduu  verbessert,  ebenso  seine 
Symmetrielehre;  aber  die  ganze  arithmetische  Richtung  breitet  sich 
doch  mächtig  aus. 

Dann  macht  sich  der  Aufschwung  der  Geometrie  in  Frankreich 
durch  31(iii(/('.  Hnchette,  Dupin.  Poncelet  usw.  geltend;  es  entstehen  eine 
Menge  von  Bearbeitungen  der  neueren  Geometrie,  die  nach  und  nach 
in  die  Lehrbücher  eindringen;  ich  nenne  Kitnzr's  Lehrbuch  von  1842 
und  Ciroddc  aus  gleicher  Zeit,   und    wieder   gehen   von   Frankreich   die 


4.    Lolirliiicher,  Aufgabensanmilungen.  25 

„Miinuels",  die  kurzen,  für  die  Examina  bestimmten  Leitfäden  usw.  aus, 
wie:  Tvrqucm .  Catala» .  usw.,  wie  dann  in  Deutscliland  um  die  Mitte 
des  Jahrhunderts  die  Kamill ii,  Sichler  usw.  entstehen.  Der  Umschhiif 
in  der  Methode,  wie  er  in  Deutschhmd  durch  llcrhart  kodifiziert  wird, 
der  wenigstens  theoretisch  (his  Märchen  von  der  l)esonderen  niatiie- 
matischen  Begabung  beseitigte,  macht  sich  in  einer  Reihe  von  Büchern 
geltend,  die  ausdrücklich  die  „heuristische"  oder  „genetische"  Mathe- 
matik auf  ihren  Titel  schreiben. 

Die  so  vernünftigen  Gedanken  Hcrbart's  führten  dann  allerdings 
unter  dem  Einflüsse  von  Nachtreteru  wie  Sfoy  und  Konsorten  dahin, 
daß  jedem  wissenschaftlichen  Lehrer  förmlich  übel  wurde,  wenn  er  nur 
die  Worte  „Formalstufen,  konzentrische  Kreise,  Darbietung"  usw.  hörte. 
Aber  dieser  LTnfug  hat  haui)tsächlich  die  preußischen  Lehrpläne  von 
1892  verschuldet,  die  eine  wahre  Flut  von  Lehrbüchern  teils  schlech- 
ten, teils  verschlechterten,  hervorriefen.  Die  abfälligen  Kritiken,  von 
denen  die  des  Referenten  besonders  deutlich  war,  haben  freilich  bald 
zu  einer  erheblichen  Verbesserung  geführt. 

Von  1860  an  etwa  machte  sich  der  Einfluß  von  Gauß,  Wolfgang 
und  Johann  Bulyai ,  Bicmanii .  Bdtrami .  Hoiid,  De  Tilly  geltend;  es 
entstehen  Bücher  wie  die  von  Galleidamp.  Warpitzky  in  Deutschland, 
Bt'Hi  und  Briiisclii.  Suiniia  und  ITOridin  in  Italien,  ('atulai/.  Ihincln' 
und  Ih'  CoiHhcrousae  in  Frankreich,  die  einen  naturgemäßen  Aufbau 
mit  wachsendem  Reichtum  des  Inhalts  verbinden.  Es  kommen  dann 
Bücher  wie  Friedrich  J/ef/cr's  dritter  Kursus  seiner  Bearbeitung  der 
Wiegaiidschen  Bücher,  Heurici  und  Trcutlcin,  und  das  Jahrhundert,  das 
mit  einer  förmlichen  Revolte  gegen  Euklid  begonnen,  schließt  mit 
Büchern  wie  die  von  Veronesc  und  Ingrami,  die,  wenn  sie  auch  inhalt- 
lich von  Euliid  abweichen,  doch  dem  Plane  nach  im  Grunde  völliur  auf 
Eiddidi scher  Grundlage  stehen;  denn  sie  legen  den  Hauptwert  auf 
Strenge  der  Definition  iind  systematische   Verknüpfung  der  Sätze. 

Eine  eigentümliche  Beobachtung  ist  noch  für  Deutschland  zu  regi- 
strieren: Ungründliche  Bücher  wie  die  von  Liihsen,  geschickte  aber 
unwissenschaftliche  wie  die  von  Kamhly,  finden  eine  ungeheure  Ver- 
breitung; das  Buch  von  Kamhly  war  1880  nach  dem  Bericht  der 
preußischen  Unterrichtsverwaltung  in  217  Anstalten  eingeführt;  ernste 
Arbeiten  wie  die  von  Gallenlamp,  Worpilzky,  Hith.  Müller,  ja  selbst 
Henrici  und  TreuÜcin  bringen  es  selten  zu  mehr  als  zwei  Auflagen. 
Der  Grund  dieser  Erscheinung  ist,  daß  in  Deutschland  bis  vor  kurzem 
dem  Lehrer  der  Mathematik  die  für  ihn  so  absolut  nötige  Lehrfreiheit 
gelassen   war;    und   KamhJy   und   Mchler   lassen    der   Individualität    des 
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Lehrers  einen  viel  weiteren  Spielranm  als  z.  B.  Heurici  und  TreuÜein 
oder  das  neue  Buch   11''.  Pflicf/n-'s. 

In  Frankreich  ist  die  Schule  viel  früher  reglementiert  worden,  und 
dort  ist  die  umgekehrte  Bewegung  eingetreten.  Unter  Napoleon  III. 
rühmt  sich  der  Untemchtsminister,  daß  zur  bestimmten  Stunde  des 
bestimmten  Tages  das  bestimmte  Kapitel  des  Cäsar,  der  festgesetzte 
Satz  des  Legemire  durchgenommen  würde.  Seit  1870  geht  eine  ent- 
schiedene Strömung  dahin,  die  Lehrer  zu  entfessebi;  vgl.  auch  Lait<iint 
„Philosophie  usw.". 

In  Deutschland,  speziell  in  Preußen  scheint  dagegen  der  y<ipoleo- 
nische  Lehrautomat  zur  Zeit  das  Ideal  zu  sein.  Ich  wiederhole  hier 
die  Worte  aus  meiner  Methodik:  ,,Ln  dem  Maße  wie  der  Bureauki-atis- 
mus  in  die  Gymnasien  eindrang,  ist  der  Geist  daraus  entwichen." 

Eigentümlich  ist  da.s  Verhalten  der  Engländer.  Die  große  Zähig- 
keit, mit  der  sie  an  ihren  Gewohnheiten  festhalten,  verbunden  mit 
ihi-em  Prüfungswesen,  das  ein  bestimmtes  Verzeiclmis  der  verlangten 
Sätze,  einen  „Syllabus"  fordert,  hat  sie  äußerlich  an  Euklid  festhalten 
lassen;  sieht  man  jedoch  näher  zu,  so  gibt  es  so  viele  Ergänzungen, 
z.  B.  1840  Coofn/,  Noten,  ,,Sequels"  usw.,  daß  tatsächlich  derselbe  Lehr- 
stoff wie  im  lionch'  sich  auch  bei  Gasen  und  Xixun  und  Tallor  findet. 
Ähnlich  ist  es  in  Amerika,  nur  daß  dort  auch  äußerlich  nicht  an  Euliid 
festgehalten  wird. 

In  Italien  ist  nach  dem  Berichte  des  Herrn  Laria  die  Entwicklung 
älmlich  wie  in  Deutschland,  und  Italien  kann  sich  zur  Zeit  der  tief- 
sinnigsten für  die  Schule  bestimmten  Lehrbücher  rühmen:  Lazzcri, 
Vcronesc.  ItKjrumi,  Enriques.  Von  Loria  existiert  eine  ausgezeichnete 
Übersicht  unter  dem  Titel:  Della  varia  fortuna  di  Euclide  in  relazione 
con  i  problemi  dell'  insegnamento  di  geometria  elementare,  Roma  1893. 

Noch  eine  Bemerkung:  Meine  Wertung  der  Lehrbücher,  besonders 
der  ausgezeichoeteu  neuesten  italienischen  hat  mit  der  der  Lehrmethode 
nichts  zu  tun.  Der  Lehrer  kann  gar  nicht  scharf  genug  von  dem 
Lehrbuch  getrennt  werden.  Für  die  Quarta,  d.  h.  für  Knaben  zwischen 
11  und  12  Jahren,  halte  ich  noch  immer  (vgl.  auch  Laisant.  Philo- 
sophie usw.)  ein  Lehrbuch  geradezu  für  ein  Verbrechen.  Man  kann  — 
ich  bin  selbst  ein  Beispiel  dafür  —  ganz  ohne  Lehi-buch  und  selbst- 
verständlich auch  olme  Diktat  auskommen;  eine  Logarithmentafel  ist 
das  einzige,  absolut  notwendige  Hilfsbuch,  das  die  Schüler  in  Händen 
haben  müssen.  Der  Lehrer  wird,  soweit  es  irgend  möglich  ist,  die 
Sätze  so  genetisch  vortragen,  daß  der  Schüler  sie  selbständig  zu  finden 
glaubt.  Das  Lehrbuch  dagegen  muß  dogmatisch  sein.  Der  Schüler 
braucht  höchstens   an  großen  Anstalten,  wo  der  Lehrer  im  Unten-icht 
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weclisclt,    einen   Leitfaden;  iler    lii'iirer    aber    hat   die    Pflicht,    mit  (hu' 

Literatur     der    Lehrbücher    und    Aufgabensanimhingen    möglichst  ver- 
traut sein. 


Ich  beginne  mit  Franlireich  und  bemerke,  daß  dort  außer  (h'ii 
staatlichen  „Lyceen",  deren  es  in  jedem  Departement  eines  gibt,  auch 
Colleges  bestehen,  die  meistens  Privatanstalten,  wenn  auch  vielfach  mit 
städtischer  Unterstützung,  sind,  und  in  denen  naturgemäß  eine  größere 
Freiheit  herrscht. 

Über  die  Kiemente  Leycndrc's  siehe  „rarallelen".  Von  der  VI.  Auflage  an, 
die  sehr  wesentliche  Änderungen  aufweist,  sind  die  anderen  nur  Abdnickc,  die 
z.  B.  von  Blanchet  seiner  Bearbeitung  Leyendre's  (1.  Aufl.  1845,  2.  Aufl.  1852) 
angefügt  werden.  Gleichzeitig  mit  Ijciietulre  und  in  demselben  Sinne,  d.  h  anti- 
euklidisch, ist 

L.  Bertrand  (de  Geneve)  zu  nennen,  dessen  Developpement  nouvcau  de  la 
partie  elementaire  des  mathematiques  (s.  Parallelen)  schon  vor  1778  fällt,  woraus 
später  1812  die  Elements  de  geometrie  hervorgingen,  ein  Werk,  das  die  Lebens- 
arbeit dieses  hervorragenden  Denkers  zusammenfaßte.  Aus  dem  18.  .Talirbundert 
ragen  tief  in  das  19.  .Jahrhundert  hinein  die  Arbeiten  P.   Tedenat's. 

Et.  Bezout's  (vgl.  z.  B.  dessen  Resultante),  dessen  ursprünglich  für  die 
Artilleriesohule  bestimmter  Cours  de  mathematiques  von  1770 — 72  in  Btynaud  1812 
einen  tüchtigen  Bearbeiter  fand;  '.).  Edition  1845. 

A.  C.  Clairaut,  Elements  de  geomi^trie,  Paris  1741,  auch  in  Deutschland  auf 
den  Ritterakademien  z.  B.  Ilfeld  verbreitet;  nach  1853  und  1860  von  Saigiy  neue 
Ausgaben.  Das  Original  ist  von  einer  fast  verblüffenden  Kühnheit,  der  Bruch 
mit  der  i?M/i7?(iisohen  Methode  kann  nicht  stärker  sein. 

S.  F.  Lacroix,  Elements  de  geometrie  von  1799,  an  Erfolg  mit  Lcgendrc 
wetteifernd,  Paris  3.  Aufl.  1803,  10.  Aufl.  1814,  13.  Aufl.  1825,  15.  Aufl.  1837, 
dann  von  Prouhet  bearbeitet,  23.  Aufl.  1887,  24.  Aufl.  1890. 

Die  Lehrbücher  von  Legendrc,  Bi'zout,  Clairaut,  Lacroix  sind  in 
alle  Kultursprachen  übersetzt  (Lcgcndre  von   Crelle  ins  Deutsche). 

CJir.  Kramp  (der  Straßburger  Professor,  bekannt  durch  seine  Arbeiten  über 
die  „Fakultäten";  das  Zeichen  !  rührt  von  ihm  her),  Elements  de  geometrie, 
Cöln  1809. 

L.  B.  Francoeur,  Cours  complet  de  mathematiques  pures,  Paris  1809;  viele 
Auflagen,  viele  Übei'setzungen,  deutsch  und  italienisch;  noch  Petersen  hat  die  In- 
kommeusurabilität  nach  Francoeur  behandelt. 

L.  Fuissant,  Recueil  de  divers  problemes  de  geometrie  etc.  par  l'analysc 
alg^brique  (Deutsch  1806). 

A.  A.  L.  Reynaud,  Theoremes  et  problemes  de  ge'ometrie,  Paris  1819  (An- 
hang deskriptive  Geometrie);  1838  schon  die  10.  Auflage. 

A.  A.  L.  Beyncmd,  Traite  d'application  de  l'algelire  et  de  trigonometrie  ä  la 
geometrie.     Paris  1819. 

0.  Terquem,  Manuel  etc.,  Paris  1828,  2.  Edit.  1838. 
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A.  J.  H.  Vincenf,  Cours  do  gromOtrie,  Paris  lfi27;  5.  Aufl.  Vincoit-Bourdon 
1«14,  1856  Sdigey. 

E.  E.  Bohillkr,  Cours  de  geometrie,  Chälons-s.-M.  1832,  3.  Aufl.  .schon  1837. 
13.  Aufl.  Paris  1865,  18.  Aufl.   1880. 

Vincenf  und  BohiUicr  sind  zwei  ausgezeiclinete  Lehrbücher. 

P.  J.  E.  Finl;,  Geometrie  eleraentaire,  Paris  3.  Aufl.  1844. 
/.  Percin,  Elements  de  Geometrie  simplifiee,  Paris  4.  Aufl.   1848. 
P.  L.  Cirodde,    Le^ons   de   geometrie    (mit  Elementen   der  deskriptiven  Geo- 
metrie), Paris  2.  Aufl.   1844. 

E.  Lionet,  Elements  de  geometrie,  Paris  1841,  2.  Aufl.  1844,  3.  Aufl.  1846, 
noeh  heute  ein  sehr  gutes  Schulbuch.  Lionet  hebt  den  Dualismus  zwischen  Stereo- 
metrie und  Planimetrie  sehr  scharf  hervor,  und  ist  ein  Vorläufer  der  „Fusion". 

A.  Mahistrc,  Traite  de  göometrie,  C^hartres  1840.  Mahistre  hat  in  den  Ana- 
logies  de  la  geometrie  elem.  et  de  la  geometrie  dans  l'espace  [2.  Aufl.)  1844,  deutsch 
1845)  zum  erstenmal  die  Fusion  durchzuführen  versucht. 

Eug.  Catalan,  Elements  de  geomötrie,  Paris  1843,  Analyse  von  Thihault 
(Vereinfachung  des  ('aiichi/schen  Beweises  von  der  Kongnienz  fliichengleicher 
Polyeder).  Die  sehr  anerkennende  Rezension  hat  der  Erfolg  bestätigt,  der  nament- 
lich seit  der  wesentlich  verbesserten  Auflage  von  1866  eintrat.  La  Freiiidii-i.'s 
Thcorimcs  et  prohlemes  werden  erst  gut  durch  die  Mithilfe  Catcdans,  Paris  2.  Aufl. 
1852,  6.  Aufl.  1879. 

C.  F.  Fournier,  Elements  de  geometrie,  Paris  3.  Aufl.  1846. 

F.  J.  lietsin,  Theoremcs  et  problemes.  Bruxelles  1851  (ebene  Geometrie  und 
Trigonometrie,  reichhaltig). 

Im  Jahre  1854  wird  ein  neuer  Lelirplan  eingeführt  und  äußert 
seine  Wirkung  in  neuen  Lehrbüchern. 

./.  F.  Bonnel,  Elements  de  g(5om(5trie,  Paris   1.  Aufl.  1854,  oft  aufgelegt. 

A.  Ainidt,  Elements  de  geometrie,  Paris  1855.  Manche  Ausstellungen  Ter- 
qiicm'n  werden  allmählich  beseitigt.    (1881  von   Vintejoux.) 

Paul  Serret.  Des  mi^thodes  en  geom(5trie,  Paris  1855. 

eil.  Briot  et  Ch.  Vacquaid.  Paris  1856,  5.  Aufl.  1862,  6.  .\ufl.  1869—72; 
später   Vacqna)d  allein. 

E.  Catalan,  Manuel  etc.,  Paris  l.-i57,  10.  Aufl.  1886. 

G.  Kitt,  Precis  de  geometrie  et  trigonometrie  1857. 

Ch.  de  Con^beroiisse,  Cours  de  mathematiques  (1 — 2),  Paris  1862,  Ursprung 
des  zur  Zeit  verbreitetsten  Lehrbuchs  in  Frankreich:  Rtmche  et  De  ('oniberoii-sfie, 
Triiilc  de  (jeome'trie  elemeiitaire ,  Paris  1.  T. ,  geometrie  plane,  1864.  2.  T.,  Stereo- 
metrie und  Kegelschnitte  1866;  zwei  Appendices.  Reguläre  Polyeder  und  Projek- 
tive Beziehungen  und  Involution.  Die  rasch  aufeinander  folgenden  Auflagen 
verarbeiteten  ein  immer  größeres  Material;  das  der  7.  Auflage  von  l'JOO  (von 
Eug.  Pouche  allein  besorgt)  ist  in  unsern  Schulen  kaum  halb  zu  bewältigen.  Das 
Buch  ist  als  Handbuch  für  jeden  Lehrer  ein  Schatz.  Dazu  1896  von  R.  et  de  C. : 
Solutions  düaillees  zu  den  Lerons  de  geometrie,  Paris  1896. 

F.  H.  Le  Boux,  Cours  de  geometrie  elementaire,  Paris  1862. 

I'.  F.  Compagnon ,  Elements  de  geometrie,  Paris  1.  Aufl.  1867,  2.  edit.  1876 
(derselbe:  Abrege  etc.  Paris  1877:  Questions  proposees. 

l'harlea  Mcray ,  Nouveaux   elenients  de  geometrie,   Paris  1874,   Stereometrie 
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und  Planimetrie  gemeinsam  beliaiidclt ,  die  Fusion  noch  weiter  als  liei  Mnhistre 
durcligoführt.     Neue  Auflage  190;^. 

A.  Cambier  löst  187;")  Blaiicliet  in  doi-  Bearbeitung  des  Legendre  ab. 

A.  Desboves,  Questious  de  g^ometriu  elementaire  etc.,  sehr  reichhaltige  Auf- 
gabensammlung, 2.  sehr  vermehrte  Aufl.  1875,  3.  Aufl.  1880,  4.  Aufl.  188r>. 

A.  Lonychampt,  Recueil  de  problcmes  (Sorbonne  1853 — 75,  concours  genßraux, 
zu  denen  die  besten  Schüler  von  jeder  An.stalt  gedrillt  wurden)  Haccalaureat 
(Abiturientenexamen)  1877. 

lAtc.  Buys,  G<5ometrie;  La  science  de  l'espaee,  sehr  ausführlich  (Autodidakt?), 
merkwürdig  durch  den  Appendix  nach  A'.  Oh.  F.  Krause's  (des  Philosophen;  Novae 
theoriae  etc.,  welche  Sclirueder,  München  1835,  herausgegeben  hat. 

./.  Lentheric,  Exposition  älementaire  des  diverses  theories  de  la  geometrie 
moderne,  Paris  1874. 

Sehr  viele  Auflagen  bat  die  kurze  Geometrie  von 
G.  F.  Olivier,  Geometrie  usuelle,   erhalten,  1.  Aufl.  Paris  1829,  'J.  Aufl.  1854, 
sowie 

E.  Bede,  H.  Vernier  und  A.  Guilmin. 

Aber  seit  18S<I  etwa  dominieren  neben  dem  in  den  geistlichen 
Anstalten  festgehaltenen  Legendre  die  Elements  (nicht  der  Traite)  von 
liouchc  et  De  Coviherousse  und  vor  allem  der  Cours  (für  Real-  und 
Oberrealschulen)  und  der  Precis  (für  Gymnasien)  von  Ch.  Varqiianf, 
inspedeur  de  l'instruction  publique  (an  wissenschaftlicher  Arbeit  weit 
hinter  Bouchii  et  De  Comhennisse). 

Um  1900  scheint  sich  eine  Wendung  in  der  Richtung  philosophi- 
scher Vertiefung  geltend  zu  machen. 

Guido  de  Longchamps,  Cours  de  mathematiques  speciales,  Paris  1885. 

-7.  F.  Bonnel,  Essai  de  geometrie  rationale,  Lyon  1891.  (Sein  Versuch,  das 
Parallelenaxiom  zu  beweisen,  findet  keine  günstige  Aufnahme.; 

L.  Foucault,  Paris  1894. 

E.  Lehen,  Geometrie  elementaire,  Paris  1896. 

Weill,  Geometrie  plane,  Paris  1896. 

Ch.  A.  Laimnt ,  Receuil  de  problemes  de  mathematiques  (2.  T.  Geometrie", 
Paris  1893  (aus  den  Nmirelles  annale»,  dem  Bourget,  der  Mathesis,  eine  sehr 
dankenswerte  Arbeit  entsprechend  unserer  Sammlung  aus  der  Zeitschr.  f.  mathem. 
Unterr.;. 

Da  Zeitmangel  mich  hindert,  den  Artikel  Lineargeometrie  auszu- 
arbeiten, so  verweise  ich  hier  nur  auf: 

G.  de  Longchamps,  Essai  de  geometrie  de  la  regle  et  de  l'equerre,  Paris 
1890  (vgl.  auch  Mathesis,  Bourget  besonders  die  Artikel  von  De  Coatpont,  E.  Cesaro, 
De  Tilly  etc.). 

Sehr  reichhaltige  Aufgabensammlungen  sind  die  Exercices  de  geometrie  von 
F.  J.  (3.  Aufl.  1896)  mir  von  Herrn  Xeiiberg  mitgeteilti  zu  seinen  Elements  de 
de  geometrie,  die   1896  in  9.  Aufl.,  1899  in  10.  Aufl.  verbreitet  waren. 

Zwei  sehi-  bedeutende  Geometer  verbinden  sich  in: 
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B.  Niewenglowski  et  L.  Gerard,  Couvs  de  geom^trie  elementaire .  Paris  1898 
iiiul  1899. 

Fraukreichs  hcdmfendsfcn  Geometer  ti-efl'eu  wir  iu: 

./.  Hddcniuiril .  Levons  de  güomt^trie  elementaire  i'geometrie  plane)  publiees 
soug  la  direction  de  <V.  DarhoHX  1898.  Es  ist  dies  der  4.  Teil  und  der  be- 
bedeuteudste  Teil  des  Sammelwerkes: 

Cours  complet  de  mathematiques  elementaires,  publie  sous  la  direction  de 
M.  Darboux,  das  in  unserer  Enzyklopädie  der  Elementarmathematik  von  H.  Weher 
und  J.  Wellstein  ein  Seitenstück  besitzt. 

Zur  französischen  Literatur  wird  auch  des  bekannten  deutschen  Geometers 
F.  Joacliimsthd!  fiirs  französische  Gymnasium  in  Berlin  (College^'  bestimmte 
Cours  de  Geom.  ^lem.,  Berlin  1852,  gerechnet. 

Der  Lehrplau  vom  31.  Mai  1002  schränkt  die  Mathematik  auf  der 
Abteilung  A  und  B  (Gymnasium)  äußerst  ein;  in  der  obersten  Stufe, 
der  classe  de  philosophie,  welche  der  Unterprima  des  deutschen  Gym- 
nasiums entspricht,  ist  der  Mathematik  eine  zweite  obligatorische  Stunde 
eincferäumt,  dafür  soU  dort  die  Mathematik  vom  Einmaleins  bis  zur 
Integralrechnung  inklusive  Stereometrie  und  Trigonometi'ie  gelehrt 
werden.     Für  diesen  Kursus  ist  das  Werk  von: 

Jules  Tannery,  Notious  des  mathiSmatiques,  Paris  1903,  mit  Notions  histori- 
ques  von  Paul  Tnnnery  bestimmt,  aber  das  Werk  kann  trotz  der  her\-orragenden 
Geschicklichkeit  des  Verfassers  die  Oberflächlichkeit  nicht  verleugnen,  welche  die 
unbedingt  notwendige  Folge  eines  solchen  Lehrplanes  ist. 

Deutschland. 

Eine  Bemerkung  zuvor.  Während  iu  Frankreich  Mathematiker 
wie  Legi-ndre,  Cliiiratd.  Beiirand,  Vincent,  jBobillicr,  Lionnd,  Tirqtteni, 
Catalan,  Bauche  usw.  elementare  Lehrbücher  schreiben,  in  Italien  Betti, 
Bridüchi,  Verotiese,  gilt  das  in  Deutschland  nicht  für  voll.  Eine  Aus- 
nahme machen  in  Deutschland  Felix  Klein,  der  sich  sehr  für  die 
Lehrer  bemüht  hat,  und  H.  Weher  mit  seiner  Algebra  und  der  Enzy- 
klopädie der  Elementarmathematik  von  H.  Weher  und  J.  Wellstein.  Wirk- 
liches Interesse  für  die  Mittelschulen  hat  auch  A.  Brill  betätigt. 

Aus  dem   18.  .lahrhiindert  ragen  in  das   19.  hinein: 

Clir.  (v.)  Wolff,  Anfangsgründe,  Halle  1710,  der  Auszug  aus  demselben  von 
1717  noch  181S  neu  bearbeitet  von  Tobias  Maijer ,  dem  großen  Astronomen,  und 
C.  I.angsdorf,  der  die  unendliche  Teilbarkeit  des  Raumes  leugnete. 

A.  G.  Kästner,  Anfangsgründe  der  angewandten  Mathematik,  Göttingen  1759, 
6.  Aufl.  1800. 

W.  J.  G.  Karsten ,  Lehrbuch  der  gesamten  Mathematik  (lateinisch  1760), 
üreifswald  1707 — 77,  die  sieben  ersten  Teile  neu  bearbeitet  von  3Iollicei(le  1812 
bis  1818. 

./.  A.  (von)  Seyner,  dessen  „Elemente"  von  1799  (deutsch,  Halle  17öG)  sogar 
ins  LTngarische  übersetzt  sind  und  1769  ins  Neugriechische. 
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./.  F.  Lorenz  (der  Übersetzer  iles  Kuldid  [177'i  uml  1781J,  von  Sfgner  stark 
beeinflußt),  Grundriß  der  reinen  und  angewandten  Matlieniatil; ,  Helnistüdt  1791 
bis  1792,  3.  Aufl.  1807,  4.  Aufl.  1817,  f>.  Aull.  18-20  von  GcrliiKj,  ein  iJuch,  dessen 
Lektüre  noch  immer  lohnend  ist  (siehe  Parallelen),  8.  Aufl.  1851. 

Georg  Simon  Klilgd ,  Anfangsgründe  usw.,  Herlin  1872,  G  Aull.  1819,  von 
E.  F.  Zimmermann  bearbeitet. 

C.  Chr.  Langsdorf,  Anfangsgründe  der  reinen  elementaren  und  höheren  Mathe- 
matik, auf  Revision  der  bisherigen  Prinzipien  gegründet,  Erlangen  1802. 

/.  H.  Pestalozzi,  A  B  C  der  Anschauung,  Zürich  und  Leipzig  1803. 

./.  F.  Schmidt  (der  bekannte  Gehilfe  Pestalozzis),  Pestalozzi's  Größenlehre  usw., 
Halle  1805. 

Meier  Hirsch,  Sammlung  geometrischer  Aufgaben,  Berlin  1.  T.  1805,  2.  T. 
1807;  sehr  viel  ivisse)ischaftliclic  Arbeit,  die  Rechnung  bevorzugt. 

A.  Meyer,  Anleitung  zur  Geometrie  in  sokia,tisch-heuristisclier  Form  für  Schul- 
lehrer, Altona  1803—5. 

(/.  Michelsen,  .sein  Vorgänger,  Versuch  in  sokratischen  Gesprächen  über  die 
■wichtigsten  Gegenstände  der  Elem.  Geom.  etc.  Berlin  1781 — 84.) 

B.  F.  Thibaut,  Grundriß  der  reinen  Mathematik,  Göttingen  1.  Aufl.  1801, 
2.  Aufl.  umgearbeitet  ISU'J ,  Ö.  Aufl.  1819,  5.  Aufl.  18S1.  Kein  eigentliches  Schul- 
buch (s.  Parallelen). 

/.  C.  F.  Hanff,  Lehrbegriif  der  reinen  Mathematik,  Frankfurt  1803. 

Fr.  Kries,  Lehrbuch   der  reinen  Mathematik  usw.,  Jena  1810,  7.  Aufl.  1844. 

Tobias  Meyer,  Neue  und  allgemeine  Art  alle  Aufgaben  aus  der  Geometrie 
leicht  aufzulösen  usw.,  Eßlingen  1741  (sein  Erstlingswerk);  neu  bearbeitet  von 
Benzenberg  1813. 

■Toh.  Andr.  Matthias,  Anleitung  zur  Erfindung  und  Ausführung  elementar- 
geometrischer  Beweise  und  Auflösungen  1811,  Leitfaden  für  einen  heuristischen 
Schulunterricht  usw.,  Magdeburg  1814,  viele  Auflagen,  7.  Aufl.  1845. 

Georg  Simon  Ohm  (Entdecker  des  O/imschen  Gesetzes),  Grundlinien  zu  einer 
zweckmäßigen  Behandlung  der  Geometrie  als  höheres  Bildungsmittel,  Erlangen 
1817.*)     (Heuristische  Methode. 

Martin  Ohm,  Elementargeometrie  und  Trigonometrie  an  der  Berliner  Univer- 
sität, Berlin  1819,  182G,  1847. 

F.  W.  B.  Snell  (der  1786  über  die  beste  Methode  der  Mathematik  in  den 
Schulen  geschi-ieben  hat),  Leichter  Leitfaden  der  Elementargeometrie  und  Trigono- 
metrie, Gießen  1799,  2.  Aufl.  1805;  5.  Aufl.  1816;  6.  Aufl.  1819.  Handbuch  der 
reinen  Mathematik,  2  Bände  1810. 

/.  K.  Fischer,  Grundriß  der  gesamten  Mathematik,  Göttingeu  1807. 

A.  L.  Grelle,  Über  Parallelentheorie  und  das  System  in  der  Geometrie,  Berlin 
1816;  Sammlung  mathematischer  Aufsätze  1821  und  1822;  Legendre's  Geometrie, 
Berlin  1822,  Lehrbuch  dei  Elemente  der  Geometrie,  Trigonometrie,  Polygonometrie, 
Stereometrie,  Polyedronometrie,  Berlin  1825 — 27. 

D.  eil.  L.  Lehmus.  Aufgaben  aus  der  Körperlehre,  Berlin  1811;  Lelirbuch 
der  Geometrie,  Berlin,  2  Bände  1819—20,  umgearbeitet  1826,  2.  Aufl.  1840;  Auf- 
gelöste Aufgaben  usw.,  Berlin  1836.    (Lehmusiche  Satz,  3Ialfattische  Aufgabe  usw.) 

J.  C.  Fischer,  Reine  Elementarmathematik  auf  Grund  der  kritischen  Philo- 
sophie (Kant),  1820. 


Poggendorfj'  irrtümlich  1818. 
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Ernst  Gottfr.  Fischer,  Leitfaden  der  Elementarmathematik,  Berlin  1820 — 24, 
später  1858,  Ton  E.  F.  ÄU()Hst  bearbeitet. 

3[(ig)nis  G.  v.  Pancker,  Die  ebene  Geometrie,  Königsberg  1823;  Fundamente 
der  Geometrie,  Leipzig  1842;  Geometrisches  ABC-Bnch,  Leipzig  1842.  Pautler 
war  ein  sehr  tüchtiger  Elementargeomet^r  (17 Eck  usw.j. 

Ad.  TeUkampf.  Vorschule  der  Mathematik,  Berlin  1829;  ein  gedankenreiches 
Buch,  2.  Aufl.   1838,  4.  Aufl.  1847. 

Joseph  Knar,  Anfänge  der  reinen  Geometrie,  Graz  1829;  ich  weiß  nicht,  ob 
dieses  sehr  durchdachte  Werk  eint'  zweite  Auflage  erlebt  hat. 

//.  V.  HoUeben  und  P.  Gerwien,  Geometrische  Analysis,  2  Bände,  Berlin 
1831  und  1832,  und 

J'.  H.  V.  Su'inden  [s.  unt«n) ,  Elemente  der  Geometrie  aus  dem  Holländischen 
übersetzt  und  (sehr;  vermehrt  von  i'.  F,  A.  tjarobi,  Jena  1834.  Es  sind  die  beiden 
reichsten  deutschen  Aufgabensammlungen,  beide  meines  Wissens  nur  in  einer  Auf- 
lage erschienen,  aber  oft  geplündert.     S.  dazu: 

Aug.  Wiegand,  Die  sch\nerigen  geometrischen  Aufgaben  aus  des  Professors 
C.  F.  A.  Jacobi  Anhängen  usw.,  Halle  1849,  und 

Major  De  Kiern*),  Beweise  und  Auflösungen  sämtlicher  Lehrsätze  und  Auf- 
gaben, 2  Bände,  Halle  1S6S. 

»Takob  Sf einer,  Die  geometrischen  Konstruktionen,  ausgeführt  mitt*ls  der 
geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises,  Berlin  1833,  von  Steiner  als  Schulbuch 
gedacht  und  auch  oft  dazu  benutzt  (z.  B.  von  Milinowslci  in  Weißenburg),  neu 
herausgegeben  in  Ogtwald's  Klassikern  1895.  Vgl.  Jakob  Steiners  Lebensjahre  in 
Berlin  1821—1863  von  Jul  I.iunje,  Progr.  116  ^1899)  Berlin. 

•/.  A.  Grunert,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  Oberklassen  höherer  Lehr- 
anstalten, Brandenburg  1832,  2.  Aufl.  1835. 

H.  A.  Brettner,  Lehrbuch  der  Geometrie  usw.,  Breslau  1835,  2.  Aufl.  1838, 
5.  Aufl.  1853  usw. 

Karl  Koppe,  Anlange  der  reinen  Mathematik,  Essen  1836.  Die  iTo^i/icschen 
Bücher,  für  damalige  Zeit  in  ihrer  Art  sehr  gut  auch  für  Physik),  erlebten  rasch 
viele  Auflagen  unter  Koppe  selbst,  wurden  und  werden  fortwährend  bearbeitet 
{Dahl,  Diekmann),  4.  Aufl.  1852,  (3.  Aufl.  1856  usw. 

L.  A.  Kunze,  Lehrbuch  der  Geometrie,  Jena  1842,  2.  Aufl  1851:  nur  Plani- 
metrie, aber  ein  äußerst  reichhaltiges  und  selbständige  Arbeit  enthaltendes  Buch. 

C.  A.  Brdschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie,  Jena  1844,  meines 
Wissens  nur  eine  Auflage. 

A.  Wiegand,  Mathematische  Formenlehre  ^Aufgabensammlungj ,  Halle  1842; 
Lehrbuch  der  Planimetrie,  1842,  8.  Aufl.  1871.  Die  Wiegandschea  Bücher  fanden 
dann  in  Friedrich  Aleyer  einen  hervorragenden  Bearbeiter. 

E.  F.  August,  vollständiges  Lehrbuch  der  Mathematik,  1.  Kursus,  Berlin 
1833  (Prismatoid). 

Schulz  V.  Straßnicki,  Elemente  der  Geometrie,  Wien  1835;  Anfange  der  Geo- 
metrie, aus  der  Anschauung  begriifsmäßig  entwickelt,  Wien  1857,  dazu: 

E.  Pfriemer,  1409  theoretische  und  praktische  Aufgaben,  Wien  1850. 


*)  Der  Vorname  ist  auf  keine  Weise  festzustellen,  und  fehlt  auf  dem  Titel, 
ich  habe  vergeblich  die  Rang-  und  Qnartierliste  und  den  Gothaer  Kalender 
durchsucht. 
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C.  Meyer,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien,  Potsdam  1»37,  38,  40; 
viele  Auflagen;  die  späteren  (13.  Aufl.j  haben  in  Martus  einen  tüchtigen  Bearbei- 
ter gefunden. 

G.  H.  Burhenne,  Die  Mathematik  als  System  betrachtet,  Cassel  1839;  Die 
Raumgestalten  nach  ihrer  Symmetrie  dargestellt,  Cassel  1832. 

G.  F.  Hartmann,  .iVnfange  der  darstellenden  Geometrie,  Hannover  1833. 

/.  .7.  V.  LiUrow,  Kurze  Anleitung  zur  gesamten  Mathematik,  darin  Trigono- 
metrie vor  Planimetrie,  und  diese  auf  Trigonometrie  gestützt,  Wien  1838  (s.  unten 
Hübntr\),  Definition  der  Ähnlichkeit,  p.  145  §  42. 

Lorenz  Woeckel,  Die  Geometrie  der  Alten  (Aufgabensammlung),  Nürnberg 
1830,  13.  Aufl.  1886. 

E.  Grehe,  Leitfaden  für  den  Vorbereitungsunterricht  in  der  Geometrie,  Cassel 
1840. 

A.  Arneth,  System  der  Geometrie,  Stuttgart  1840. 

F.  Rummer,  Leitfaden  der  Elementargeometrie  (mit  Aufgaben),  Heidelberg 
1841;  schon  1854  die  dritte  Auflage. 

F.  Proß,  Leitfaden  der  Geometrie  vPlanimetrie,  Stereometrie,  Anwendung  der 
Algebra),  Stuttgart  1842;  ein  hervorragendes  Buch,  eine  Auflage. 

J.  H.  T.  MüUer,  Planimetrie,  Halle  1844,  Stereometrie  1851;  das  hervor- 
ragendste Buch  des  in  der  Elementargeometrie  durch  tüchtige  Arbeiten  iTeti-aeder, 
Prismatoid  usw.)  verdienten  Mannes;  meines  Wissens  nur  eine  Auflage;  Trigono- 
metrie 1852. 

Hugo  r.  Böse,  Zeichnende  Geometrie  als  Vor!<chuk  für  die  Geometrie  usw., 
Dresden  1846. 

A.  L.  Bitsch,  Vorschule  der  darstellenden  Geometrie  (Vorwort  von  C.  G.  J. 
Jacobi),  Berlin  1846;  2.  Aufl.  Berlin  1868. 

Major  jileno  Burg,  Gi-undriß  der  Vorträge  über  die  geometrische  Zeichen- 
kunst usw.  (Artillerieschule),  Berlin  1851. 

W.  GaUenkamp,  Die  Elemente  der  Mathematik,  Iserlohn  1850;  4.  Aufl.  1874; 
5.  Aufl.  1881  des  sehr  durchdachten  Buches  1860. 

L.  Kambly,  Elementarmathematik,  Breslau  1850,  52,  53,  56  usw.;  100  Auf- 
lagen (die  101.  von  Boeder);  ein  beispielloser  Erfolg,  obgleich  oder  vielleicht  weil 
das  Buch  ohne  wissenschaftlichen  Wert  ist. 

H.  B.  Lübsen,  Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementargeometrie,  Hamburg 
1851,  sehr  viele  Auflagen. 

C.  Spitz,  Elemente  der  Geometrie,  Heidelberg  1852,  2.  Aufl.  1862,  8.  Aufl. 
1881,  vom  Sohne  besorgt. 

dir.  Paulus,  Grundlinien  d.  neueren  ebenen  Geometrie  m.  e.  Sammlung  v.  mehr 
als  1000  erläuterten  Aufgaben,  Stuttgart  1853. 

Hichard  Balfzer,  Die  Elemente  der  Mathematik,  Leipzig  1853;  für  Lehrer; 
reich  an  zuverlässigen  historischen  Notizen,  was  ohne  Vorgang  in  solchen  Elemeu- 
tarbüchem  war;  die  meht-euklidische  Geometrie  zuerst  beachtet;  streng  wissen- 
schaftlich und  eigene  Arbeit  verwertet  (Ähnlichkeit,  Inhalt  usw.).  5.  Aufl.  1881. 

Karl  Fresenius,  Die  Raumlehre,  eine  Grammatik  der  Katur,  Frankfurt  1854, 
philosophisch  aber  anregend. 

H.  Scheffler,  Der  Situationskalkül,  Braunschweig  1851;  über  Scheff'ler  ver- 
gleiche Methodik.     Es  treten  eben  dieselben  Gedanken  gleichzeitig  auf 

H.  Graßmann ,  Die  Wissenschaft  der  extensiven  Geometrie  oder  die  Aus- 
dehnungslehre,  Leipzig  1844. 

Simon,  Elementargeometrie.  3 
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B.  Femix,  1.  Bd.  Planimetrie,  2.  Bd.  Stereometrie,  Münster  1857;  oft  auf- 
gelegt (von  Dahh). 

J.  0.  Gandtner  und  K.  F.  Junghans ,  Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Auf- 
gaben aus  der  Planimetrie,  Berlin  18.56,  .59;  viel  benutzt,  3.  Aufl.  1882  (von  Jung- 
hans  allein),  6.  Aufl.  1895. 

Th.  Wittstein,  Lehrbuch  der  Elementamiathematik ,  Hannover  1856 — 62; 
15.  Aufl.  1895. 

H.  Heilermami.  Sammlung  geometrischer  Aufgaben,  Essen  1857;  allmählich 
sehr  erweitert,  5.  Aufl.  1884. 

F.  G.  Mehler,  Hauptsätze  der  Elementarmathematik  (Vorwort  von  Schellbach), 
Berlin  1859,  unter  Einwirkung  von  Schellbach  entstanden  und  erweitert,  sehr  kurz 
und  meist  wissenschaftlich  begründet,  besonders  ist  die  Stereometrie  gut,  10.  .\ufl. 
schon  1880;  gegenwärtig  hrsg.  von  G.  Baseler. 

C.  Th.  Anger,  Elemente  der  Projektionslehre,  Danzig  1858.    ^Neuere  Geometrie 
schon  1839.) 

Th.  SpieTcer,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  (mit  Aufgaben),  Potsdam  1862; 
die  tüchtige  Arbeit  des  verdienten  Geometers  hatte  1894  die  21.  Aufl. 

■f.  Helmes,  Elementarmathematik,  Hannover  1862 — 64,  2.  Aufl.  1874 — 81; 
brauchbares  Buch,  besonders  die  Trigonometrie. 

K.  H.  Schellbach  (vgl.  Methodik),  Sammlung  und  Auflösung  mathematischer 
Aufgaben  unter  Mitwirkung  von  H.  Lieber  bearbeitet  und  herausgegeben  von 
E.  Fischer,  Berlin  1860. 

Uskar  Schlümilch,  Grundzüge  einer  wissenschaftlichen  Darstellung  einer  Geo- 
metrie des  Maßes,  Leipzig  1862,  wiederholt  aufgelegt;  später  Handbuch  der 
Mathematik  unter  Mitwirkung  von  F.  Reidt  und  M.  Heger,  Leipzig  1879 — 81, 
2.  Aufl.  1904. 

H.  C.  E.  Martus,  Mathematische  Aufgaben  usw.  (Sammlung  der  deutschen 
Abiturienten-(ßsuac&\a.va&ia) Aufgaben),  Greifswald  1865,  10  Atif lagen]  (von  der 
dritten  an  Leipzig  bezw.  Dresden). 

H.  Pfaff,  Neuere  Geometrie,  Erlangen  1867. 

Fr.  Reidt,  Die  Elemente  der  Mathematik,  Berlin  1868,  oft  aufgelegt. 

H.  Lieber  und  F.  v.  Lühmami,  Geometrische  Konstruktionsaufgaben,  Pjritz 
1870;  von  der  2.  Aufl.  1874  bis  zur  letzten  (14.:i  Aufl.  1899  Berlin  iSimion);  z.  Z. 
die  für  die  Schüler  brauchbarste  Aufgabensammlung  Deutschlands. 

/.  Frischauf,  Elemente  der  Geometrie,  Graz  1870;  2.  Aufl.  1877. 

Xaver  Stall,  Anfangsgründe  der  neueren  Geometrie.  Bensheim  1872.  F.  Geifer, 
Einleitung  in   die  synthetische  Geometrie  (s.  Methodik).     Leipzig  1869. 

Georg  Recknagel,  Geometrie  für  die  Schule,  München  1871,  2.  verbesserte 
Aufl.  1876,  seitdem  oft  aufgelegt;  das  Werk  eines  durchgebildeten  Mathematikers. 

J.  C.  BecJcer,  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Geometrie  au  Mittelschulen, 
Schafl'hausen  1872;  eigenartig,  daher  ohne  äußern  Erfolg. 

J.  Worpitzky,  Elemente  der  Mathematik,  Planimetrie,  Berlin  1874;  vgl.  die 
Bemerkung  zu  Becker. 

F.  Kruse,  Elemente  der  Geometrie,  Berlin  1875  (Polygon). 

H.  Lieber  und  F.  v.  Lühmann,  Leitfaden  der  Elementarmathematik,  Berlin 
1876,  77,  2.  Aufl.  schon  1879,  jetzt  herausgegeben  von  Mäsebeck.  Die  beiden 
tüchtigen  Männer,  denen  die  deutsche  Lehrerwelt  so  viel  verdarikt,  sind  beide 
verhältnismäßig  früh  gestorben. 

■Ml.  Karl  Becker,  Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer  Grundlage,  streng 
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deduktiv  dargestellt  (für  Lehrer),  Berlin  1877,  und  Lehrbuch  der  Elementarmathe- 
matik, Berlin  1877 — 7'J  (vgl.  die  Bemerkung  bei  /.  C.  Becker). 

V.  Schlegel,  Leitfaden  der  Klemeiitaniiathematik,  1880,  vgl.  die  Bem'erkung 
bei  J.  C.  Becker.  Schlegel  ist  der  bekannte  \'orkämpfer  für  die  Grayäwownsche 
Ausdehnungslehre. 

Julius  Petersen  (deutsch  von  Fischer-Benzon) ,  Leitfaden  der  elementaren 
Planimetrie,  Kopenhagen  1881;  Methoden  und  Theorien,  Kopenhagen;  dänisch 
18(56,  deutsch   187'J,  französiscli  1880. 

F.  Glinzer,  Lehrbuch  der  Elementargeometrie,  Hamburg  1880 — 81. 

t/.  Henrici  und  V,  Trcutlein,  Lehrlmch  der  Elementargeometrie,  Leipzig 
1881  —  83,  ganz  auf  dem  Standpunkt  der  neueren  Geometrie;  projektive  Beziehungen 
systematisch  benutzt;  I.  T.  3.  Aufl.  1897;  ü.  T.  2.  Aufl.  1896;  III.  T.  2.  Aufl.  19011 
vgl.  die  Bemerkung  bei  ./.  (,'.  Becker,  und  das  ist  eins  der  besten  Lehrbücher 
Deutschlands. 

A.  Milinowski,  Die  Geometrie  für  Gymnasien  und  Realschulen,  Leipzig  1881; 
auch  für  diesen  hervorragenden  Synthetiker  vgl.  die  Bemerkung  bei  J.  C.  Becker. 

M.  Pasch,  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie,  Leipzig  1882   (für  Lehrer). 

C.  F.  Hertter,  Zeichnende  Geometrie,  Stuttgart  1882. 

G.  Müller,  Zeichnende  Geometrie,  Stuttgart  1884,  6.  Aufl.  1900. 

Friedrich  Meyer,  3.  Kursus  der  Planimetrie,  zugleich  als  Vorbereitu/ng  auf 
die  neuere  Geometrie,  Halle  1885  (Stermscher  Beweis,  daß  das  Kreispolygou 
Maximum  ist,  usw.);  ein  Vermächtnis  des  zu  früh  gestorbenen  ausgezeichneten 
Lehrers  und  Mathematikers. 

O.  liansetiherger.  Die  Elementargeometrie  des  l'uuktes,  der  Geraden  und  der 
Ebene,  Leipzig  1887  (s.  Methodik). 

Hubert  A.  Müller,  Die  Elemente  der  Planimetrie,  ein  Beitrag  zur  Methode  des 
geometrischen  Unterrichts,  Metz  1889,  7.  Aufl.  1899;  Symmetrie  {-Achse  und  -Punkt). 

Max  Simon,  Die  Elemente  der  Geometrie  mit  Rücksicht  auf  die  absolute 
Geometrie,  Straßburg  1890  (für  Lehreri,  vgl.  die  Bemerkung  bei  J.  C.  Becker. 

E.  Schilke,  Sammlung  planimetrisoher  Aufgaben,  Leipzig  1890,  billig  und 
brauchbar. 

W.  Fuhrmann,  Synthetische  Beweise  planimetrisoher  Sätze,  Berlin  1890;  für 
Didaktik  und  neuere  Breiecksgeometrie  sehr  zu  empfehlen. 

K.  Schwering,  100  Aufgaben  aus  der  niedern  Geometrie,  Freiburg  1891, 
2.  Aufl.  1890.  Die  Aufgaben  wie  ihre  oft  sehr  feinen  Lösungen  zeigen  deu  be- 
deutenden Methodiker  und  Mathematiker. 

Chr.  Ernst  und  L.  Stalte,  Lehrbuch  der  Geometrie,  Planimetrie  nebst  Auf- 
gaben, Straßburg  1891,  i.  Aufl.  1902. 

Der  neue  glücklicherweise  kurzlebige  preußische  Lehrplan  von  1892 
rief  dann  neue  Bearbeitungen  fast  aUer  Lehrbücher  hervor  und  zeitigte 
als  Blüte: 

G.  Holzmüller,  Methodisches  Lehrbuch  der  Elementarmathematik,  Leipzig 
1894,  3.  T.  1895;  1898  schon  dritte  Doppelauflage;  wir  nennen  ferner: 

K.  Schwering  und  W.  Erimphoff',  Anfangsgründe  der  ebenen  Geometrie,  Prei- 
burg  1894,  3.  Aufl.  1900.     E.  Schwering  allein:  Stereometrie,  Freiburg  1894. 

jjdme_  jfr  j  Schiff',  Methoden  zur  Lösung  der  Fragen  der  elementaren  Geo- 
metrie, Petersburg  1894;  gute  Einleitung  in  die  neuere  Geometrie. 

E.  F.  Borth,  Die  geometrische  Konstruktion,  Leipzig  8.  Aufl.  1894. 
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./.  Egger,  Übungsbuch  für  den  geometr.  Unterricht,  Bern  3.  Aufl.  1894. 

G.  Mahler,  Ebene  Geometrie,  Sammlung  Göschen  1895;  rasch  neu  aufcele^t; 
3.  Aufl.  1900,  Abdruck  1902. 

B.  Hercher,  Lehrbuch  der  Geometrie,  Leipzig  3.  Aufl.  1896  ^auf  Grund  des 
preußischen  Lehrplans  von  1892!). 

K.  Fhil;  Die  elementare  systematische  und  darsteUende  Geometrie  der  Ebene 
in  der  Mittelschule,  dazu  Aufgaben  und  von  K.  Fink  und  Autr,  10  Figurentafeln 
und  84  Übungsblätter  usw.,  Tübingen  1896.  Das  erste  Heft  hat  als  Anhang  einen 
kurzen  Abriß  der  Geschichte  der  Geometrie;  ron  G.  Hauch  empfohlen. 

K.  Sdimid,  100  ausführlich  gelöste  geometrische  Aufgaben  '  Au%.  aus  der 
bayrischen  Lehrer-Anstellungsprüfung  usw.),  München  1896. 

H.  Dohriner,  Leitfaden  der  Geometrie  für  höhere  Lehranstalten  <  Proportiona- 
lehre  auf  Flächenvergleichung  gegründet),  Leipzig  1898. 

J.  C.  V.  Hoffmann.  ScimmJung  der  Aufgaben  aus  den  ersten  35  Bänden  der 
Zeitschr.  f.  mathem.  Unterr.,  geordnet  von  B.  Emmerich  und  Mäseheck,  Leipzig  1898. 

E.  Sailer.  Aufgaben  aus  der  Elementarmathematik  (Bayrische  Staatsprüfung), 
München  1873—93,  1898. 

W.  PfUeger,  Elementare  Planimetrie,  Leipzig  1901  (Sammlung  Schubert  11), 
ein  Buch,  das  die  Skizze,  die  31.  Simon  in  seinen  „Elementen  usw."  von  1890 
gibt,  sorgfältig  aus-  und  weiterführt,  und  die  abfällige  Kritik  Herrn  Thiemes  in 
keiner  Weise  verdient,  dessen  Leitfaden  der  Mathematik  von  1902  daneben  eine 
dürftige  Leistung  ist. 

An  speziell  österreichischen  Büchern  erwähne  ich  für  den  Anfang 
des  Jahrhunders  die  Bücher  von 

G.  V.  Vega,  Anfangsg.  d.  Geometrie,  Wien  1802, 

für  die  Mitte: 

X.  C.  Schulz  V.  Straßnitzhi,  Anfangsgr.  d.  Geometrie,  1.  Heft,  Wien  1851. 
G.  Winkler  v.  Brückenbrand ,  Lehrb.  d.  Geometrie,  d.  eb.  Trigonometrie  und 
Polygonometrie,  5.  Aufl.  von  F.  Bauer,  Wien  1857, 

und  für  die  letzte  Zeit: 

F.  Hocevar  seit  1889  sehr  verbreitet. 

L.  Mocnik,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  die  Obergymnasien,  Wien  1833,  oft 
bearbeitet,  auch  italienisch,  33.  Aufl.  bearbeitet  von  F.  Wallentin.  Wien  1894. 

V.  Vietli,  Die  Lehre  der  vollständig  reinen  Mathematik  für  den  Selbstunter- 
richt, 2  Teile,  Wien  1852. 

Es  seien  auch  die  tüchtigen  Lehrbücher:  Salier  von  HaUersteinB 
für  die  deutschen  Kadettenschideti ,  später  von  Uülsm  bearbeitet,  nicht 
vergessen. 

F.  Huller  cun  Hallerstein,  Lehrbuch  der  Elementar-Mathematik,  1.  Aufl.  1846. 

England. 

Über  die  eigentümliche  SteUung  EuMid's  haben  wir  schon  ge- 
sprechen;  die  meisten  Arbeiten  erscheinen  unter  der  Firma  von  Ettliid, 
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bringen  aucli  den  Text,  wenigstens  der  ersten  vier  Bücher  und  des 
sechsten  Buches,  das  fünfte  wird  nacli  De  Morgan  bearbeitet,  vom 
elften  wird  die  Hälfte  gegeben,  das  zwölfte  macht  den  Schluß.  Zu- 
grunde liegt  fast  immer  die  Bearbeitung  von 

Jloherf  Shuson,  The  Klcmeuts  of  KucUd,  Edinlmrgh  IT.'ifi,  die  unter 
wechselnden  üearbeiteni  zahllose  Auflagen  erhalten  haben.  Bedeutenden  Einfluß 
haben  auch: 

John  Playfair's  Elements  of  gcometry  von  1795  (11.  Aufl.  1859)  und 

Charles  Iliiltoii's  Mathematische  Werke,  die  noch  1840  von  den  hervorragen- 
den Geometern  Gregory,  T.  S.  Davies,  W.  Rutherford  bearbeitet  werden.  Zu 
nennen  wären  auch 

II'.  Ludhu»,   W.  Emerson,  Sir  ./.  Leslie  und  Bonnycasfle. 

Aus  der  Mitte  des  Jahrhunderts  ist 

A.  de  Morgan  zu  nennen,  dessen  Connexion  of  numbers  and  magnitude. 
London  1836,  entscheidend  für  die  Bearbeitung  der  Lehre  von  den  Proportionen 
(V.  Buch)  geworden  ist,  und  die  Elements  of  Euclid  von 

J.  Todhnnter,  London  1862,  die  eine  selbst  in  England  unerhörte  Verbreitung 
gefunden  haben  und,  da  sie  von  der  indischen  Verwaltung  akzeptiert  wurden,  in 
eine  ganze  Zahl  orientalischer  Sprachen  übersetzt  worden  sind. 

Aufgaben  (exercises)  sind  zahlreich  in  den  Eidlid-Auagahen  ent- 
halten, auch  „keys"  (^Schlüssel)  vielfach  hinzugefügt.  Daneben  sind 
schon  seit  1800  die  Exmamenaufgaben  aus  den  einzelnen  „Colleges" 
von  Cambridge  und  etwas  später  aus  dem  „Senate-house"  (wo  die 
gi'oßen  Prüfungen  abgehalten  werden)  gesammelt  worden,  und  seit  etwa 
1860  auch  die  von  Oxford.  Viele  Aufgaben  enthalten  die  Journale: 
The  ladies'  diary  von  1720—1869,  The  gentlemen's  diary  von  1741—1840, 
von  da  ab  ,.The  ladies'  and  gentlemen's  diary",  sowie  Lci/hourn's  ,,Mathe- 
matical  repository",  old  series  im  18.  Jahrhundert  und  new  series  von 
1806—1814. 

Überreich  sind  die  „Educational  times",  deren  Material  gesammelt 
ist  in  den  „Mathematical  questions  and  Solutions  from  the  educational 
times",  edit.  by 

W.  J.  C.  Miller  von  1864  bis  1897,  dann  von  T).  Biddle  bis  1901, 
seit  1902  von  ('.  J.  Marl;s.  Es  sind  die  besten  englischen  Namen, 
die  sich  an  den  Aufgaben  und  ihren  Lösungen  beteiligt  haben,  Caijleij 
und  Sylvester  eingeschlossen,  auch  viele  hervorragende  Franzosen,  von 
deutschen  Hochschullehrern  habe  ich  Emil  Lampe,  Felix  Klein,  E.  Czuher 
konstatiert. 

Sehr  zahlreich  sind  als  Zusätze  zu  den  EuMid-kxLSgsheu  die  Tri- 
gonometrien, von  denen  ich  die  hervorragendsten  unter  „Trigonometrie" 
anführe. 

Wichtig  für  den  heutigen  Schulunterricht  sind  die  „General  reports" 
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der  A.  I.  G.  T.  i  Association  for  the  improvemenf  of  (feometriml  feaching), 
die  mir  leider  nicht  direkt  zur  Verfügung  standen. 

Yerlagsort  meist  London,  die  Verleger  sind  eigentlich  das  entschei- 
dende, da  in  England  und  Amerika  die  größeren  Firmen  Filialen  haben. 

«T.  Playfair,  Elements  of  geometrr,  Edinburgh  1795,  EukUd-lext,  6  Bücher, 
dazu  Kreiaberechnung,  Stereometrie  und  Trigonometrie,  mit  Zusätzen  von  W.  Wal- 
lace  1831,  9.  Aufl.  1836  von  .7.  Davidson.  11.  Aufl.  von  P.  K-Uand  1846,  12.  Aufl 
1852. 

Chartes  Miiftnn,  A  course  of  mathematics,  9.  Aufl.  mit  Verbesserungen 
von  Olinth  Gregory  1840  (key  von  Boiding,  2.  Aufl.  1824.:  12.  Aufl.  1841  von 
D.  Gregory  und  T.  S.  Davies,  der  1840  Solutions  to  the  priuciple  questions  ge- 
geben; völlige  Ymarbeitung  von  W.  Bittherford  1843. 

W.  Emerso».  Elements  of  geometry  (mit  problems\  London  1794. 

W.  Litdlam,  Rudiments  of  mathematics,  London  1.  Aufl.  1785.  5.  Aufl.  1809. 

Sir  John  Leslie,  Elements  of  geometry,  geometrical  analysis  and  trigono- 
metry,  Edinburgh  1809,  4.  Aufl.  1820;  Rudiments  etc.  1828  (übersetzt  und  sehr 
vermehrt  von  Grüson,  Berlin  1822). 

Th.  Leybourn,  The  matheiiiaiical  questions  proposed  in  the  ladies'  diary  and 
their  original  answers  together  with  some  neic  Solutions  from  1704—1816 — 1817. 
An  elementary  System  of  theoretical  geometry,  London  1813;  Geometrical  Solu- 
tions, London  1818. 

George  PhiTlips,  Euclid  courae  of  geometry,  1826. 

3Iiles  Bland  (der  die  Aufgaben  zu  den  ciuadratischen  Gleichungen  geschrie- 
ben\  Geometrical  problems  dedueed  from  the  first  6  books  et«.,  ?i.  .\ufl.  1827, 
4.  Aufl.  1849,  deutsch  von  A.  Wiegand,  Halle  1880. 

D.  Lardner,  The  first  6  books  etc.,  Kommentar,  Aufgaben,  1.  Aufl.  1828, 
11.  Aufl.  1851.  (Dabei  Stereometry,  essay  on  the  ancient  geometrical  analysis, 
transversals  etc.)  L.  hat  auch  in  der  von  ihm  begründeten  sehr  verbreiteten 
Gabinet  cyclopaedia  die  elementare  Mathematik  bearbeitet. 

B.  Wallace,  Mathematical  guide,  1850;  A  treatise  on  geometry,  Glasgow  1832. 

T.  Perron.  Thompson,  Geometry  without  axioins,  London  1833,  oft  aufgelegt, 
auch  ins  Französische  übersetzt  und  wiederholt  aufgelegt;  Ebene  und  Gerade  wie 
bei  Bolyai  und  Lobatschefsl'ij  definiert  und  bemerkenswerte  Kritik  der  ver- 
schiedenen Parallelentheorien. 

Cambridge  mathematical  examination  papers  (Colleges')  1831 — 37;  problems 
von  1800 — 1830  mit  Solutions  von  .7.  M.  F.  Wright:  Smate-house-problems  von 
Jameson  für  1846 — 51;  von  Ferrers  von  1850—51;  für  1864  usw.  fortgesetzt  bis 
jetzt  von  verschiedenen  Bearbeitern. 

B.  W.  Keith.  Eiiclid.  London  1335,  oft  aufgelegt. 

Beynard.  Geometrical  Solutions  etc.,  London  1837. 

A.  de  yi'trgan,  Connesion  of  numbers  and  magnitudes,  London  1832;  Tri- 
gonometry  and  double  algebra  (double,  d.  h.  Zahlen  von  der  Einheit  i.  Theorie 
der  komplexen  Größen,  sehr  verwandt  mit  Hamilt^n^a  Qttaternionen)  1849;  A  course 
of  Mathem.  for  students,  London  1840. 

Btimer.  GeoniHry  Pestaloszian,  1837. 

J.  E'hcards,  The  figiires  of  Euclid.  with  questions  etc.,  2.  Aufl.  1S3S. 

W.  Wallace,  Geometrical  theorems,  1839. 

Olinth  Gregory.  Hints,  theorems  elucidated  etc.,  1840. 
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Tli.  Kcitli,  The  complete  measurer  etc.,  corrected  and  enlarged  by  S.  Meyiiard, 
2.  Aufl.  183'.l. 

ir.  I).  Conh'tj,  Geometrical  propositions  demonstrated,  London  1840,  2.  Aufl. 
1852,  sein  Euklid  ist  von  1839  (Londonl. 

T.  W.  Neicman,  Difficulties  ot'  elementary  geometry  (parallels),  1841. 

W.  Rutherford  (nach  Simson  bearbeitet)  1847. 

Th.  Täte,  Die  drei  eisten  Bücher  des  Euklid  1849;   2.  Aufl.  1851;   1854  usw. 

C.  P.  Mason,  Bucli  1,  1854  (von  Mason  sind  viele  hübsche  Zusätze  in  den 
Diaries). 

P.  Kelland,  Lectures  on  tbe  principles  of  elementary  mathematics,  Edin- 
burgh 1843. 

T.  S.  Daries,  W.  Rutherford,  S.  Fenwick  geben  heraus:  The  mathemati- 
ciati.  '•'  Bände  1845 — 56);  von  letzterem:  Elementary  couise  of  mathematics  für 
die  Kriegsakademie  1853. 

/.  Cape,  Mathematical  course  1842,  hints  to  the  t^acher  1842. 

Colenso,  Problems  etc.  1847,  2.  Aufl.  1849. 

TF.  Waltoii,  Problems  etc.  1851. 

H.  G.  Lntham,  Propositions  on  the  properties  of  conic  sections  1848. 

P.  Morton.  Plane,  solid  and  spherical  g.  1849. 

U'.  Ritchie,  Principles   of  geometry,  illustrated  1849,  2.  Aufl.  1853  London. 

'  _.  „         „ . ,    I    Praktische,  bez.  deskriptive  Ueometrie. 
J.  TT  oUey,  1842    I  . 

/.  Elliot  (vgl.  Mason)  1845. 

G.  J.  H.  Reynolds  1850. 

A.  Jardine  1855. 

Sela  Smith,  Xew  geometry  1850. 

T.  P.  Kirkinan  (Pascal),  First  mnemonic  lessons  on  geometry,  algebra  and 
trigonometry. 

./.  Mulcahy,  Geometry  modern  1852. 

H.  Goodwin,  Elementary  course  of  mathematics  1857,  6.  Aufl.  1866:  collec- 
tion  of  Problems  2.  Aufl.  1852;  3.  Aufl.  1862  von  Vyvyan,  der  1862  Solutions  dazu 
herausgab. 

.7".  Todhaitter,  Geometry  plane  London  1855.  Mensiiration  1861,  Euclid 
Clements  1862  i  enoiTuer  Erfolg! ,  1899  von  G.  L.  Loney.  Auf  die  Angriife  der 
A.  I.  G.  T  gegen  Euclid  erwiderte  Todhunter  in  dem  vortrefflichen  The  mathe- 
matical tripos.  (The  conflict  of  study  and  other  essays,  darunter  Elementary 
geometry)  London  1873. 

Law,  Geometrical  logic  1855. 

W.  D.  Cooley,  Elements  of  geometry.  simplified  and  explained  London  1860. 

J.  M.  Wilson  (Gegner  Eukliii'a,  den  er  mit  sehr  nichtigen  Argumenten  be- 
kämpft): Elementary  geometry  1867,  2.  Aufl.  1869,  id.  Lectures  on  mathematical 
teaching,  Rugby  1870. 

Jos.  Wolstenholme ,  A  Book  of  mathematical  problems,  Cambridge  1867. 
2.  sehr  vei-mehrte  Aufl.  1878. 

R.  P.  Wright,  Elements  of  plane  geometry  1868,  2.  Aufl.  1871.  Vorrede 
von  Eirst  (siehe  Battaglini  1868,  p.  369). 

/.  R.  Morell,  Euclid  simplitied  etc.  'französische  Werke  benutzt.)  1868. 

F.  S.  Aldis,  Textbook  of  geometrj-  1872  (Stereom.  1865)  2.  Aufl.  1880. 
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it.  ToH'iisenil,  Chapters  on  the  modern  geometry  of  the  point,  line  and 
circle,  Dublin  1S63,  65. 

Oxford  examination  papers  1SÜ3 — 1873,  fortgesetzt. 

T.  A.  Hirsf,  Geometrical  contributiona  to  tbe  educalional  times,  187.5. 

TT'.  Ä.  Willock,  Elejnentary  geometry  of  the  right  line  and  circle  1875.  S. 
oben  unter  1864. 

iS'.  H.  Whiter,  Mathematical  exercices  for  military  and  civil  service  etc. 
1877. 

Woolwicli  Mathematical  papers  for  admission  1880,  fortgesetzt  bis  jetzt. 

./.  B.  Miller,  Elements  of  descriptive  geometry  1878. 

E.  Luomis.  Elements  of  geometry,  a  reviewed  edition  187(5. 

0.  Henrici  (sehr  bekannter  engl.  Mathematiker),  Elementary  geometry  1879. 

fTohn  C'asei/  feiner  der  bedeutendsten  neuern  Vertreter  der  Elementar- 
geometrie) Dublin  und  London  1881:  A  sequrl  to  Eticlid,  ein  Kleinod  der  Lite- 
ratur, 7.  Aufl.  1895;  id.  The  first  6  books  of  elements  o{  Euclid,  Dublin  1882  (in 
üblicher  Weise,  der  Text  genau  beibehalten,  aber  Noten  und  Anhänge  enthalten 
andere  Beweise,  Aufgaben,  Erweiterungen,  neuere  Geometrie  etc.) 

Mul'hijjKulhyarj .  Solutions  of  some  old  questions  in  mathematics  from  the 
educational  times  1885. 

K.  C.  J.  Nixon.  Euclid  revised  1886  (Stereometrie  1887)  Plane  Trigonometry 
1882,  3.  Aufl.  1895,  dazu  Supplemente  1891. 

Nachdem  die  A.  I.  G.  T.  infolge  der  Eröffnungsrede  von  Sylvester 
und  der  Angriffe  Wüson's  und  Jones'  gegen  EuMid  eine  Kommission 
eingesetzt  hatte,  bestehend  aus:  Si/lvester,  Cayley,  Hirst,  Price,  Sniitli. 
Spottiswood,  Hayward.  Sahnon,  Toiviisend.  Fidler.  Kelland.  Wilson  und 
Cliff'ord.  d.  h.  so  ziemlich  aus  Englands  bedeutendsten  Mathematikern, 
entstand  1878  der  Syllahiis  of  the  A.  I.  G.  T.,  aus  dem  dann  1884  und 
85  The  elements  of  plane  geometry  hervorgingen,  ein  Versuch  den 
EuMid  zu  beseitigen,  der  an  dem  Widerspruch  der  Universitäten,  be- 
sonders Londons  scheiterte.  Übrigens  waren  die  Änderungen  nicht 
gerade  welterschütternd,  standen  doch  gegen  Sylvester  Cayley.  gegen 
Clifford  Kelland.  Der  Syllahiis  drang  nicht  durch,  vgl.  Todhunter  und 
das  durch  Humor  und  Schärfe  ausgezeichnete  Buch  von: 

C.  L.  DoägsoH,  Euclid  und  his  rii-als,  London  1880,  2.  Aufl.  1885. 

H.  S.  Hall  and  F.  H.  Stevens,  A  textbook  of  Euclid.  (1 — 6  und  11)  London 
1888,  die  2.  Aufl.  schon  1889;  die  letzte  von  1899  enthält,  was  man  nur  verlangen 
kann,  sogar  Maxima  und  Minima  und  wie  üblich  sehr  viel  exercices.  Hall  und 
Stevens  erwähnen  in  der  Vorrede  eines  Euklid-Ausgabe  von;  Dr.  /.  5.  Macl'at/  mit 
zahlreichen  historischen  Noten:  The  elements  of  Euclid  book  I — VI  and  parts  of 
book  XI  and  XII,  London  1878.  Herr  Machay  hat  eine  gewaltige  Arbeit  nieder- 
gelegt in  den  Edinburgh  M.  S.  Proceedings  für  eine  Reihe  einzelner  Probleme, 
insbesondere  neuere  Dreiecksgeometrie,  die  namentlich  die  englischen  Quellen 
des  18.  Jahrhunderts  auf  das^  genaiieste  berücksichtigt. 

.7.  Blackie  and  W.  Thomson  wie  Hall  and  Stevens  1.  Aufl.  1891,  2.  Aufl.  1896. 

A.  T.  Eichardson,  Graduate  mathematical  exereises  for  home  worls,  1892. 

/.  Harrison,  Practical  plane  and  solid  geometry  1895. 
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K.  M.  Liinijh-ij  (inil  \V.  S.  VhiUiji.i.  Tlif  llar|iur  Kurlid,  Is'.Ci  von  (libsnn 
gelobt. 

T.  II.  Stains,  Blcmentary  mensuratioii  18U5.  Aufgaben  aus  der  Praxis  für 
die  Schüler. 

Edirards,  Elemcuts  of  geometry  1S'.)5  ("nicht  die  Methode  Knl\Ud'6). 

IT.  M.  Taylor  (sehr  bedeutender  Elementarmathematiker),  Elements  of 
Buc'lid,  book  T— VI  IS'.tS,  )>.  XI  und  XII  IHHii  in  üblicher  Form,  vgl.  HnJl  and 
Stevens. 

A.  J).  Capel,  Common  sense  Euclid,  2  T.,  i.  Aufl.  1896. 

,/.  S.  liawley,  Praetical  plane  and  solid  geometrj,  lt>.  Aufl.  18!)6. 

R.  Sachall,  Euclid  I  und  11  1890. 

H.  Angel,  Practica!  plane  and  solid  geometry,  3.  Aufl.  1896. 

T.  W.  Good,  Science  and  art  of  geometry,  3.  Aufl.  1896. 

(t.  3/.  Minchin,  Geometry  for  beginners  1897  von  Gibson  gelobt. 

T.  J.  Evans  and  W.  W.  T.  Pullon,  1897;  Praetical  plane  and  solid  geometry 
containing  the  Solutions  to  the  honour  questions  at  examination  of  seience  and 
art,  1889—96. 

J.  A.  l'liird.  Modern  geometry  of  the  poiut,  straight  liue,  aud  circle  1898, 
von  Gibson  gelobt. 

W.  W.  Cheriton,  A  simplified  Euclid.     (Preface  by  Elliott  Kitchener)  1898. 

G.  M.  Minchin,  Geometry  versus  Euclid,  Nature  59,  369,  1899.    Ihm  stimmt  bei 

It.  .1.  Dallas.  The  teaehing  of  geometry,  ibid.  p.  441. 

M.  J.  M.  Hill,  The  Contents  of  the  V  and  VI  book,  Cambridge  1900. 

Amerika. 

Die  Selbständigkeit  beginnt  mit  Si/Ive.steya  Berufung  au  die  .John 
Hopkins  Universität.  Es  ist  daher  erklärlich,  daß  Euklid  dort  ver- 
lassen wurde.  Einer  gütigen  Mitteilung  des  Herrn  Virgil  Snyder  von 
der  Cornell  Universität  verdanke  ich  folgende  Liste,  die   1890    anhebt: 

G.  B.  HaUtcd.  The  eleiuents  of  geometry.     Newyork  1885. 

G.  B.  Halsted,  Plane  and  solid  geometry,  1891.  Halsted  ist  als  Arbeiter 
auf  dem  Gebiete  nicht-Euklidischer  Geometrie  bekannt. 

A.  von  Velzer,  Plane  and  solid  geometry,  Jladison  (Wisc.)  1894. 

G.  C.  Edwards,  Elements  of  geometry,  London  and  New  York  1895. 

J.  A.  Gillett.  Euclidean  geometry  {Holt  &  Comp.),  New  York  and  London  1896. 

Cr.  V.  Pettee,  Plane  geometry  (Silver.  Burdett  &  Comp)  Boston  1896. 

A.  Ptillar,  Geometry  for  Kindergarten  students  1896. 

W.  J.  Meyers,  An  inductive  manual  of  the  straight  line  and  the  circle,  Denver 
1896. 

A.  Sfobbs,  The  elements  of  plane  geometry  (Sovell)  1890. 

A.  W.  Phillips  and  /.  Fisher,  Elements  of  geometry,  New  York  1896.  (Abridged 
ed.  97.) 

H.  D.  Thompson.  Elementary  solid  geometry  and  mensuratious  1896. 

ir.  W.  Beman  and  D.  E.  Smith,  Plane  and  solid  geometry  1897,  1.  Aufl. 
1895. 

W.  Noetling,  Elements  of  constructive  geometry,  inductively  jjresented;  from 
the  German  of  K.  H.  Stöcker.     Boston  1897. 
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H.  W.  Keuihifiii,  Elements  of  geometry,  New  York  1897. 

ir.  ./.  Milne,  Plane  and  solid  .geometry,  New  York  1899. 

S.  W.  Fürst,  Mensurations  with  special  applications  1899. 

G.  A.  Wenticorth  and  G.  A.  Hill,  First  steps  in  geometry  (Ginn  &  Comp.) 
1901 

SiiidaiH  Row,  Geometrical  exeicises  in  paper  folding,  reedited  by  Bernau 
&  Smith  1901. 

A.  Schultze  and  F.  L.  Sevenoak ,  Plane  and  solid  geometry,  New  York  1901. 
(Maonillan  S  Comp.) 

W.  W.  Rupert,  Famous  geometrical  theorems  and  problems  with  their 
hi.story,  New  York  1901  i  Winkelsumme  im  Dreieck  und  Pytliagoras) ;  es  scheint 
mir  ein  Auszug  aus  Rousc  Ball  zu  sein  is.  Geschichte). 

Ich  füge  noch  hinzu 

G.  A.  Wentworth,  Plane  and  solid  geometry,  Boston  1895,  der  amerikanische 
Kamhly). 

Die  besten  Lehrbücher  sollen  die  von  Phillips  and  Fishrr.  Bcnian 
and  Smith  und  Thompson  sein.  Die  beiden  ersten  kenne  ich  aus 
Autopsie.  Sie  sind  praktisch  und  klar,  auch  enthalten  sie  Material 
genug,  doch  gehen  sie  den  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege,  in  Sonder- 
heit Fhillip's  and  Fislier.  Unsern  guten  Lehrbüchern  ebenbürtig  ist 
James  Mac  Malion.  Elementary  plane  geometry,  Chicago   1908. 

Gut  ist  auch  F.  H.  Holgate,  Plane  and  solid  geometry  1901.  {Hol- 
f/ate  ist  der  Übersetzer  von  TJi.  Reye^s  Geometrie  der  Lage.)  Das 
neueste  ist  Meyers,  School  Mathematics. 

Vgl.  auch  H.  Cajori,  the  teaching  etc.  bei  Methodik. 


Italien. 

Das  Land,  das  im  15.  und  16.  Jahrhimdert  jene  nur  von  den 
Hellenen  erreichte  Blüte  der  Kunst  und  Wissenschaft  hervorbrachte, 
die  wir  Renaissance  nennen,  sank  infolge  der  politischen  Schicksale 
wirtschaftlich  imd  wissenschaftlich.  Aber  seit  der  nationalen  Einigimg, 
oder  schon  seit  1848,  haben  wir  einen  wimderbaren  Aufschwung  zu  ver- 
zeichnen wie  auf  allen  wissenschaftlichen  Gebieten,  so  auch  auf  dem 
der  Elementargeometrie,  wo  es  besonders  die  Fragen  nach  der  Philo- 
sophie der  Geometrie  und  damit  auch  die  pädagogischen  sind,  welche 
von  den  Italienern  in  hervorragender  Weise  bearbeitet  werden. 

Mit  Gioryini.  Bellavitis,  Genocchi.  Crcmoiia.  Beltrami,  Betti,  Brioschi, 
De  Zolt  (produktiv),  mit  Sannia,  D'Ovidio,  Lazzeri.  Bassani,  G-iudice 
(ausführend)  und  mit  Peano.  Veronese,  Ingrami,  Enriques  steht  Italien 
geradezu  au  der  Spitze  des  mathematischen  grundlegenden  L^nterrichts. 

Das  Gesetz  der  Kontinuität  kann  mau  auch  hier  verfolgen. 
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Tartaplid.  dor  Verfasser  rles  General  Trattato,  der  lo43  als  der 
erste  den  J'/uklid  in  eine  lebende  Sprache  übersetzte; 

üommandinn,  dessen  lateinisciie  Ausgabe  von  1572  mit  der  des 
Clavius  wetteifert; 

Sorelli,  dessen  Euclides  restitutus  auf  Snccheri  und  seine  „Reini- 
gung" des   Eid-lid  entsclieidenden  Einfluß  übte. 

Guido  Gnmdi,  Custifjlione,  Maaclieroni ,  Malfatti  und  zum  >?cliluß 
des  18.  und  Beginn  des  19.  Jahrhunderts 

Vincenzio  Flaut/,  der  seine  Euklid-Ausgabe  von  1818  mit  einer 
Geschichte  des  Parallelenaxioms  begleitete. 

Für  die  Entwicklung  stand  mir  ein  Brief  G.  Loiins  vom  16.  Januar 
1898  zur  Verfügung,  den  ich  tunlichst  vervollständigt  habe.  Loria 
unterscheidet  drei  Perioden:  die  erste  bis  zur  definitiven  Konstituierung 
des  Königreichs  Italien,  die  zweite  etwa  von  1860 — 1885,  die  dritte 
bis  1900. 

In  der  ersten  herrschten  in  den  verschiedenen  Ländern  sehr  ver- 
schiedene Traktate:  im  östeiTeickischen  Gebiete  italienische  Über- 
setzungen deutscher  Bücher  (von  Mocnih,  Vega,  Liüroiv,  Schulz  v.  Sfraß- 
nicM),  in  Piemont  Clairaut,  Legetidre  usw.,  im  Süden  die  neapolitanische 
Schule,  speziell  die  Bücher  von  NicoJaus  Ter/oli.  in  Modena  FInufi  usw. 
Alle  diese  Bücher  wichen,  wenn  man  von  Flaut/  absieht,  mehr  oder 
weniger  von  der  Strenge  euklidischer  Methode  ab.  Das  Königreich 
Italien  schrieb  daher,  sobald  es  definitiv  konstituiert  war,  E/iMid  und 
seine  Methode  den  Mittelschulen  vor  und  veranlaßte  die  Arbeit  von 
Betti  und  BrMSchi  1868,  die  zu  jener  Zeit  mit  Bellavitis.  Cremona  und 
Bdtrami  die  ersten  italienischen  Mathematiker  waren.  Aber  haupt- 
sächlich durch  Cremona  und  seine  Geometria  projettiva  von  1873 
(daneben  ist  auch  Giorgiiü  zu  nennen)  gewann  die  projektive  Geometrie 
die  Universitäten  und  damit  die  Schulen,  und  wie  überall  dringt  die 
moderne  Geometrie  in  die  Lehrbücher.  De  Pa^iUx  und  Veromse  for- 
dern, begründen  und  bewähren  eine  fundamentale  Änderung  der  Lehr- 
methode, von  ersterem  geht  auch  die  „Fusion"  (s.  Methodik)  aus  und 
hier  haben  wir  die  dritte  Periode. 

^In  Vcfoneses  Werk  von  1897  und  in  Inf/raniKs  von  1900  erreicht 
diese  Periode  ihren  Höhepunkt,  in  der  die  euklidische  Strenge  auf  die 
moderne  Auffassung  der  Geometrie  als  einen  Zweig  der  Naturwissen- 
Schaft  augewandt  wurde.  Das  logische  Element,  bei  Veronese  fast  schon 
übertrieben,  ist  gemildert  bei  Enriques:.  Eine  Erörterung  von  Fragen 
der  Elementargeometrie  findet  sich  in  dem  noch  oft.  rühmend  zu  er- 
wähnenden Buche:  Questioni  riguardanti  la  geometria  elementare, 
Bologna  1900,    zu  dem    sich    unter  Leitung  von  F.  Enriques  eine  An- 
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zrthl  liervorragenfler  Mathematiker  vereinten,  eine  deutsche  Ausgabe  ist 
iu   Vorbereitung. 

Titel  der  ersten  Per'xicle: 

Vincenzio  Flauti. 

F.  Curdenali,  Appendicc  ai  elementi  di  algcbra  e  geometria  del  signore 
Bossut,  Bologna  1809. 

Nicolo  Tegoli,  Napoli. 

E.  Giamhorii,  Corso  etc.  6  Bünde.  Torino,  4.  Aufl.  18-JO,  3.  Aufl.  von 
T)c  liiiux  ins  Französische  übersetzt. 

L.  Mnsciu'roiii,  Problemi  della  geometria  coUc  ilimostrationi  di  C.  Sacchi 
1832. 

Alessaiidro  Casuno,  Elementi  di  geometria,  Palermo  1835. 

Vrhano  Laiiqiredi.  Tentamen  di  una  nuova  teoria  delle  linee  perpendiculari, 
oblique  e  parallele,  ediz.  II,  Napoli  1836. 

De  Ccdaiidrclli,  Algebra,  geometria  jjiana  e  solida  a  trigonometria  1837. 

Fortuno  Padiila,  ßaccolta  di  problemi  della  geometria  risoluti  con  analisi 
algebreica,  Napoli  1838,  2.  ed.  id.  Bicerclie  di  analisi  etc.  Padula  hat  auch  zu 
Unterricbtsfragen  Stellung  genommen. 

Sehdstiano   Vasalli.  (Teometria  ifür  Kriegsakademien)  2.  Aufl.  Torino  1810. 

Zocchi.  Elementi  di  geometria  pura  con  notc  di  Ä.  M.  Legendrc,  Napoli 
1841. 

Gior.  Codazzi,  Geometria  descrittivct.  Torino  1842. 

C.  Rocco,  Catechismo  di  matematicbe  pure  etc.  Napoli  1842. 

F.  de  Corridi,  Sezione  geometrica  2.  ediz.  Firenze  1843. 
C.  Sareni.  Geometria  descrittiva.  2.  Aufl.  1845.  Roma. 

Ant.  Mohiati .  Trattato  di  geometria  descrittiva,  Milano  1845,  ausführliches 
Werk  mit  150  Tafeln. 

Paolo  Burzo,  Nozioni  teoretiche  e  pratiche  de  lungametria  e  planimetria, 
Torino  1845. 

Ccivaliere  Ferd.  de  Lnca,  Nuovo  sistema  di  studio  geometrico  analitico.  De- 
dotto  dello  svolgimento  successivo  di  una  sola  equazione  {c  =  a  cos  B  -\-  h  cos  4; 
alle  Sätze  aus  Legendre  VII,  alle  Formeln  beider  Trigonometrien),  Napoli  1847. 

G.  B.  Marsano.  Memoria  sui  triangli  simili,  Genova  1846. 
C.  Bravi.  Filosofia  di  matematica,  Milano  1854. 

F.  Brioschi,  Ricerche  di  analisi  applicata  alla  geometria,  Roma  1853,  Intorno 
ad  alcun.  teor.  di  geom.  1863. 

Confe  Giltst.  BeUavifis,  Lezioni  di  geometria  descrittiva,  Padova  1.S52, 
1803;  ibi  id.  Cenni  ideologici  sulla  matematica  pura  1861;  Elementi  di  geometria 
1862  (Äqaipolle)iz). 

G.  B.  Marsano,  Considerazioni  sul  triangolo  rettilineo  Genova  1863. 

Zweite  Periode. 

E.  Bcffi  e  Fr.  Brioschi,  Gli  elementi  d'Euclide  con  note,  aggiunte  e 
esercizii  etc.     Firenze  1866  ;Le  Monnier)   fortwährend  neu  aufgelegt,  zuletzt  1899. 

A.  Sannia  e  d'Ovidio,  Elementi  della  geometria,  Napoli  1869,  2.  ediz. 
1871,  sehr  ausführliches  Referat  von  Hoüel,  Nouvelles  annales  1871,  p.  289,  9.  ediz. 
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Napoli  1895.     Diu    aufeiuamler    folgenden  Ausgaben    von  Sannia  e  d'Ovidui   und 
von  Fdi/ofcr  zeigen  am  deutliclisteu  die  Fortschritte  der  Elementargeonietric. 

(/.  Ililhivitis:  A])i)lic.a/.ioue  della  geoiiietria  descrittiva  ISü'J. 

1).  Jlesso  (Gri'inder  des  „l'eviittlivo^'  1H85)   Littroii''a  Geometria  populäre. 

G.  l'eri,  Element!  di  geometria  desorittiva  1869. 

Mazzola,  Elementi  di  geometria  (für  technische  [Real-]  Schulen)  1869. 

E.  Beltranii,  Saggio  d'interpretazione  della  geometria  Non-Euolidea.  Oiorn. 
di  Mat.  6  (1868)    (vgl.  ni(;ht-('uklidis('he  tieometriei. 

(Uairaut,  Elements  de  groiui'trie,  italienisch   ]870,  dito  187Ü. 

A.  Massimino,  Sugli  elementi  di  geometria  d'Euclide  {LohatschefsMj)  1870. 

V.  Sabato,  Elementi  di  geometria  1870;  id.  Problemi  geometricie,  Lecee  1869. 

L.  Vittore,  Elementi  di  geometria,  Torino  1870,  2.  Aufl.  1878. 

jP.  Cassani,  Geometria  rigorosa  Veuezia  1872. 

Jj.  C'remona,  Elementi  di  geometria  projettiva  Torino  1873;  id.  hat  186.') 
li.  Baltstrs  Elemente  ins  Italienische  übersetzt. 

V.  Vercelli,  Elementi  di  geometria  (der  Kumhly  Italiens)  5.  Aufl.  ]87(); 
7.  Aufl.  1872;  10.  Aufl.  1876;  13.  Aufl.  1879. 

A.  Bachelat,  Note  di  geometria  elementare,  Torino  1875;  5.  Aufl.  1876. 

G.A.Boidi,  Manuale  di  diai'fiiio  geometrico  lineare;  9.  Aufl.  Torino  1875; 
10.  Aufl.  1875;  36.  Aufl.  1898.  lloidi  hat  viele  Schriften,  und  alle  erfolgreich, 
über  geometrisches  und  anderes  Zeichnen  verfaßt  und  ist  Autorität  auf  diesem 
Gebiete. 

P.  Fukheris,  Trattato  elementare  di  geometria  piana,  Torino  1875;  2.  Aufl. 
1878  für  Realschulen,  17.  Aufl.   1899. 

Aiir.  ¥ail'<>j'er ,  Elementi  di  geometria,  Venezia  1878;  Die  Bücher  von 
Faifofer  für  Realschulen,  Gymnasien  (Lyzeen)  haben  sehr  viele  Auflagen,  seine 
Geometria  intuitiva  (für  technische  und  normale  Schulen)  hat  1899  die  31.  Aufl.; 
seine  ebene  Trigonometrie  1899  die  11.  Aufl. 

V.  Sabato,  Le  congruenze  1878. 

I).  Bcsso,  Elementi  di  trigonometria  piana  Torino  1880. 

F.  Bertini  e  0.  Tagnoli,  Euclide  V  und  VII  Torino  18S0,  IV,  V  und  VI  1884 
(V  von  Bertini'). 

A.  D.  Zolt,  Principii  della  uguaglianza  di  poligoni  etc.  1881  Milano,  46  p.; 
di  poliedri  e  di  poligoni  sferici  1883,  s.  Inhalt. 

S.  Pincherle ,  Geometria  pura  elementare  1881  (kurzer  Leitfaden),  4.  Aufl. 
1895,  Sammlung  Hoepli  (billig  und  praktisch);  Geometria  metrica  e  trigonometria, 
4.  Aufl.   1895. 

F.  Aschieri,  Geometria  projettiva  e  descrittiva  1883;  2.  Aufl.  1892;  Lezioni 
Ji  geometria  descrittiva  1895. 

G.  B.  AiitonelK  el  Lazzeri,  Geometria  intuitiva  Firenze  1883. 

Dritte  Periode. 

R.  de  Paolis,  Elementi  di  geometria,  Torino  1884;  epochemachendes  Buch, 
Axiome,  Fusion,  für  Lehi'er  bestimmt;  id.  Sui  fondamenti  della  geometria  pi-o- 
jettiva,  Roma  1887. 

G.  Peano,  Torino  1889.     I  principii  di  geometria  logicamente  esposti. 

Nicod.  Bemporad,  Euclide  (libri  I — VI  messi  sott  altera  forma),  2.  Aufl.  1886; 
3.  Aufl.  1891. 
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E.  d'Ovidio,  Euclide  I  e  II  1889;  Euclide  I  accommodato  per  i  ginnasi. 

G.  31.  Tcsti,  Corso  di  mat.  spee.  per  gli  istituti  tecnici,  Torino  1890,  2.  Auii. 
(510  esercizii)  1897;  3.  Aufl.  1899. 

7f.  Bettazzi,  Teoria  deUe  grandezze,  1890  Pisa;  La  risoluzione  dei  probl. 
numerici  e  geometrici,   Torino  1893. 

F.  Oiudice,  Trigonometria  rettilinea,  Torino  1889;  (ieometria  piana,  Brescia 
1890,  solida  1891  Geom.  pia)ia  1897,  Palermo,  eigenartige  Behandlung  der 
Flächen  vergleichung. 

G.  Lazzeri  e  A.  Bassani,  Elementi  di  geometria  Livorno  1891.  die  Gedanken 
de  Paolis"  für  die  Schule  fruchtbar  machend;  2.  Auti.  1898. 

G.  Riboni,  Elementi  di  geom.  imit  gegen  6000  Aufgaben;  1892. 

J.  Caiitelotti,  Geometria  pura  elementare  esplicata  per  dualitä  (Fusiou;  Torino 
1893—1899. 

O.  Faciola ,  Elem.  di  geom.  le  proprieta  dei  triangoli  e  paraUeli  sulla  in- 
depetidenza  di  loro  pustulato.  Messina  1894. 

(t.  Scoto,  La  misurazione  delle  grandezze  graiiche  Livomo  1895. 

S.  Piiicherle,  Esercizi  di  geometria  element.  Milano  1897. 

(t.  Veroriese  e  P.  Gazzaniga,  Elem.  di  geom.,  autogr.  Padova  1895;  im  An- 
schluß an  die  „Fondnme.ntr'  Yeronese's  von  1891,  deutsch  von  1894  von  Schepp 
(s.  Methode). 

f'eronese,  Elem.  tfi.  geom.  lS!t7 ,  Padova,  Druck  des  vorigen,  mit  Bei- 
hilfe von  P.  Gazzaniga  (s.  Methode). 

Mich.  Gremigiii,  Gli  elementi  d'Euclide,  Roma  1897;  B.  I,  Firenze  1899. 

F.  Enriques,  Lezioni  di  geom.  projettiva,  Bologna  1898  (für  Lehrer.)  Deutsch 
von  H.  Fleischer,  Leipz.  1903,  verbessert  von  E.  selbst  und  Fleischer. 

Cr.  Ingratni,  Elem.  di  geom.  per  le  scuole  secondarie  superiori,  Bologna 
1899,  auf  gleiclier  Höhe  wie  Vermiese,  schon  vieles  von  HilherVs  (Grundlagen  ent- 
haltend. 

E.  Bagnoli,  Geom.  rettilinea  e  curviliuea  trattata  con  metodo  preeuclidico  etc., 
Roma  1900  (ähnlich  wie  Hühner,  die  Rechnung  als  die  ursprüngliche  Mathematik 
betrachtet). 

Enriques  ed  Amaltli ,  Element,  di  Geom.  1903,  ein  für  Mittelschulen 
außerordentlich  brauchbares  Buch,  dessen  Übersetzung  sehr  nützlich  wäre;  vgl. 
auch  das  Referat  von    Vailati  im  Bullet,  di  bibliogr.  1904. 


Übrige  Länder. 

Zeit-  und  Raumniaiigel  zwingt  micli,  die  übrigen  Länder  sum- 
mariscli  zu  behandeln  und  die  Ausfüllung  der  Lücken  der  Kor- 
respondenz im  Archiv  der  Math.  u.  Phys.  zu   überlassen. 

Li  Spanien  erlebte  die  Mathematik  ihre  Blüte  im  Mittelalter  auf 
den  arabischen  Universitäten  und  bei  den  spanischen  .Juden  Ihrahim  Ihn 
Esra,  Gerson  hen  Levy  etc.  Dann  sank  der  Kultui-zustand  des  Lau 
des.  Im  18.  Jahrhundert  war  die  hfihere  Schule  ganz  in  den  Häudeu 
der  Geistlichkeit,  besonders  der  Jesuiten;  lateinische  Euklid-Ausgaben 
und  die  spanische  der  8  geometrischen  Bücher  von  Jac.  Kresa,  Briissd 
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1689  waren  im  Gebrauch  und  vorher  Jos.  Zaragoza,  Eucl.  singulari 
methodo  illust.r.  (sjiaiiisch),  Valeutia  1673. 

Die  erste  Nuiuitier  des  Enseignement  Lnisant's  vom  15.  Jan.  1899 
enthält  von  der  berufensten  Hand,  von  Z.  (1.  de  Galdeano  (Saragossa), 
einen  Bericht  über  das  Aufblühen  der  Matheiriatik  in  Spanien,  etwa 
von  ISlif)  an.  Galdeano  hat  für  Spanien  etwa  die  Bedeutung,  die 
Teixeira  für  Portugal  hat.  Demnach  war  die  erste  Hälfte  des  19.  Jahr- 
hunderts im  wesentlichen  von  Übersetzungen  aus  dem  Französischen 
beherrscht,  Legendre,  Ijicroix,  Vincent,  Lefcbure  de  Foureij  etc.,  aber 
auch  die  Geometrie  descriptive  von  Monge  wurde  .spanisch. 

Die  ersten  selbständigen  Lehrbücher  sind  wohl  die  von  Juan 
Cortazar  (Madrid). 

Um  1865,  also  zeitlich  ungefähr  zusammentreffend  mit  Hamilton. 
Bellavitis,  Graßmann,  Mübius,  gal)  Hey  y  Ueredia  (y  ist  =  und,  der 
zweite  Name,  wie  in  der  Schweiz  und  Süddeutschland,  der  Familien- 
name der  Frau)  eine  geometrische  Interpretation  der  imaginären  Zahlen, 
also  Richtung  und  Länge  zusammenfassend.  Beeinflußt  ist  das  Werk 
von  Kant  und    Wronski. 

Unter  dem  Einfluß  von  Hey  steht  die  Geometria  elemental  von 
Luciano  Navarro.  Der  große  spanische  Dichter,  der  Verfasser  des 
Gran  Galeotto,  Jose  Echegaray ,  führt  dann  in  seiner  Introduction  ü  lu 
geometria  superior  die  Lehrerwelt  in  die  projektive  Geometrie  nach 
Chasles  ein  und  Galdeano  selbst  gab  eine  Geometria  elemental,  die  schon 
die  Porismen  Euklids,  die  Lemmata  l'apjnis' ,  und  einen  großen  Teil 
des  Materials  von  RoucJie  et  Comherousse  verarbeitet  imd  die  1888  sehr 
erheblich  in  der  Richtung  der  modernen  Geometrie  erweitert  wurde. 

Juan  Just.  Garcia,  Elementes  de  aritmetica,  algebra  j  geometria,  !>.  Aufl. 
Madrid  1821. 

V.  Bomagtiolo ,  Manuale  de  geometria,  Tortona  1823. 

J.  M.  Vallejo,  Compend.  de  matemät.  puraa  y  mistas,  4.  Aufl.  correg.  e 
aument.  con  cuantos  descubrimientos  etc.  Madrid  1841.  id.  Tratado  elem.  de  mate- 
mäticas  escrito  de  erden,  de  S.  M.  para  uso  de  los  caballeros  semin.  del  seminar. 
de  nobles  de  Madrid  y  demas  casas  de  educaciön  del  reino  I  1,  2  geomet.  trigon. 
plana  y  geom.  pratica,  Madrid  1823;  II  1  Trigon.  esferica,  aplic.  de  la  algeb.  a 
la  geomet.,  secciones  conicas  etc.     Madrid  l.sl7  (III.  Aufl.  1841). 

M.  Salavera,  L'omplemento  elemental  de  gemetria  y  trigonometria  rectilinea 
Tarragona  1892. 

/.  Nunez  de  Arenas,  Catecism.  de  algeb.  elem.  1843. 

Baidom.  Perejon,  Observ.  sobre  la  ensenanza  de  la  geom.  comb,  con  el  dilnjc 
lineal;  Madrid  1845. 

Juan  Cortazar,  Trat.  d.  Geom.  elem.    Madrid  5.  Aufl.  1850,  13.  Aufl.  1866. 

Z.  6.  de  Galdeano,  Estudios  criticos  sobra  la  generaciön  de  los  con- 
ceptos  mat.     27.  La  evolucion   de   la   geom.  Ruclid.  hasta   los    tempos    modernes. 
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Madrid  1870;    s.   a.   Methodik;    1882.  1.  Aufl.    der  Geiymet.    eletn.,    1884,    1888 
(^„Fusion',  aber  nicht  völlig  durchgeführt),    id.  1892  Teor. .   probl.  y  metodos  geom. 

Viel  geringeren  wissenschaftliehen  Wert  hat  nach  Lnria  (DelJa 
varia  fortuna  di  Euclide)  die  portugiesische  Elementarmathematik  von: 

J.  A.  Serrasqueiro,  Tratado  de  geom.  elem.     7.  Aufl.     Coimbra  1899. 
Luciano  Xavarro,  Geom.  elem.  1874,  Salamanca. 
A.  B.  de  I'rndn,  Elementos  de  matem.     2.  Aufl.     Madrid  1896. 
A.  Moya,  Elements  de  matem.     4.  Aufl.  Madrid  1898. 

Portugal. 
Fl.  Guimaräes  zählt  in  seinem  Buche  „Les  matheniatiques  en  Por- 
tugal au  XIS*"  siecle.    Apercu  historique  et  hibhographique".    Coimbre 
1900  folgende  Lehrbücher  der  Elementargeometrie  auf: 

-7.  M.  Äbreu,  Supplement  ;x  la  traduction  de  la  geometrie  d'Euelide  de 
Ml-.  I'eyraud ,  et  ii  la  geometrie  de  Mr.  Legendre,  suivi  d'un  essai  sur  la  vraie 
theorie  des  paralleles,  1809. 

J.  Felix  Pereira,  Elementos  de  geometria.     Lisboa  1854. 
i?.  B.  de  Suuza  Pinto  e  F.  de  Castro  Fieire.    Geometria  elementar  theorica  e 
pratica.     Coimbra  1856. 

J.  M.  Couceiro  da  Costa,  Tratado  de  geometria  elementar.     Lisboa,  1868. 

F.  Villela  Barboza,  Elementos  de  geometria.  Lisboa  1870  (plusieurs  editions). 

/.  M.  Couceiro  da  Costa,  Applicagäo   da   geometria  elementar.     Lisboa  1870. 

Zeferino  Candido,  Elementos  de  geomeh-ia.     Coimbra  1877. 

A.  A.  da  Piiia  Vidal  e  C.  A.  Moraes  d'Almeida,  Elem.  de  geom.  plana, 
Elementos  de  geometria  no  espa9äo.     Lisboa  (plusieurs  Editions). 

A.  A.  da  Pina  Vidal  e  C.  A.  Moraes  d'Almeida,  Appendice  aos  elementos 
de  geometria.     Lisboa  1881. 

J.  A.  Serrasgueiro ,  Tratado  de  geometria  elementar.  Coimbra  (plusieurs 
editions). 

J.  A.  Bonifacio,  Geometria  elementar  plana  e  no  espa90.     Porto  1882. 

/.  F.  d'Avilkz,  Questöes  de  mathematica.     Lisboa  1889. 

C.  Gotiies  Villas-Boas,  Elementos  de  geometria.  trigonometria  rectlinea  e 
spherica.     Lisboa  1824. 

C.  Gomes  Villas-Boas,  Geometria  e  mecanica  applicadas  äs  artes,  ou  tratado 
elementar  d'estas  sciencias  (extrahido  do  curso  normal  do  baräo  Charles  Diipin). 
Lisboa  1837. 

Für  Helgim  ist  im  wesentlichen  die  französische  Sprache  und 
Literatur  maßgebend,  Catalmi  ist  dort  schon  aufgeführt;  Nmhen/  und 
Mansion,  soviel  sie  auch  zur  Entwicklung  des  Seknndärunterrichts 
besonders  durch  die  Mathesis  seit  1880  beigetragen,  haben  leider  kein 
Lehrbuch  der  Elementargeometrie  geschrieben.  Zu  nennen  sind  vor 
allem : 

P.  Brasseur,  Geom.  elem.  plane,  1.  Aufl.  1885,  6.  Aufl.  1899  und 
A.  Camhier    (Lispecteur   general    honoraire   de    l'enseignement    moyen),   der 
Blanchet  in  der  Bearbeitung  des  Euklid  abgelöst  hat.     Interessant  ist,   wie  auch 
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in  Belgien  dio  Anwendung  und  die  Hücksicht  auf  die  Praxis  in  den  Mittelschulen 
zunimmt.  Die  3.  Aull.  des  mit  Anwendungen  und  Änderungen  edierten  Legendre 
von  1880  hat  mehr  als  800,  die  5.  Aufl.  von  1899  schon  mehr  als  1000  Aufgaben. 
Cambier'B  eigene  Geom.  elem.  ä  l'usage  des  (5coles  moyennes  avec  un  traite  d'arpen- 
tage  (Feldmessung)  1880,  1887  id.  avec  de  nombreuses  applicatinns ,  1900  avec  de 
nombreuses  applicat.  et  un  traite  d'arpentage  et  de  nivellcmcnt.  (Bi-uxelles.) 

Ich  neune  noch: 

De  Wiixtei-h  1899,  der  sich  im  Bourget  und  der  Mathesis  als  tüchtiger 
Klementaruuitlicmatiker  erwies:  (irondbeginselen  en  lieschrijvende  Meetkunde  (tteut) 
und  Cambier,  Le9on  de  trigonometrie  rectiligne  et  spherique,  2.  Aull.  1870. 

Ed.  Linglin,  Geom.  plane  1880. 

Aug.  Poulain  1875  und 

H.  Vuiliert  (Journal  de  V!),  Questions  de  mathematiciues  elem.,  Bruxelles 
1879. 

Für  industrielle  Schulen  ist  ein  „Cours"  vou  Henri  l'osfnid  (auto- 
graphiert)  zu  nenueu  und  für  Fröbel'sche  Kindergärtnerinnen:  3Iarechal, 
Le^,.  sur  les  fornies  geometr. 

In  Dänemark  scheint  mit  Lindnqi  1803  (die  ersten  VI  Bücher) 
Euldid  schon  verlassen  zu  sein,  für  die  Wende  des  Jahrhunderts  ist 
JBugge,  TJiom.  zu  nennen,  dann 

H.  0.  Björn,  Laereb.  i  Geometri,  Odense,  3.  Aufl.  1834,  4.  Aufl.  1854. 

C.  Rasmus,  Elementar  geometri  1850. 

/.  Oppermann,  Elementar  plangeometri  1834  und  vor  allem  bis  etwa  1880. 
C.  E.  Mundt,  Elemente,  3.  Aufl.  1858,  10.  Aufl.   1879;    18G9  auch  schwedisch 
von  ./.  E.  Bergroth  bearbeitet;  seit  1880  herrscht: 

fTiilius  refersen ,  der  auch  der  deutschen  Literatur  angehört;  seine  Plan- 
geometrie hatte  1902  die  2.  Aufl.,  die  Stereometrie  die  4.  Aufl.,  die  Geometrie  die 
6.  Aufl.,  Methoden  und  Theorien  die  4.  Aufl.,  die  Trigonometrie  die  5.  Aufl. 

Für  Aufgaben  noch  Buchuald  og  Sternberg,  Plangeometriske  Konstruktioner 
I,  4.  Aufl.  1892;  11,  3.  Aufl.     Dann  für  zeichnende  Geometrie 

Setsch  og  Ursin,  Geometriscke  Tegnelaere,  5.  Aufl.  18S2;  {Ursin  hat  1828 
für  Handwerker  und  Künstler  eine  Geometrie  verfaßt  und  1828  mit  Hetseh  für 
Kunst-  und  Handwerksschüler)  und  für  deskriptive  und  projektive  Geometrie: 

C.  Seidelin,  Descr.  Geom.  1873,  Element.  Laere  i  Project.  1871. 

Schweden  hat,  soweit  ich  es  beurteilen  konnte,  am  treuesten  am 
Euldid  festgehalten.  Die  acht  geometrischen  Bücher  sind  in  der  Be- 
arbeitung von 

Märten  Strömer,  De  sex  första  jemte  e  elfte  och  tolfte  böckerna  af  Euclidis 
elementa  eller  grundeliga  inledning  tili  geometrien  „für  die  Jugend"  noch  184G 
abgedruckt,  dann  ist  diese  vou  P.  V.  Bergstrand  ediert  seit  1841;  13.  Aufl. 
1874;  14.  Aufl.  1879.     Ferner  die  acht  geometrischen  Bücher  von: 

H.  A.  Vitt  d~  M.  E.  Areskong ,  elementa  geometriae  med.,  Malmö ,  1.  Aufl. 
1850;  2.  Aufl.  1856. 

H.  Falk,  Stockholm  1836. 

Simon,  liilomeiitargeuuietrie.  4 
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C.  A.  Weststim,  Lärobok  i  geometrie,  omfatande  de  sex  forsta  bökerna  i 
Euclider,  Stockholm  18U7  und  1871,  2  Tle.  (die  sechs  ersten  Bücher)  ISül  und  1871. 
Sehr  häufig  wurde  das  schwierige  V.  Buch  bearbeitet. 

P.  M.  Brakenhjelm ,  Proportionläran  efter  Euclid,  Stockholm  1852. 

P.  N.  Ekmann,  Proportionslära  med  förkl.  (Erkläningeni.  5.  mipl.  1875 
(1.  Aufl.  1840).     V.  Buch,   1.  Aufl.  1875.     Stockholm. 

F.  W.  Htiltman,  1873,  2.  Aufl.  1876.     Stockholm. 

Y.  Nyherg.  2.  Aufl.  Norrk.   1874. 

Dillner,  V.  und  VI.  Buch  etc. 

Aber  auch  Legendre  drang  nach  Schweden,  Übersetzung  von  E. 
Harfvefeld  1833  und  später  von 

Neovius,  1.  Aufl.  1867;  2.  Aufl.   1876. 

Als  Verfasser  selbständiger  Lehrbücher  der  Elementargeometrie 
führe  ich  an: 

P.  E.  Gronhjehn,  Elementerna  af  arithmetiken  och  planimetrien ,  1  uppl. 
Stockholm  1829,  2  uppl.  Kristianstad  1834,  3  uppl.  (Tilljander)  1844,  4  uppl. 
Sölvesborg  1852,  (5.  Aufl.  von  C.  G.  W.  Hjort)  1859.  7.  uppl.  Kristianstadt  1873 
von  0.  C.  iSylvan. 

P.  X.  Ehnana,  Element,  af  plana  Trigonometrien.  1.  Aufl.  1841;  3.  Aufl. 
Stockholm  1860;  fuUständing  lärobok  i  Elementargeometrien,  Stockholm  1852; 
o  fringar  i  linearteckning  pa  frihand,  1.  Aufl.  1847;  3.  Aufl.  1863.    Stockholm. 

C.  J.  L.  Almqiiist,  Lärobok  i  Geometrien  mit  deskriptiver  Geometrie  1842. 
1.  Aufl.  1833;  4.  Aufl.  1853  (Norrköpnig.) 

0.  C.  Sylvan,  Elementerna  i  geometri  (I.  Planimetri.j  Kristianstad  1866. 

H.  Falck,  Practik  Lärobok  i  Geom.  och  Trigon.  (Upsala  1831.) 

Ernst  Bonsdorff  (finnisch ,  dann  schwedisch  übersetzt)  Elementerna  i  Geom. 
1884,  1886.     Derselbe:  Sammlung  geometrischer  Probleme  1877. 

Bedeutenden  Erfolg  hat  auch  das  Lärob.  i  Geom.  von 

P.  A.  Siljeström,  Lärsbok  i  geometrien  tili  folkokolornas,  Stockholm,  6.  Aufl. 
1888. 

,/.  W.  Hultma»,  Sammlung  von  Examensaufgaben  von  1864 — 79;  nach  seinem 
Tode  von  /.  E.  Cederblom  Stockholm  ISSO  publiziert. 

C.  L  A.  Kuntze,  1872,  Geometrische  Aufgaben  zum  Zeitvertreib  etc. 

B.  A.  Nyberg ,  Om  Behandl.  af  geom.  öfi^ningscypgifter,  Borgä  1880. 

A.  J.  S.  Lagerheim,  Stockholm  1881,  Satser  ur  plangeom. 

A.  LomboU,  mat.  Opgaver.     5.  Aufl.  1895. 

Ad.  Markman,  Lärob.  i  beskrifvande  geom.  Malmö  1880. 

Ich  nenne  noch  JoclmicJ:  (Aufgaben),  SöderUom,  Wicnicr.  Eine 
moderne  Wendung  findet  mit  Lanrin  (projekt.  Geometrie)  statt,  nach- 
dem die  Regierung  E.  Limdherg  auf  eine  Studienreise  nach  dem  Kon- 
tinent gesandt- hatte,  wo  ich  Gelegenheit  fand,   ihn    kennen   zu   lernen. 

P.  G.  Laurin,  Lärobok  i  Geom.  1.  Aufl.  Lund  1S90;  2.  Aufl.  1894. 

Aus  Norwegen,  dem  Lande  Ahd's  und  Soplms  Lies,  führe  ich 
uiu-  au: 
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Brock  (Ok,  Jakob),  Den  deskriptive  Geometries  Elementen,  Christiania 
1847;  2.  Aufl.  1861;  Plangeom.  ISöä,  3.  Aufl.  1863;  Trigonom.  1851,  2.  Aufl.  1864. 
Jiroch  ist  durch  mehrere  .\rbeiten  im  Cnlk  (Ellipse  aus  ein  Paar  konjugierten  Durch- 
messern), sowie  iu  Dorc'a  Hepcrtorium  auch  in  Deutschland  bekannt  und  war  von 
1879  bis  1889  „chef  du  bureau  international  des  poids  et  niesures"  in  Sövres. 

Ji.  Holmhoe,  AbeVs  Lehrer  und  väterlicher  Frewnd,  Lärob.  i  Mathem.  2  Teile, 
Geometrie  Kristiania  1827,  3.  und  4.  Aufl.  von  ,T.  Odhimhl,  ST;  Stereometrie 
1853;    von   0.  A.  Bjirknes  1859. 

leb  nenne  noch  C.  M.  Guldber;/  als  V'erfasser  erfolgreicher  Lehr- 
bücher, insbesondere  für  Stereometrie. 

Aus  Holland  nenne  ich  zwei  Elementarmathematiker  ersten  Ranges: 

/.  H.  van  S winden  und  /.  de  Gelder,  beide  aus  dem  Anfange  des  Jahr- 
hunderts.    Die  letzte  Euklid-Ausgabe  ist  die  5.  Aufl.  von  Steemtra  von  1825. 

/.  H.  van  Siriiiden,  Theor.  geom.  accedunt  probl.  geom.  libri  quinque,  Amster- 
dam 1781.  Grondbeginselen  der  Jleetkunde  1790,  schon  1797  von  C.  Gaeb  deutsch 
(Jena),  vgl.  Jacobi  1834,  2.  verbesserte  en  vel  verm.  Oplage  (.7.  Oomkens)  1833. 
Traite  de  geom.  theor.  e  prat.  1806  etc.  Analyse:  Correspondanee  Quetelet  I — 11; 
von   Verdam. 

,J.  de  Gelder,  Beginsels  der  Meetkunde.  Amsterdam  1810,  2.  Aufl.  1817, 
Handleiding  tot  te  beschouvende  en  werkdadige  Meetkunst.  Amsterdam  1806, 
neue  Auflagen  der  Beginsels  1850,  1862,  auch  deutsch    ühersetst. 

Ji.  Lobatto,  Leerboek  der  regtlijnigeu  en  spher.  driehoekmeeting  1843. 

G.  J.  Kapteyn,  Oefeningen  etc.  1853  (Militärakademien). 

W.  Schwertzel,  Jets  ov.  het  bepalen  van  den  cirkel  door  puuten,  raaklijnen 
en  rakende  cirkels  1853.    (Taktionsproblem.) 

Buys  Bailot,  Begins.  en  gronden  der  Meetkunde,  1.  Anfl.  Utrecht  1852  (2.  Aufl. 
Trigonometrie  1856),  3.  Aufl.  1860. 

Sehr  verbreitet  ist  J.  Veriiliiy.s,  Begins.  der  nieuwere  Meetk.  Gron  1868,  71, 
79,  90,  99;  Handboek  der  Meetk.  1892,  1897  etc.  Beknoptes  etc.  (kurz  gefaßtes 
Lehrbuch  der  Stereometrie)  1899. 

G.  A.  Vorstermaii  van  Oyen  (Verfasser  von  „WO  Schulmeister  99  Gecken"). 
Handboek  voor  de  theorie  en  pruktiijk  der  Meetk.  Schoonh.  1873 — 77. 

B.  L.  Vries,  Goniometrie  und  Trigonometrie  1875,  oft  aufgelegt. 

Jan  de  Vries  und  11'.  H.  L.  Janssen  v.  Eaay ,  Leerboek  der  vlakke  meetk 
1893. 

Bierens  de  Haan,  Overzicht  der  goniometrie  en  der  vlakke  Driehoeksme- 
ting,  Leiden  1869. 

/.  van  Loghem,  1000  Oefeningen  (Übungen)  v.  Driehoeksm.  en  lichaams 
(körperliche)  Meeting  Sneek.  1874. 

F.  Molenbroek,  Leerboek  der  Meetk.  Leiden  1896. 

Außerdem  sind  entsprechend  der  geographischen  Lage  sowohl  die 
französischen  Lehi-bücher  (Legendre,  Lacroix,  Compagnon  etc.)  als  die 
deutschen  (ßcUimilch,  Adatn's  Transversaleu,  Koppe,   Wiegand  etc.)  ins 

Holländische  übersetzt. 

4* 
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Ungarn. 

Wolfgang  Bolyai,  Tentamen  juventutem  studiosam  in  elementa  mathe- 
seos  etc.  introducendi;  der  3.  Appendix  ist  der  Appendix  scientiam  spatii  absolute 
veram  exhibens  etc.  von  Johann  Jiolyai;  eine  neue  Auflage  des  Tentamen  ist 
im  Auftrage  der  ungarischen  Akademie  eister  Band  von  Julius  König  und  Moritz 
Kethy  1897,  zweiter  und  dritter  Band  von  J.  Kiirschdk ,  M.  Bähy ,  Bdla  Tötüssy 
de  Zepetluiek  1904  in  prächtiger  Ausstattung  herausgegeben. 


Polen  und  Rußland,  Slaven. 

Polen:  Czecha,  Euklid  1817.  Legendre  und  Lacroix  (Dabrow.skiego  Warschau 
1821)  werden  früh  übersetzt. 

Wroiishi  (s.  Methode). 

(?.  H.  Kieirengloirdi  i Paris  1855),  Ein  polnisches  Lehrbuch  der  Elementar- 
geometrie; nach  der  Inhaltsangabe  von  Terquem  1856,  Nouvelles  annales  p.  14 
ein  gutes  Buch.     Aus  neuerer  Zeit: 

TJ'.  Hertz  1883  und  besonders  die  Lehrbücher  von 

■S.  Bickstein  (Warschau.)  2.  Aufl.  1883. 

.7.  Badowski.  Elementargeometrie,  Warschau  1894  von  Dickstein  gelobt. 

Bulgarisch:  A.  Soureck  Filipopel  1883  von  Stitdnicka  gelobt. 

Böhmisch:  A.  Strnad ,  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Obergymnasien;  Prag 
1898,  von  Studniika  sehr  gelobt; 

und  die  Bücher  von  Noca. 

Bußland:  Suvoroff,  Euklid  Ausgabe  1789  nach  dem  griechischen  Text  und 

Waschtschenko-Zakhartschenko  1880  mit  Bibliographie  von  1481 — 1879.  Die 
verbreitetsten  Lehrbücher  sind  (nach  Loria  1.  c.)  die  von 

Davidoff ,  6.  Aufl.  Moskau  1893  und  als  Ergänzung  die  von  Waschtschenko. 
Schon  1836  wurde  von 

Perevontschikoff'  im  Auftrag  der  Verwaltung  ein  Lehrbuch  der  Elementar- 
geometrie verfaßt. 

P.  A.  Xekrassoic ,  Allgemeine  Methoden  der  Auflösung  geometrischer  Kon- 
struktionen, 2.  Aufl.  1896. 

.7.  A.  Alexandroff'  (nach  der  6.  Aufl.  von  D.  Aitoff'  189S  ins  Französische  über- 
setzt, 1903  deutsch  bei  Teulner);  ein  Werk  ähnlich  wie  Peterseiia  Methoden  und 
Theorien. 

G-riechenland  vertauschte  in  der  Mitte  des  Jahrhunderts  die  Stoieheia 
des  großen  EiiMid  gegen  Lal-öns,  mir  liegt  eine  Ausgabe  von  1870 
vor,  die  stark  vom  Eiüdid  abweicht.  Im  Jahre  1884  {Loria  1.  c.)  schrieb 
die  Regierung  einen  Wettbewerb  aus,  in  dem  der  bekannte  Mathema- 
tiker HazzidaMs  Sieger  blieb.  Wer  in  dem  neuen  Kampf  um  einen 
vollständigen  Abriß  der  Elementarmathematik  Sieger  geworden,  weiß 
ich  nicht. 
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II.  Spezielles. 

A.    Pariilh'lentheorit'. 

5.  Beweis  des  Parallelenaxioms.  Aus  l'roldos  wissen  wir,  daß 
die  Parallelentbeoiie  Euldid's  von  Anfang  an  Widerspruch  gefunden 
und  Verbesserungsversuche,  z.  B.  von  Ftolemäos  und  Gcminus  erfahren 
hat.  Iticcardi  zählt  in  den  Memorie  di  Bologna,  Serie  Y,  Bd.l,  1890 
auf  20  Quai-tseiten  Monographien  über  die  „5.  Forderung"  (11.  Axiom) 
des  Euliid  auf  von  Cafaldi  1603  bis  Tanncry  1887.  Alier  noch  aus 
1891  sind  uns  drei  neue  Versuche  bekannt,  die  Paralleleutheorie  des 
Euklid  mit  Ausschluß  der  5.  Forderung  zu  beweisen,  ein  Jahrhundert, 
nachdem  Gauß  die  nichteuklidische  Geometrie  begründet  hat.  Vergh 
hierzu  Bonola,  Index  operum  ad  geometriam  absolutam  spectantium, 
Literatur  von  1839  bis  1902.  Vielleicht  überzeugt  die  Versinnlichung 
der  nicht-euklidischen  Geometrie  durch  die  Geometrie  des  Kugel- 
gebüsches von  Wellstein  (2.  Band  der  Enzyklopädie  der  Elementarmathe- 
matik von  Weher  und  Wellstein)  Ijezw.  F.  Klein  die  Gymnasiallehrer 
von  der  Widerspruchslosigkeit  der  nicht-euklidischen  Geometrie  und 
damit  von  der  Unmöglichkeit,  die  Parallelentheorie  ohne  eigenes 
Axiom  zu  begründen. 

Bis  zum  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  sind  es  ganz  besonders  die 
Jesuiten,  die  sich  mit  den  Grundlagen  der  Geometrie  erfolgreich  be- 
schäftigt haben,  und  auch  auf  ihren  Lehranstalten  gerade  dieser  Seite 
der  Elementai-geometrie  große  Beachtung  schenkten,  ich  nenne  nur: 
Clavius,  Pelletarius,  Ceva,  Grünberger,  Saccheri,  Bolzano. 

Um  die  Wende  des  Jahrhunderts  bringt  dann  Legendre,  „der 
zweite  Eiiklides",  durch  seine  Elements  von  1794  die  Parallelenfrage  in 
Fluß,  ob  er  nun  durch  den  Gegensatz  zu  den  Jesuiten,  oder  durch 
d'Alemberfs  Melanges  angeregt  ist,  bleibe  dahingestellt.  Li  den  ver- 
schiedenen Ausgaben,  besonders  in  der  dritten  von  180(-)  und  der 
zwölften  von  1823,  die  er  wohl  als  sein  letztes  Wort  ansah,  behandelte 
er  die  Parallelentheorie  immer  aufs  neue,  und  über  ein  Menschenalter 
hat  er  an  der  Parallelentheorie  gearbeitet.  Auffallend  ist,  daß  er  mit 
dem  Begriff  des  mathematischen  Unendlichen  so  wenig  vertraut  ist,  daß 
er  trotz  der  vorzüglichen  Kritik  Steins  (s.  u.)  die  Schwäche  seiner 
Beweise  nicht  anerkennt,  sondern  die  Abändeningen  nur  als  Verein- 
fachungen gibt;  daß  er  die  Schwäche  aber  vielleicht  doch  gefühlt, 
kann  daraus  vermutet  werden,  daß  er  in  der  9.  bis  11.  Aufl.  im  wesent- 
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liehen  zu  Eullid  zurückgekehrt  ist.  Es  ist  Lecjendrei,  bleibendes  Yer- 
dieust,  das  er  allerdings  mit  Sacclieri  und  Lamhert  teilt,  den  Zusammen- 
hang der  Parallelentheorie  mit  der  Winkelsumme  des  Dreiecks  der 
Menge  der  Mathematiker  ins  Bewußtsein  gebracht  zu  haben.  Freilich 
steht  das  schon  klar  und  deutlich  bei  Prollos;  aber  der  war  damals 
so  rar,  daß  CasUnan  noch  1792  (Berliner  Memoiren)  sich  kein  Exem- 
plar verschaiFen  konnte. 

Legendre  gibt  über  seine  Arbeiten  Rechenschaft  in  den  noch  heute 
höchst  lesenswerten  „Eeflesions"  (Memoires  de  l'Institut  T.  511,  183;!, 
p.  367\  Er  beginnt  mit  dem  Satze  der  3.  Aufl.  1800,  Note  2:  Die 
Summe  der  Winkel  eines  geradlinigen  Dreiecks  kann  nicht  größer 
werden  als  zwei  Rechte.  Der  Beweis  ist  von  Lulatsch efslij  in  den 
geometrischen  Untersuchungen  wesentlich  vereinfacht;  Legendre  (und 
Lohafsckefskij)  setzen  dabei  stillschweigend  die  Unendlichkeit  der  Ge- 
raden und  das  ^-i>T7(/w(f frische  Axiom  voraus.  Ganz  besonders  ein- 
leuchtend erscheint  der  Beweis  der  12.  Aufl.  Er  beweist,  daß  ohne 
Änderung  der  Summe  der  Dreieckswinkel  zwei  Winkel  zu  0  herab- 
gedrückt werden  können,  um  daraus  zu  schließen,  es  müsse  der  dritte 
Winkel  gleich  zwei  Rechten  sein.  Da  Legendre  sicher  die  (rerf/ow «eschen 
Annalen  las,  so  ist  nur  anzunehmen,  daß  er  die  Kritik  Steins  {Ger- 
gonnes  Ann.  XVI)  nicht  verstanden  hat.  Stein  weist  auf  das  ein- 
fachste nach,  daß,  wenn  ein  ^A  inkel  fortgesetzt  halbiert  wird,  jeder 
beliebige  Punkt  auf  dem  veränderlichen  Schenkel  jeden  beliebigen  Ab- 
stand vom  andern  beibehalten  kann. 

Zum  Schluß  geht  Legendre  auf  den  liertrandsch.eu.  Beweis  ein, 
wonach  ein  Winkel,  da  er  ein  angebbai"es  Verhältnis  zur  Ebene  hat, 
nicht  in  einem  Streifen  enthalten  sein  könne.  {Bertrand.  Developpe- 
ment  nouveau  de   la  partie   elementaire    des   math.  Geneve  1778,   t.  11. 

P-19.) 

Die  In-tümer  Boirand's,  Legendre's,  Gergonne's,  Servois'  und  so 
zahlloser  Mathematiker  finden  ihre  Erklärung  dadurch,  daß  erst  durch 
Bernhard  Bolzamis  Paradoxien  des  Unendlichen  1837  der  GrenzbegriiF 
„unendlich"  seine  Aufhelhmg  fand.  Wie  langsam  übrigens  die  Auf- 
kläning  geht,  kann  man  z.  B.  aus  dem  Liihscn&ehen  „Beweis!"  des 
EttMidschen  Axioms  (16.  Aufl.  p.  37,  1871)  oder  aus  dem  Lorbergschen 
von  1892  sehen.  Dagegen  hat  z.  B.  Stein  schon  (Gergonnes  Ann.  XV 
und  XVI)  vollkommen  klaren  Einblick,  daß  es  auf  den  Werdeprozeß 
ankommt,  und  wenn  er  es  auch  nicht  ausspricht,  er  weiß  es,  daß  die 
gewöhnlichen  Rechnungsregeln  versagen  und  insbesondere  die  Be- 
ziehungen Teil  —  Ganzes  und  Größer  —  Kleiner  auseinanderfallen. 

Die  Arbeit  Legendre's  ist  eine  wunderbare  Mischung   von  Scharf- 
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sinn  lind  Naivität.  ScharfsiDn  z.  B.  beim  Beweis  des  Satzes  über  die 
obere  Grenze  der  Winkelsumme  S,  beim  Beweis,  daß,  wenn  ein  ein- 
ziges Dreieck  existiert,  in  dem  S  =  2  Recbten,  dann  in  jedem  Dreieck 
5=2  Rechten  ist;  Scharfsinn,  wenn  er  bemerkt,  daß  der  Satz:  die  Winkel- 
summe ist  kleiner  als  zwei  Rechte,  ein  absolutes  Längenmaß  voraus- 
setzt, wie  der  entsprechende  sphärische  den  Kugelradius.  Dieser  Ver- 
gleich findet  sich  im  Manuel  von  Terqite))i,  12.  edit.  Paris  1838,  Note  1, 
aus  der  auch  folgt,  daß  der  erwähnte  Satz  Legendre  wie  Terquem  schon 
1808  bekannt  war,  allerdings  Saccheri  und  in  allgemeiner  Form  schon 
erhebHch  früher,  während  LobatschefsJcij  und  Bolyai  später  sind.  Naiv 
ist  die  Voraussetzung  des  Pythagoras  und  des  ebenen  Cosinussatz  beim 
analytischen  Beweis  der  12.  Edition.  Trotz  Legendres  Übei-zeuguncr 
von  der  Strenge  zweier  seiner  Beweise  kehren  die  Bearbeiter  Legendres 
Blanchet  1845  und  die  Nachfolger  {RoiKhJ  und  Comherousse)  zur  EuMid- 
schen  ParaUelentheorie  zurück. 

Nächst  Legendre  habe  ich  den  Essai  sur  la  theorie  des  paralleles 
von  Gergonnf  (Servois)  zu  erwähnen  {Gerg.  lU,  p.  3.')3:  1813),  in  dem 
sich  der  oft  wiederholte  Beweis  findet,  der  die  Fläche  des  Dreiecks 
gegen  die  Halbebene  21)  vernachlässigt  (Kritik:  21.  Simon,  Zu  den 
Grundlagen  etc.  Programm  Straßburg  1890)  und  der  fehlerhafte  Grenz- 
begriff einer  letzten  Schneidenden.*) 

Sehr  viele  Anhänger  hat  der  T}iibautsche  Beweis  gefunden  (Grundriß 
der  reinen  Mathematik  zum  Gebrauch  bei  akademischen  Vorlesungen 
2.  Aufl.  1809).  In  der  ersten  Auflage  von  1801  fehlt  der  Beweis,  erst 
später  wurde  Uübmit  durch  Legendre  zu  der  Änderung  der  Parallelen- 
theorie bewogen. 

Der  niibautsehe  Beweis  enthält  (implicite)  das  Axiom:  Richtungs- 
änderung wird  durch  Fortschi-eiten  in  derselben  Richtung  nicht  beein- 
flußt;  er  hat  seine  völlig  zutreffende  Kritik  in  dem  Programm  von 
Siegm.  Günther:  „Der  niibaidsche  Beweis  für  das  11.  Axiom  historisch 
und  kritisch  erörtert."  Ansbach  1877  gefimden.  Günther  weist  nach, 
daß  der  Beweis  die  Umkehrbarkeit  der  Geraden  imd  den  Satz:  „Parallele 
zwischen  Parallelen  sind  gleich"  erfordert.  Gihither  selbst  glaubte  an 
die  Möglichkeit,  die  ParaUelentheorie  durch  stereometrische  Betrachtung 
zu  beweisen  (BattagJini  14  (187(3),  p.  97). 

Die  Definition  paralleler  Geraden  ist  schwankend.  Legendre  samt 
BlancJtet  imd  Camhier.  Pouche'  und  wohl  die  meisten  Autoren  seit  1800 
sind  zum  EuJäid  zurückgekehrt,  aber  z.  B.  Knar  1829  hat  noch  die 
AbstandsRnie.    Von  Clavhts  bis  Legendre  exkl.  überwiegt  die  Auffassung 


*)  Der  Beweis  steht  schon  bei  Bertrand,  1.  c. 
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der  Parallelen  als  Liuieu  gleichea  Abstands;  Pestalozzi  im  ABC  der 
Aaschauimg  hält  dies  für  gauz  selbstverstiuidlich.  Dieselbe  Auffassung 
findet  sieb  freilich  in  so  erfolgreichen  Werken  wie  in  Chr.  von  Wolff's 
Initia  und  Clairaiit's  Elements  von  1741. 

Eigentlich  aber  schon  bei  Proldos,  bezw.  Posidonios.  Auf  ProJdos 
geht  die  jetzt  in  den  deutschen  Lehrbüchern  am  häufigsten  gebrauchte 
Fassung  des  Parallelenaxioms:  „Durch  einen  Punkt  läßt  sich  zu  einer 
Geraden  nur  eine  Parallele  ziehen'',  zurück.  Bei  dem  Beweise  dieses 
Satzes  durch  Proldos  [Friedlcin  p.  372)  kann  man  so  recht  sehen, 
welchen  Schaden   das  Durcheinandergehen   beider  Auffassungen   bringt. 

Van  S winden- Jacob i  und  BaUzer  definieren  Parallele  als  Gerade, 
die  von  einer  dritten  unter  Ergänzungswinkeln  von  180"  Grad  ge- 
schnitten werden,  was  Legendre  in  der  Note  unterm  Strich  im  Memoire 
vom   10.  Januar  1833  vorschlägt. 

Leider  ist  aber  auch  die  Definition  der  Parallelen  als  Linien 
gleicher  Richtung  samt  dem  „Beweis"  des  Parallelenaxioms,  I  29: 
Linien  gleicher  Richtung  haben  mit  jeder  dritten  gleiche  Richtungs- 
unterschiede unausrottbar,  z.  B.  Lorherg  1892.  Die  euklidische  Defini- 
tion hat  den  Vorteil,  daß  sie  das  asymptotische  Element,  das  in  der 
Natur  der  Parallelen  liegt,  in  den  Vordergrund  stellt. 

Verbreitet  ist  auch  der  Irrtum,  die  Einführung  des  unendlich  fernen 
Punktes  und  damit  der  Definition:  „Pai-allele  Geraden  sind  solche, 
welche  den  unendlich  fernen  Punkt  gemeinsam  haben",  rühi-e  von  Jakob 
Steiner  her.  Er  ist  aber  bei  Kepler  1604  (Frisch  II,  p.  185)  eine 
„fa90n  de  parier"  bei  Desargucs  (Brouillon  project.  1639,  Ausgabe 
von  Poiidra  I,  p.  104)  ein  unzugänglicher  Punkt,  welche  Auffassung 
Newton  (Scholium  zu  Lemma  18,  Philos.  natur.  V,  1687)  teilt.  Bei 
Steiner  ist  er  eine  Richtung  (System.  Entwicklung,  Kap.  I,  52,  1832), 
bei   Rege  ein  uneigentlicher  (adjuugierter)  Punkt. 

Hier  müßte  eigentlich  auch  über  die  Gerade  und  den  Winkel  ge- 
sprochen werden,  doch  verweise  ich  auf  Enriques.  Ich  bemerke  nur, 
daß  die  psychologische  Erzeugung  der  Geraden  aus  dem  Beziehnngs- 
begriffe  rechts  und  links  an  sich  die  drei  Auffassungen:  in  sich  zurück- 
laufend, im  Unendlichen  geschlossen,  im  Unendlichen  nicht  geschlossen, 
ganz  gleichberechtigt  nebeneinander  setzt.*)  Nur  die  Erfahrungstat- 
sache, daß  wir  auf  schon  konstruierte  Punkte  bei  der  Verlänserung 
nicht  zurückkehren,  gibt  idealisiert  den  Begrifi'  der  Unendlichkeit  der 
Geraden.     Für  die  faktische   Verbindung  zweier  sehr  entfernten  Punkte 


*)  Hubert  hat  die  Unendlichkeit  der  Geraden  ei-setzt  durch  das  Axiom  IT,  .S, 
was  aber  die  gewisse  Beziehung  „zwischen"  sei,  bleibt  ungewiß. 


5.    Bowois  dos  ['arallolniiaxiomB.  57 

sinil  wir  nicht  iuit'  das  Lineal,  nicht  iuit'  (hiH  Seil,  nicht  auf  Visiornng, 
sondern  auf  geometrische  Sätze,  wie  z.  B.  die  ProiKirtionalitilt  in  der 
euklidischen  (xeometrie,  oder  auf  Rechnung  angewiesen.  Die  Üher- 
zeuannij  von  der  Unheweisharlcoit  des  euklidis(^hen  Parallelenaxioms 
brach  sich  langsam  Bahn;  zuerst  ist  Wallis  zu  nennen,  auf  den,  wie 
auf  Nasir  Eddin  {Timms)  zuerst  Castillon  (1.  c.)  nachdrücklich  hin- 
gewiesen hat;  dann  ist  Kästner  zu  nennen  und  vor  allem  Kliiycl,  der 
1763  in  seiner  unter  dem  Einfluß  Kästners  entst.andenen  Dissertation 
28  verschiedene  Versuche  kritisierte.  Wahrscheinlich  war  auch  Lambert 
zu  derselben  Überzeugung  gekommen,  etwa  um  1766,  und  sicher  (rauß 
um  1816  nach  langem  Kampfe  mit  dem  kantischen  Apriorismus. 
Man  versuchte  mehr  und  mehr  das  euklidische  Axiom  durch  einleuch- 
tendere, oder  anschaulichere  zu  ersetzen.  Indem  ich  auf  die  Sammel- 
werke, insbesondere  auf  Schotten  und  Enriques  verweise,  bemerke  ich,  daß 
fast  jeder  Satz  von  I,  29  bis  I,  47  als  Ersatz  dienen  kann.  Ich  erwähne: 

Sind  in  einem  Viereck  drei  Winkel  Rechte,  so  ist  es  auch  der 
vierte,  wofür  die  Priorität,  nicht  mir,  auch  nicht  Lambert,  auch  nicht 
J.  W.  Aliüler  in  der  Vorrede  zur  „Auserlesenen  mathematischen  Biblio- 
thek", Nürnberg  1820,  sondern  Clairaut  1741  gebührt.  Das  Axiom  von 
(Uiuß:  „Es  gibt_  ein  absolut  größtes  Dreieck",  Brief  an  W.  Ihlyai 
1799,  an  Schuhmacher  1831,  hat  auch  schon  Lrycndrc  gestreift;  bei 
Worpitzhj,  Grün.  Arch.  55,  p.  417  in  der  Form:  „Es  gibt  kein  Dreieck,  in 
welchem  jeder  Winkel  beliebig  klein  ist."  Das  Axiom:  „Um  jedes 
Dreieck  läßt  sich  ein  Ki-eis  beschreiben",  ist  vor  W.  Bolifai  von  Stein 
{Gergonnc  XV,  Kritik  des  Anonymus  von  Bd.  XIV)  publiziert.  Die 
Forderung  der  Ähnlichkeit,  von  Saccheri  in  der  allgemeinsten  Form: 
„Es  gibt  zwei  verschiedene  Dreiecke  mit  gleichen  Winkeln"  aus- 
gesprochen, ist  vor  Carnot,  Maizieres,  Laplace  (Exposit.  du  syst,  du 
monde,  5.  edit.  Paris  1824,  V,  5.  Note)  und  Delhoeiif  von  Wallis  1663 
zum  Beweis  benutzt.  Carnot  nennt  am  Schluß  der  geometrie  de  po- 
sition  (Art.  453)  die  Ähnlichkeit  einen  unmittelbar  gegebenen  Begriff, 
„da  es  jedermann  klar,  daß  z.  B.  eine  große  und  kleine  Kugel  die- 
selben Eigenschaften  haben."  Ausführlich  hat  diese  Forderung  Delboeuf 
1893,  revue  philos.  T.  36,  p.  449  behandelt.  Übrigens  ist  eigentlich 
schon  bei  Proklos  die  5.  Forderung  durch  das  Axiom  ersetzt:  der 
Abstand  zweier  Parallelen  ist  endlich. 

Das  Legendresche  Axiom:  „Es  gibt  ein  Dreieck,  in  welchem  die 
Winkelsumme  zwei  Rechte",  ist  schon  erwähnt. 

Der  Berfrandsche  Beweis  des  Summensatzes,  den  ich  im  Pro- 
gramm 1891  kritisiert  halie,  kommt  zuerst  in  den  Developpements  von 
1778  vor. 
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Bounialtoirsln  1S43,  Petersb.  Akademie  fordert  hei  der  Kritik  vou 
Lcgcncirr,  l.  Aufl.  1794  die  Paralleldistanz  unendlich;  dies  ist  mit  Legendre 
1823  identisch. 

Kiiar  1829  ersetzt  das  Parallelenaxiom  durch  ein  Axiom  über 
Addition  von  Winkeln.  Der  schärfste  Beweis  von  der  Unbeweisbarkeit 
des  Axioms  scheint  mir  der  von  J.  Hoi'tel.  Battagl.  8,  p.  84,  1870. 
(Es  verlangt  die  Voraussetzung,  daß  das  Krümmungsmaß  0  sei.) 

Über  Legcndre  geht  MeiMc  hinaus,  der  im  36.  Band  des  Edinb. 
philosoph.  Journal  den  Satz  beweist:  Dreiecke  von  gleichem  Flnchen- 
inhaU  halien  stets  gleiche  WinlceUnnimen.  (Der  Beweis  ist  ganz  analog 
dem  von  mir  in  den:  Elementen  der  Geometrie  1890,  p.  61  gegebenen.) 
Durch  JMeiläe  wurde  I\  Kellami  zu  der  Arbeit  angeregt:  On  the  linüts 
of  our  knowledge,  resp.  the  theory  of  Parallels;  eine  Arbeit,  die  nur 
teilweise  das  hält,  was  ihr  Titel  sagt.  Edinb.  Transactions  23  (1864), 
p.  433.  Sie  nimmt  Euklid  I,  16  an  und  gibt  im  wesentlichen  eine 
Anzahl  von  Sätzen  der  Lohafschefskijschen  Geometrie,  von  dessen  Arbeit 
im   Crelle  er  gehört  hat,  ohne  sie  gelesen  zu  haben. 

Das  von  Legendre  (1823)  implizite  benutzte  Axiom:  „Durch  jeden 
Punkt  im  Innern  eines  Winkels  läßt  sich  eine  Gerade  ziehen,  welche 
beide  Schenkel  schneidet",  ist  von  Haltser  in  seinen  Elementen  explizite 
aufgestellt,  aber  schon  von  J.  F.  Lorenz,  Grundriß  der  reinen  und  an- 
gewandten Mathematik  Bd.  1,  1791  in  der  Fassung:  Jede  Gerade  durch 
einen  Punkt  im  Innern  eines  Winkels  muß  einen  der  beiden  Schenkel 
schneiden  (fehlerhaftes  Zitat  bei  Sclwtfrn  II  S.  224). 

Zusammenfassende  Arbeiten. 

Ich  muß  mich  hier  auf  die  wichtig.sten  beschränken  und  verweise 
auf  die  sehr  reichhaltigen  Angaben  bei 

H.  Schotten,  Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen  Unterrichts  Bd.  2. 
il89:^i,  Kap.  III,  S.  183—332,  und  Fr.  Engel  und  F.  Stüekel,  Die  Theorie  der 
Parallellinien  von  Etiklid  bis  auf  Gauß  (1895).  Auf  Engel  und  Stäckel  beruht 
der  hier  in  Betracht  kommende  Teil  des  Artikels  von  Robert  Bonola  in  F.  Enri- 
ques, „Questioni",  Bologna  (1900),  S.  143. 

J?.  Bonola,  Index  operum  ad  geometriam  ab.solutam  spectantium  in  der  Fest- 
schrift In  loannis  Bohjai  memoriam,  Claudiopoli,  1902,  p.  82 — 154;  vorher  im 
Bull,  von  Loria. 

G.  S.  Rlügel,  Conatuum  etc.  recensio,  Göttingen  (1763),  Lexikon  (18ns). 

J.  D'Älembert,  Paris  (1789),  Dictionnaire  encycl.  des  mathematiques,  T.  II 
S.  571. 

./.  /. /.  Hoffmunn  {.loh.  Jos.  Ign),  Kritik  der  Parallelentheorie,  Jena  (1807) 
(auch  eigner  Versuch). 

Vinc.  Flauti,  Nuova  dimostrazione  del  jioBtulato  quinto  etc.,   Neapel  (1818). 
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C.  J<\  A.  J<lfof>i ,  Ho  uridecimo  Euclidin  axioniiitc  jiidiL'iuiii  de.  Dissert. 
Jena  (1824). 

L.  A.  Solinrke,  Artikel  l'arallelon  heiKrsch  und  (Iniher,  Bd.  11  (1838)  S.  308. 

C.  J.  Hill  Conatus  etc.,  London  (1835—1844). 

V.  BoHiiiiili'oinsIcy ,  Memoire  de  Tacadöraie  de  St.  PetorHboiirfj  (18-14 — IMSO); 
Kritik  des  /,(V/t';i(/nsdien  iiewoises. 

-/.  Hoüel,  Note  8\ir  l'impossiljilite  etc.,  Bordeaux  (1869);  vgl.  auch  Jlalta- 
glini  8,  S.  84  (1877). 

P.  Mansion.  Sur  le  premier  livro  do  la  geomötrie  de  Legendre;  K.evue  de 
rinstruct.  publ.  (1870),  S.  317. 

S.  Gtinther,  Sulla  possibilitii  etc.,  Battaglini  XIV,  S.  97 — 107  (ital.  von  Hjxi- 
rcignn). 

Einzelheiten. 

Auch  hier  muß  ich  auf  Schotten  (1.  c.)  Engel- St ächd  und  Bonola 
Terweisen. 

P.  Ch.  Voü,  Percussio  conat.  etc.     Dissert.  Göttingen  (1802). 

L.  N.  M.  Carnot  (1803)  (I.  c). 

B.  Bolstino.  Betrachtungen  usw.,  Prag  1804.  Die  Parallelentheorie  gestützt 
auf  Pythagoras,  für  den  ein  höchst  eigenartiger  Beweis  gegeben  wird. 

Karl  Schiceikart,  Die  Theorie  der  Parallelen  usw.,  Leipzig  u.  Jena  (1807); 
s.  nicht-euklidische  Geometrie. 

B.  F.  Thibaut,  Grundriß  usw.,  2.  Aufl.,  Göttingen  (18091 
/.  de  Gelder,  Beginseln  der  Meetkunst,  Amsterdam  1810. 
Louis  Bertrand,  Elements  de  geometrie,  Genf  181'.'. 

J.  D.  Gergonne,  Essai  sur  la  theorie  des  paralleles;   Gerg.  III  (1813),   S.  353. 
A.  L.  Grelle,  Über  Parallelentheorie  und   das   System    der  Geometrie  (1816). 
{Bertrandsah&x  Beweis.) 

Gauß  s.  nicht-euklidische  Geom. 

C.  Beinh.  Müller,   Theorie  der  Parallelen,   Marburg  1822,   von    Gauß   gelobt. 
J.  P.  W.  Stein,  Gerg.  XV  (1824),  S.  77,  Examen  de  quelq.  teutatives  de  theo- 

ries  des  paralleles.  Zutreffende  Kritik  von  Legendre  12;  Axiom  wie  Bolyai .  id. 
ibid.  16,  S.  45;  sehr  richtige  Kritik  des  Bertrandsohea  Beweises.  Stein  weiß 
bereits  (1851  Bulzano),  daß  au.s  uÄBC^nBÄDE  nicht  folgt,  daß  ABC 
>  BADE,  lange  vor  Lüroth  (Schlüm.  21);  \Vi)iIiel  als  Grenze  des  Kreissektors.*) 
Gergonne  vereinfacht  in  der  Note  S.  49  seinen  Beweis  T.  III  und  in  der  Note 
zu  15,  S.  81  erwähnt  er  Müller,  Huber  (1823)  und  Hauff  (1823  statt  21),  der  auch 
viele  Kritiken  enthalten  soll.  Stein,  S.  257—201 ,  treffende  Kritik  von  Legendre  1 
(1794). 

F.  J.  Servois,  Gerg.  16,  p.  233  Sur  la  theor.  etc.  („reve  d'un  vieillard"),  Pa- 
rallelentheorie wäre  bewiesen,  wenn  Winkelsumme  des  Dreiecks  >  90. 

Bouvier,  Gerg.  17,  p.  132.  Nicht  beachtet,  daß  der  Schnittpunkt  von  BD 
und  der  sich  verschiebenden  BE  zuletzt  ins  Unendliche  rücken  kann. 

F.  A.  Taxirinus,  Theorie  der  Parallelen.  Köln  1825  und  Geometriae  prima 
elementa  Köln  1826  (s.  nicht-euklidische  Geom.). 


*)  Lange  vor  M.  Simon  (1890). 
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C.  Minarelli,  Dimostrazione  del  quinto  postulato  d^Euclide,  Bologna  (1826), 
ein  sehr  scheinbarer  Beweis,  daß  S  nicht  <[  2  Rechte  sein  kann;  er  wird  von 
Aug.  Genocchi  (1849)  Nouv.  ann.  8,  p.  312  bekannt  gemacht  und  ibid.  p.  37  (1850) 
von  Lioiniet  richtig  kritisiert,  vgl.  L.  Carton. 

yiholaj  Lobafschefskij  (s.  nicht-euklidische  Geom.)  (1829). 

L.  Olivier,  Cielk  I  (1826),  p.  241.     Über  einige  Definitionen  in  der  Geometrie. 

Th.  P.  Thompson,  Geometry  without  axioms,  London  1833.    Vgl.  Lehrbücher. 

Wolj'yanf/  und  Johann  Boltjai  (s.  nicht-euklidische  Geom.)  (1832). 

Van  Swi)i(len-Jucobi  (1816 — 34),  Definition  der  Parallelen;  D'Alcmbert's 
Melang.  Y  202.     Vgl.  Lehrbücher. 

Ä.  L.  Crellc,  Crclk  11  ^1834^  p.  198.  Anonym:  Bertraml  ohne  Quellen- 
angabe. 

V.  Boiinia];oici];ij,  Xouvelle  theorie  des  paralleles,  Memoires  St.  Petersbonrg 
12.  Dez.  li^ib.  Er  beweist  unter  Voraussetzung  der  Unendlichkeit  der  Geraden, 
daß  die  Verbindungsstrecke  zweier  Punkte  gleichen  Abstandes  nicht  kleiner  sein 
kann  als  die  Basis  a ;  er  versucht  zu  beweisen,  daß  auf  der  Geraden  dieser  Strecke 
eine  Strecke  existiert  zwischen  zwei  Loten  auf  der  Basis,  die  um  o  voneinander 
abstehen,  welche  gleich  a  ist.  Derselbe  Mann,  der  am  12.  Okt.  1843  Legendre 
rektifiziert  hat,  übersieht,  daß  c  ins  Unendliche  rücken  kann. 

Breton,  Nouv.  ann.  7,  p.  93  (1848)  braucht  Catalan'a  Axiom:  „Eine  Gerade, 
welche  2  Punkte  an  verschiedener  Seite  der  Geraden  verbindet,  schneidet",  zum 
Beweis  des  Parallelenaxioms. 

H.  Germar,  Grün.  15,  p.  361.  Thibautscher  Beweis;  dito  W.  Fischer,  Gran. 
28,  p.  365.     Beinen,  dito:  Grün.  29  (1857),  p.  474. 

B.  Baltzer,  Stereometrischer  Beweis  von  der  Winkelsumme,  Grün.  16,  p.  129 
{Baltzer  setzt  voraus,  daß  die  Kugel  mit  unendlich  großem  Radius  die  Ebene  sei.) 

K.  G.  Eeuschle,  Mathematische  Abhandlung,  Stuttgart  (1852),  Über  das 
Wesen  des  Parallelenaxioms  1)  Zwei  Gerade  können  sich  nicht  asymptotisch  ver- 
halten, 2)  unbegrenzt,  d.  h.  ins  rnendliehe  verliingert  werden.  —  Bertrandscher 
Beweis. 

/.  Delboeuf.  Prolegomenes  philos.  etc.     Liege  (Lüttich  1860,,  sehr  lesenswert. 

H.  Schwarz  (nicht  Amand.),  Die  Theorie  der  geraden  Linie  und  der  Ebene, 
Halle  (1865). 

/.  A.  Grunert.  Grün.  47  (1867),  p.  307  formuliert  das  Problem,  rekapituliert 
Legendre  3 — 8  und  weist  auf  Lobalschefskij  und  Bolyai  hin,  sowie  ganz  besonders 
auf  Hoüel  (s.  Methodik). 

Carton- Minarelli  von  Bertrand  gebilligt  und  der  Pariser  Akademie  mitgeteilt, 
Compt.  rend.  20.  Dez.  (1869). 

A.  L.  Grelle,  Grelle  45,  Zur  Theorie  der  Ebene  iPuukt  und  Gerade). 

J.  Uoiiel,  Note  sur  l'impossibilife  usw.  (s.  nicht-euklidische  Geom.)  Battagl. 
7,  84  (1870). 

S.  Günther,  Über  die  Möglichkeit,  das  Parallelenaxiom  durch  stereometrische 
Betrachtungen  zu  erweisen.     Italienisch  übersetzt,  Battagl.  14,  1876,  p.  97. 

J.  C.  Becker,  Die  Gnindlagen  der  Geometrie,  Schldm.  20,  p.  453.  /.  Liiroth 
ibid.  27,  p.  294.     /.  C.  Becker  ibid.  22,  p.  60.     Bertrand's  Beweis. 

T.  W.  Kettner,  Beschouwingen  over  de  theorie  der  evenwijdige  lijnen  etc. 
Dissert.  Leiden  (1879j.     (Geschichte,  Kritik.) 

M.  Sibiriakoff  (1881  und  1883),  Vergebliche  Versuche  das  Parallelenaxiom  in 
der  Form:  der  Parallelwinkel  ist  ein  Rechter,  zu  beweisen. 
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Alf.  Schmilz,  Aus  dem  Gebiete  der  nicliteuklidiachen  Geom.;  Programm  Neu- 
l)urg  'i-  D-  (1884),  richtige  Kritik  von  Jieitrtiud's  BcweiB  (vgl.  Stein). 

H.  Vogt,  Der  Grenzbegriff  in  der  Elementarmathematik,  Programm  Breslau 
(1883). 

O.  Rausenherger,  Die  Elementargeometrie  usw.  (1887),  vgl.  Lehrbücher. 

M.  Simon,  Die  Elemente  der  Geometrie,  Straßburg  (1890),  id.  7.u  den  (iriind- 
lagen  der  nicht-euklidischcu  Geom.     Programm  (1891). 

K.  V.  Schmidt,  Euklid  11.  Axiom;  Moskau  (1891)  (glaubt  da.s  Parallelenaxiom 
beweisen  zu  können),  definiert  EViene  und  Gerade  wie  Bolzano. 

Fr.  Schur,  Die  Parallclenfnige  im  Lichte  der  neuereu  Geometrie  (1892); 
pädagogisches  Archiv,  p.  543. 

Th.  Cullovin,  Quarterly  J.  27,  p.  188  übersieht  die  Möglichkeit  einer  Parallel- 
distanz,  was  Cayley  sofort  bemerkt;  Cullovin  sucht  p.  225  zu  verbessern,  bildet 
dabei  den  falschen  GrenzbegrifF  „letzte  Schneidende".  {Kerry,  System  einer 
Theorie  der  Grenzbegriffe  (1890).)  Looe.  macht  p.  353  auf  den  Unterschied 
zwischen  dem  fehlerhaften  Begriff  „letzte  Schneidende"  und  dem  richtigen  Begriff 
„erste  Nichtschneidende"  aufmerksam. 

J.  de  Tilly,  Mathesis  19  (1899),  p.  5.  Legendresch&c  Satz:  Wenn  in  1  Dreieck, 
so  in  allen,    p.  265,  Sur  la  somme  des  angles  dans  un  triangle. 

M.  Dehn.  Math.  Anualen  (1900),  p.  33.  Die  Legoulrescheu  Sätze  über  die 
VVinkelsumme  im  Dreieck.  Dehn  beweist,  daß,  wenn  in  1,  so  in  allen  o  =  2R, 
sich  ohne  Archim.  Axiom  beweisen  läßt,  dagegen  der  Satz  c  ^  2  Rechte  nicht; 
im  übrigen  s.  nicht-euklidische  Geom. 

W.  Pflieger,  Sammlung  Schubert  1901,  Axiom:  Mit  Winkeln  wird  wie  mit 
Kreissektoren  (deren  Grenzen  sie  sind)  gerechnet  {Bertrand).  Vgl.  Grundlagen, 
Lehrbücher,  Euklid  und  besonders  nicht-euklidische  Geometrie, 

B.  Kreis. 

6.  Quadratur  des  Zirkels.  Von  der  über  oOOOjährigen  Geschichte 
des  Problems,  das  von  allen  Problemen  am  meisten  zur  Entwicklung 
der  Mathematik  beigetragen  hat,  gehört  eigentlich  nur  die  erste  Periode, 
die  Zeit  vom  Beginn  der  Kultur  bis  zu  Huiigens  „de  circuli  magnitudine 
inventa"  1654  der  Elementargeometrie  an.  Ich  möchte  die  Ein- 
teilung Itudio's  ändern  in  elementar-geometrische,  arithmetisch-trigono- 
metrische von  1654 — 1744  und  algebraische  von  1794 — 1882.  Übri- 
gens tritt  der  arithmetische  Charakter  des  Problems  eigentlich  schon 
in  der  ersten  Periode  hervor.  Dazu  kommt  seit  1882  die  vierte,  die 
Periode  der  Elementarisierung  (der  Bevreise  der  Transzendenz  von  e 
und  n).  Das  19.  Jahrhundert  ist  für  den  elemeutargeometrischen  Teil 
gekennzeichnet  durch  die  Wiederaufnahme  der  isoperimeti-ischen  Methode 
von  Nicolaus  Cusanns  und  Eider  (s.  nuten)  und  durch  die  Kenntnis  von 
den  Arbeiten  der  Ägypter  und  Inder. 

Aus  dem  Papyrus  Rhind,  dem  von  A.  Eisenlohr  1877  heraus- 
gegebenen Handbuch  des  Schreibers  Aahmesu  richtiger  Jahmose  (Mond- 
sohn) aus  dem  mittleren  Reich  (1700  vor  Chr.)  erfuhren  wir,  daß   die 
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Ägypter  Jen  Kreis  gleich  einem  Quadrat  mit  der  Seite  8/9  des  Durch- 
messers setzten.  Dieser  sehr  respektable  Näherungsweit  für  n  —  3,16  — 
ist  auf  rein  experimentellem  Weg  gefunden.  Übrigens  ist  die  Ausgabe 
von  Eismlohr  veraltet;  es  ist  z.  B.  falsch,  daß  der  Kreis  und  die  Zahl  9 
den  gleichen  Namen  haben.  Der  Kreis  heißt  paut,  die  Zahl  9  pesit; 
so  existiert  das  Bescha-Maß  nicht,  usvr. 

Aus  .SY.  T.  Colebrooke  (s.  Geschichte)  lernen  wir  die  Zahlen  des 
Ariidhhuffa  und  Bhascara:  3,1416  und  die  des  3rahmagupta  —  j/lO  — 
kennen,  die  auffällig  mit  der  ägyptischen  stimmt. 

Dazu  kommen  noch  Näherungskonstruktionen  und  nähere  Berech- 
nungen von  71. 

Das  Zeichen  n,  von  dem  noch  Schubert  1889  (s.  unten)  angibt, 
daß  es  von  ArcJiimedcs  stamme,  ist  zuerst  von  William  Jones  1706 
gebraucht  (Rouse  Ball,  Eneström  1894,  S.  106),  und  dann  von  1737  an 
von  Euler  benutzt  {Enrdröm,  Bibl.  math.  (2)  3  (1889),  p.  28)  und 
durch  die  Introductio  (1748)  verbreitet,  aber  noch  1824  wird  im  Ger- 
gonne  dafür  üj  gesetzt,  was  allerdings  auch  ti  typographisch  heißen  kann. 

Eine  auffällige  Erscheinung  möchte  ich  hier  erwähnen.  Während 
die  französischen  Lehrbücher  schon  seit  Legendre  die  Sätze  des  Arclii- 
medes  über  den  Zusammenhang  der  Umfange  des  2w-Ecks  um  und  im 
Kreis  mit  dem  des  w-Ecks  bringen,  und  sie  wie  ArcJiimedes ,  d.  h.  mit 
dem  Satze  über  die  Winkelhalbierende  sehr  einfach  ableiten,  finden  sich  in 
den  deutschen  auch  in  den  neuesten  von  Thieme  1^1902)  und  FenJcner 
(1904)  die  ungeschickten  Ausdrücke  von  Sj^  diu-ch  den  Radius  und  die 
Seite  s„.  Die  Ableitung  durch  die  analogen  Flächensätze  von  Jacques 
Gregory  habe  ich  nii-gends  gefunden,  ebenso  wie  die  isoperimetrische 
Methode,  wie  sie  z.  B.  Camhier  hat,  und,  was  das  auffallendste  ist,  die 
so  schönen  und  einfachen  Sätze  Huygcns'  scheinen  spurlos  an  den 
höheren  Schulen  vorübergegangen  zu  sein.  Ausnahme  Jacohi-van  Swinden. 

a.    /iisammenfasseiide  Werke  und  .Vbknudluiigen  geschichtlicher  Art. 

Außer  Kl ü gel  (Montucla): 

P.  0.  C.  VarsselmatDi  de  Heer,  De  praecipuis  methodis  quae  ad  circuli  qua- 
draturam  ducunt,    Groningae  18.S2  ( Preisarbeitj ,    p.  119 — 128. 

.7.  W.  L.  Glaisher,  Remarks  on  the  calculation  of  -x,  Mess.  of  math.  (-i)  2 
(1872),  p.  119—128  siehe  unter  f,  Bericht  über  Quadratur  von  1580—1650. 

F.  J.  Studnicka,  Zur  Quadratur  des  Kreises  (von  Archimedes  bis  Bichter  1855), 
Casop.  (1872),  p.  95. 

H.  Schubert,  Die  Quadratur  des  Zirkels  in  berufenen  und  unberufenen  Köpfen, 
Hamburg  1880. 

O.  Diederichs ,  Die  Rektifikation  des  Kreises  in  der  Schule.  Progr.  Halber- 
stadt 1891. 

¥.  Riiilio,  Archiuiedes,  Huyyexs,  usw.,  Leipzig  1892  (2.  Aufl.  in  Vorbereitung). 
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J'Jinzelheiten: 
Max  (htrtze,  Zur  Geschichte  der  Kreismessuiif^  und  Kreisteihing  im  XV.  Jahr- 
hundert, Kibl.  math.  (3)  2  p.  48;  lldfjm.  XVI,  Hammer,  Schlegel;  K.  JUitieher; 
Hin/yens,  De  circuli  luaguitud.  inveuta  ist  schon  vor  liudio,  von  KießUny,  Pro- 
gramm Flensburg  1868,  wiedergegeben  mit  einer  kurzen  eignen  Herleituug  der 
Huyyensschen  Sätze.  Außerdem  die  vielen  Aufsätze  von  Bierens  de  Haan  über 
l.udolph  van  Ceukti,  SneUius,  Huygens,  usw.  in  den  Amsterd.  Verh.  und  Mede- 
deel. ,  dem  Bullet.  Boneomp.  usw.  —  C.  Bemme,  Sehlöm.  lit.-hist.  Abt.  31  (1886), 
p.  13'J,  sucht  den  ägyptischen  Nähirungswert  bei  Alimes  und  den  indischen  des 
Baudlu'iyana  zu  erklären.  Kikuchi  teilt  in  den  Berichten  der  math.  Gesellschaft 
von  Tokio  1895,  Fujisawa  im  Compte  rendu  du  deuxieme  Congres  intern.,  Paris 
1900,  Interessantes  über  ältere  japanische  Methoden  mit.  A.  Aubry,  Noticia  histö- 
rica  sobre  la  cuadratura  del  circulo,  in  Galdeaito's  Progreso  mat.  (2)  2  ('1900), 
p.  273 — 306.  übrigens  ist  noch  heute  die  Ausgabe  von  Blontucla,  Histoire  des 
recherchesi  sur  la  quadrature  du  cercle,  2.  Bd.  (Quadrat,  duplic.  du  cube,  trisect.) 
von  1831  mit  den  Noten  von  Laeroix  lesenswert. 

I).    ({uadnitoron. 

An.  Schorn,  EvQrixa  1831. 

Maccook,  1841,  jt^2(l  -|-K   8y2  —  11),  the  quadrature  of  the  circle,  Corre- 
spondence  between  au  eminent  mathemat.  aud  James  Smith.  London  18(51. 
Adamo,  Coseuza  1864. 
O  Donnell,  Buenos  Aires  1870. 
./.  Klimaszeicski,  Paris  1879. 
C.  Busch,  Ohrdi-uf  1885. 
G.  Kerschhaum,  Hamburg  1887. 
/.  Hülß,  Mailand  18s9,  Che  e  jr? 
Venturini  1892. 
A.  Ozegoivski,  ,,Die  Wahrheit  schreitet  einfach  aber  majestätisch  vor  und  zer- 

malmt  ihre  Gegner",  jr  =  3-— ,  Ostrowo  1893. 

Lopez  (Motto:  „Tandem'-  „un  fou  de  plus"),  Bio  de  Janeiro. 
Salc.  Andraseolo,  Buenos  Aires  1898. 
Kanduloros,  „ti-  ^{J-jjroriä"  1898. 

W.  Guring,  Dr.  phil.  Die  Auffindung  der  rein  geometr.  Quadratur  des 
Kreises  usw.     Dresden  18U9. 

Als  „Quadrat,  raisonnable"  wird  Poirier  bezeichnet,  der  1893  die  Sehne  von 

26 

—  des  Umfauges  gleich  der  Seite  des  flächengleichen  Quadrats  setzte. 

Nicht  uninteressant  ist:  De  quadratura  circuli  secuudum  legem  intersect.  du- 
plic. et  de  polyg.  reg.  vom  ungarischen  Advokaten  Jos.  Baloyli,  Pest  1858  ilunulae 
Hippocratis). 

G.  B.  Malacarne  (di  Vicenza),  Soluzione  geometr.  e  rigorosa  (auch  Trisektor!) 
del  problema  della  quadratura  etc.,  Vicenza  1845,  oft  aufgelegt  auch  in  französi- 
scher Übersetzung. 

Über  die  Quadratoren  vgl.  auch:  A.  de  Morgan,  A  Budget  of  Paradoxes, 
London  1872;  F.  Cajori,  Circle  squarers,  Teaching  and  history  of  Math.  LT.  S.  (1890), 
p,  391—394. 
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II.  Spezielles. 


c.   Näheriiugskonstruktiouen. 

Zufallslöaungen : 
L.  3Iaschero)ii,  La  geometria  del  compasso,  Pavia  1797,  von  A.  M.  Carette 
als  Ge'ometrie  du  compas,  Paris  1798;   Gebrauch   des   Zirkels,   deutsch  von  Grüson, 
Berlin   (1825),    übersetzt:     AB  =  ED==r;    AF=EF=AB;    BF=BG\   AG 

merklich   ~^r,  Fehler  etwa  0,0008.     (Pig.  1.) 

Deutsche    Lösung    in    der   Biblioth.  Dritt,    abgedruckt   Geryoiuie   8,    p.   250; 
es  ist  die  Kochanskische  {Adam  K.,  Acta  erudito- 
-^  rum  4  (1685),   p.  397),    die    schönste    von    allen, 

welche  u.  a.  als  Ceradinisohe  von  Cremona  mit- 
geteilt ist  in  seinen  Elementen  des  graphischen 
Kalküls.  Deutsch  von  Curtze  1875  (Hypotenuse 
der  Katheten  2  und  3  —  tg  30)  Fehler  <  1  :  16859, 
eben  diese  ist  von  Nie.  Nawrotzki,  Über  die  Rek- 
tifikation der  Peripherie  des  Kreises,  Hamburg 
1846   gegeben. 

Pioclie,  Bildhauer  zu    Metz    (mitgeteilt  von 
Servois,  Gerg.  8,  p.  252)  AB  =  AC=r\  CD  =  2r; 


Fig.   1. 

ED  =  I)F;     AH=FG 

501  +  80  yiö 


FK 


AL  = 


so    ist      KL  =  27rr; 


240 


3,1415925534;   der  Fehler  ■<  10~'  also  genauer  als  Adriuan 


355 

Uetiiis   ---  •     (Fig.  2.) 

C.  G.  Specht,  Crelle  3  (1828),  p.  83;  BC=r;  BD  =  2c,  Da  =  ah  =  bc  =  -^r; 
BA=  Ca-  aus  A  mit  Cc  Parallele  AF,  so  ist  BE  Umfang,  BEC  Inhalt  des 
Kreises 


E 


-A 


D 


F  K 


rig.  2. 


{Ca-. 


y  146       BE 


13 


Ca 


5  '  25  I 


"ue  =  s  ;  BE=3,lill>ndöä3-2r. 


Pig.  3.)     Fehler  7  •  10"'  reprod.  Gerg.  19,   p.  126;    vgl.   dazu  M.  F.  Brctschneider, 
-f  s]]\    Specht,    Crelle    3,  405;    M.  G.  v.  Paiicker,   Die 


GriiH.  II  3,  1886:   tt  = 


10' 


elem.  Geometrie,  Königsberg  1823, 


-|/439  _  .  -]/3'  +  6'- 
'  K  778  ~  *"  K    S^T~6^ 


+  13^  +  15^ 


•  +  6- +  13=  +  8= 

Die   schöne    Konstruktion    von    /.  de  Gelder  (Leiden    1765 — 1848)    für    den 

4- 


Näherungswert  des  Adr.  Metiua  355  :  113  =  3  -)-  - 


+  8^ 


,    aus   De  Rapporten   van 


den  zirkelbogen,  Verhandl.  Genotsch.  Rotterd.  XH,  1798  bei 


(!.    Qiiadriitur  des  Zirkels. 
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,T.  IL  vaii  Sirinden,  Grondbcginsels  der  Meetkunde,  2.  Aufl.  Amsterdam  181G; 
anonym  im  Griiii.  Hd.  12,  ISI'.t,  p.  98  (Index  von  ISäO  nennt  (irunert  selbst!),  sie 
ist  von    llcnn.   dntßmunn    wiedergefunden.      Grmi.  49,   18()8,  p.  3,    siehe    darüber 


J)al> 


Fig.  3. 


E.  Böttcher,  Hoffm.  XVI,  p.  412;  vgl.  auch  Holzliey,  Zeitschr.  österr.  Arch.-  u.  Ing.- 
Ver.  (Konstruktion  zur  möglichst  genauen  usw.). 

Bud.  Willi  (der  Züricher  Astronom),  Grün.  (2)  3  (1893),  p.  445:  Die  Strecke, 
welche    die   Jlitte    der   Quadrantensehne    mit    dem   Endpunkte   des    Durchmessers 

TT 

verbindet,  nahezu  gleich  —  ;  (1,58). 

Auf  die  vom  Uhrmacher  A.  Sedier  1864  wiedergefundene  Konstruktion  des 
Herzogs  Bernhard  ron  Sacliscii-Veimar,  welche  J.  A.  Tinnneniians  in  der  Kon'esp. 
Garnier  et  Quetelet  i  (1828),  p.  349  mitgeteilt  hat  und  die  nach  Timmermans 
um  so  genauer,  je  größer  ii,  gründet  Tim.  die  Formel: 


und 


8        48        /          6  \  T  / 
1 ^_    1 1 

n        n-        \         n  /  f 


i 
n- 


■X  ^  —  lim.  inx)  =  j/  10. 

(Inder !) 

Catidan-Tempier ,    Verhältnis    von    Peter    Metius    mit  dem     von    Archiniedes 
verbunden  ir  =  (355  -(-  22)':  (113  -|-  7i,  schon  Ptolemaios. 

Ch.  M.  Willich,  Nouv.  ann.  15  (^18561,  p.  224:  y"»  =  1,  77198. 

H.  Perigal,  Messeng.  (2)  4,  (1874),  p.  71;  2  Konstruktionen  für  j/ir. 

A.  W.  Anglin,  Messeng    13,  (1884),  4  mehr  oder  minder  komplizierte  Kon- 
struktionen; ibid.  14,  (1884);  noch  fünf  z.  B.  ]/ä  =  1  +  —  (ys  +  |/7  —  2  ]/2)  Sehne 

von   75"  usw. 

B.  Hoppe.  Grün.  II  2,  1885,  p.  447   (welche  Hoppe   für  recht  einfach  hielt!). 
M.  F.  Bretschneider,  Grtin.  II  3,  (1886),  p.  447,  tc  auf  9  Dezimalen. 
Maurice  d'Ocagne,  Bourg.  (1895),  p.  77,  Relation  von  Bloche,  Soc.   math.  de 

France  6  (4)  4  p.  242.  -1/2  +  ys  =  n:  +  0,0047  benutzt:  AOB  von  4ö",  Bisectiix 
von  COA  schneidet  in  D,  so  ist  .41)  =  ]/2 -j- f/S;  von  A.  Mannheim,  ibid.  p.  103 
verbessert  lohne  Trigonometrie).     (Fig.  4.) 

A.  Pleskot,  Oasop.  1893  ;r  =  )/51  — 4,  Fehler  0,0002;  von  E.  Lemoine,  Unter- 

8imun,  KlemODtargeometrie.  5 
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suchung  über  die  Einfachheit  und  Genauigkeit  dieser  beiden  Konstruktionen  and 

der  iZ-^d/ä  —  l)  =  — +  0,0007;  Soc.  math.  de  Franc.  Bullet.  2Ö,  1895,  p.  -242. 

E.  Lakenmaeher,  Grün.  II  9,  1890.  -214.     e  Mitte  von  cd,  f  von  ed,  k  von  ch, 

3  

k:  von  d y,  so  ist  c2  =  —  «'',  ch  =  0,-i8r,  di/=  r  }/0,4   und   az  liis   auf  weniger 


0 

Pig.  4.  Fi«  r,. 

als   1  :  65000   die  ^nx    ders.   ibid.  (2)  5  (1887;,  p.  352,  ;i  =  1,8  +  yvfi  =  3.141641. 

(Fig-  5.) 

£.  Böttcher,  Grün.  II  12,  1894,   derselbe   Gedanke   wie  nach   seiner  Angabe. 
Ch.  Xi-Id.''.  Über  graphische  Rektifikation  von  Kreis- 
bogen, Hamburg  (,1892). 

H.  Postlila,    Mathesis   (,2)   5  (1895;),   p.  87.      ACB 
1 


Durchmesser,   Cfr  -- 


CA   um    G    mit    4r   Kreis,    der 


die  Tangenten  in  B  in  F  schneidet,  AF  schneidet 
den  Kreis  in  D,  so  ist  BD- =  3,141579. 

Ich  erwähne  noch  die  Konstruktion  des  Amtsrich- 
ters   C.  Busch  ,    ührdruf    1S.S5  ,    n:  =  2  j'2  +  "        .,    —  , 

die  iu  Fialkonsky's  „Zeichnende  Geometrie"^  lauch 
in  Gerland's  „Planimetrie",  3.  Aufl.,  Dessau  1^85). 
^  =  0,6   (3 -|-|/5)  =  3,14164,  sowie  Beyel  ^Zürich  1886) 

/  -        und     die    Konstruktion    aus   Catalan'a 

Thiiori-mes    et     problemes.     BD  =  2r,     Da  =  ^-r. 


71 

—  =    1 


Dl)  ^  ^r\  BA=^Ca;  und  durch  die  Pa^llele  zu  Ob, 
welche  BD  in  E  trifft,  dann  ist  B  E  nahezu  gleich  der 
IVripl.crie  und    _pB£  =  3,1415915.     (Kig.  6  ) 

Immerhin   bleibt   die  Kochansiische  unüber- 
troffeu,  auch  nicht  durch  3  -f  —  Y'J  und  die  Kon- 
struktion aus  -4.  L.  Bitsvh.  Vorschule  der  darstellenden  Geometrie  1840: 


C.   Quadratur  des  Zirkels. 


67 


ar  =  -^  (ß  +  yö),  auch  nicht   durch  die  in  London  1872   preisgekrönte 
Formel  von  Jicenhi 

Ä  =  3  +  ^  (cos  15»  +  0,45)  =  3,14159258. 

Eine    reichhaltige    Zusammenstellung   findet    sich   bei  G.  Pmicker, 

Die  ebene  Geometrie,  Artikel  317,  Königsberg  (1823),  wo  als  Urheber 

1     / — 
von  3  +  —  y'2    D     Joh.  MoUher  genannt    ist.     (Vater    oder    Sohn    des 

Dichters  Philipp  M:^) 

E.  Heichenliiicher,  Angenäherte  Konstruktion  des  Kreisunifanges  aus  dem 
Durchmesser,  Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterr.  32  (1901),  ji.  27.0 — 276  kon- 
struiert 


'-"i=(4)V(»sr+(.g)'. 


woraus  it  =  3.1415926526  statt  3,1415926535. 


d.  Bogeu  (siehe  auch  Trig:oiiometrie.) 

J.  J.  Istrand.  Griin.  13  (1849),  p.  398  {Prosz,  Lehrbuch  der  Geometrie,  Stutt- 
gart (1842)  in  Nouv.  ann.  6  (1847),  p.  287  von  G.  J.  Bostor,  reprodnz.)  AB  Winkel- 
halbierende,  DE  _L  AB,  AF  Halbiernngslinie  von 
EAB.    FGJ_4Fusf.      Dann    liegt    der    Bogen 
zwischen  AB  und  AE.,  AF  und  AG  etc.     (Tig.  7.) 

H.  Scheff'kr,  Geometrische  Näherungsmethode 
zur  Rektifikation  und  Quadratur  des  Kreises.  3  Hefte 
1867 — 68 — 73.  Grün.  13  (1849,  p  419,  reproduz.  in 
G.  A.  Bieckea  Mathematischen  Unterhaltungen,  Stutt- 
gart 1873  und  von  ^V.  Goeriiig*)  (1899).  „Die  Auf- 
findung der  rein  geometrischen  Quadratur  des  Krei- 
ses", Dresden;  er  hält  die  Konstruktion  für  neu, 
die  der  Prosrschen  sehr  verwandt  ist;  schon  Sch^ff- 
ler  sagt,  daß  die  Konstruktion  die  Vieta -Eulersche 
Formel 

2  sin  — 


gibt,    deren    Konvergenz    von  M.  Lerch,  Casop.   11, 

p.  192,  (1882)  und   von  F.  Bttdio,  Schlöm.  36    (1891),  ^'e-  ''■ 

Hifit.  lit.  Abt.  p.  13'J  nachgewiesen  ist. 

0.   SchlömiJch,    SMöin.    2    (1857),    p.  335,    die    alte    einfache    Konstruktion 

3r  sin  ii  /  n^  u'  \ 

2  -|-  cos  u  ~  '   v'  ~"    180  ~  1512  ~~  ■  "  7' 


AB 


BC  ■ 


AB  =  AF  ■ 


*)  Einige  Jahre,  nachdem  Ref.  im   mathem.  Colloquium   auf  Scheffler,  bezw. 
Prosz  hingewiesen  hatte. 
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u  <C  —  T,  lim  so  genauer  je  kleiner  ii.     Die  Formel  geht  auf  Nilolaus  Ciisnims, 

den  großen  Kardinal,  zurück.     (,Fig.  8.) 

Nahe  verwandt  mit  Pm.tz-iSche/f'ler  ist  auch  die  Methode  von  H.  Schubert, 
Zur  Veranschaulichung  der  Zahl  n-,  Hofj'm.  27,  p  1-21  il896),  welche  Schubert 
durch  i'.  Glimer  in  dessen  Lehrbuch  hat  veröflentlichen  lassen,     i/i.  Aufl.  (1887.) 


— c 


Fig.  S. 

V.  Si-hlegel,  Schlo'm.  22  (1877i,  p.  339.  A  C  B  gleichseitig,  A'  B'  nahezu 
gleich  halber  Peripherie,  DE'  nahezu  gleich  Bogen  DE;  damit  auch  zugleich 
Kreisteilung.     Die  Annäherung  ist  aber  keine  große.     (Fig.  9.i 

Auf  Keicton,  Brief  an  Oldenbiiry  13.  Juni  107(5,  geht  die  Formel 

14  +  cos  .r    . 

.T  =  „    ,    „ sin  .T 

9  +  6  cos  .c 

zurück,  welche  P.  Maxaion   im   Mexseng.  2b  (1896 1,  p.  48   und   Mathes.  16    (1896), 
p.  84  untersucht  hat. 

Emil  Litiiipe.  Mathes.  (2)  7  i'18;i7i,  p.  129  etc.  Eine  ganze  Reihe  Xäherungs- 
r(irmeln  mittels  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  aus  der  Formel  : 


II  —  1     8in2.T    I    («  — 1)(«  —  2)sin3x-       (h  —  1)(m  —  2){ii  —  3)  sin 4a; 
+  3)  ^^3  (H  +  2)(H+"3;i7)r+4)       4 

=  .x-  +  c.i--"  +  ^H 


2h     /  .  II  —  1     8in2.T    ,    (n  — 1)(« 

( sin  .r  —  — . —  •  — ;; h  ; — r-^f- 

«  +  lV  11  +  2         2        '    (n-\-'^){n 


+ 


abgeleitet  und  iihnlicben.     (Dazu  Aidinj,  Progreso  (2)  2,  p.  283.) 

Fr.  Strempel,  Ein  Annäherungsverfahren 

zur    Yerwandluug   von    Kreisbogen    in    gerade 

..inien  und  umgekehrt.     I'rogr.    Rostock  1898: 


.Iß  =  AC;  AX 
i(f  —  sin  qp)  nahezu  • 
Derselbe  Progr.  748  (1903) 


q)  ll    —   cos  qp): 


ip  —  sin  qp)  nahezu  gleich  3 ?,  9'"-  (^'g-  10.) 


Fig.  10. 


Eine  Quadratur  des  Sektors  auf  statischer 
Grundlage  gibt  E,  Culligiioii,  Nouv.  ann.  (2)  13 
(1874\  p.  389. 

Nicht  ganz  elementar  ist  Olinde  Eodrigues:  Note  sur  l'evaluation  des  arca 
de  cercle,    Liouville  8  (1843),  p.  225. 
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L.  OpperiiKiiiii:  Tychsen-Tidsskrif't  I  (2),  ö;  104  (1869).    Ist  B  die  Länge  eines 
Kreisbogens,  C  die  der  Selinc  und  .^  >=  (j  ( 1  —-77),  so   ist   die  Anzahl  der  Grade 


1/       420—11 
des  Bogens  naliczu  gleich   lli,59lö6\/  Z ■  .^^_^ 


-11  Z 
Z 


Es  werde  liier  auf  die  schöne  Hiti/gcnssche  Koiistruktiou  des  Kreis- 
bogens hingewiesen. 

0.  Numerische  IJcrceliniiug  vou  :i. 

Ärchiinedes  2  Dezimalen,  Inder  .'1  bezw.  i,  I'lolemäiis  i,  Rhcticus  8,  Petrufi 
Metius  8,  ^'ieta  11,  Ädriaiiun  Tiomtuiu.s  16,  Ludolph  van  Ceulen  3.t,  Grienberger 
(Jesuit)  39  (IÜ30);  von  da  ab  arctg  lleilien. 

Abr.  Sharp  TS,  Mach.n  100,  F.  de  J-agny  127,  Vega  140  bezw.  136,  Manu- 
skript lindcliff'e  zu  Oxford  156,  Dase  200,  Clausen  248,  Bichter  330,  Butherford  440, 
Bichter  500,  Shaiiks  ööO,  dann  607,  zuletzt  (1873)  707.  Proc.  Royal  soc.  22 
(1873)  p.  46. 

Z.  Dase:   Ciclle  27,   p.  198,  --  =  arctg       +  arctg      -f  arctg  — ,  von  den  140 

4  2  3  5 

IVj;a's  die  4  letzten  falsch.     W.  Biilherford:  Philosoph,  trausactions  Vol.  131  (1841), 

p.  281  -—  =  4  tan tan     _     4-  tan     „.  ,   die   ersten    152  stimmen   mit  Dase 

4  o  <0  y'J 

(Euler:   De  variis  method.   circ.   quadrat.   numer.  proxime   exprim.   Petrop.  T.  IX, 

p.  222  (1764):  arctg  --  =  arctg  — — —  +  arctg—).    Anonym.  Oxf.  Dasei,  c.  (1844); 

Clausen:  Astronomische  Nachrichten  1847,  Nr.  184,  T.  25;  Shanks:  Proceedingg 
Royal  Society,  Januar  20,  1853,  p.  273;  Bichter  (1853),  Grunert  21,  p.  119;  (1854) 
22,  p.  473;  23,  p.  476  (18541.  W.  Butherford:  Proc.  Roy.  Soc.  20.  Januar,  1852  p.  273; 
Bichter:  Grün.  25,  p.  472  und  Elbinger  Anzeiger,  18.  Okt.  (1854),  500  Dezimalen; 

Sltanls  607  (1853).    Berechnung  von  .t  durch  die  Reihe  -'    ^  2tg~ tg~  -_-  etc. 

4  2  7 

Edg.  Fusby:  Messengcr  (1873\  p.  114,  Bemerkung  von  Glaisher. 

7t.  mittels  der  Formel  für  sin  2qp  schon  Bar'rois:  Gcrgonne  4,  p.  361  und 
nicht  zuerst  von  Seidrl ,  München,  auch  schon  von  Vieta,  dessen  Formel  von  Grebe: 
Gru)i.  11  geometrisch  abgeleitet  wird  [Grün,  selbst  auch  aus  sin  2qp,  11  p.  181) 
die  Konvergenz  des  unendlichen  Produkts  von  Lerch  und  Budio  1.  c.  nachgewiesen. 

TT  auf  30  Dezimalen  in  französischen  Versen :  Nouvelle  correspondance  6 
p.  449. 

Neuer  Kettenbruch  von  Sylvester:  Philosoph.  Magazine  37,  ,18569,  p.  373 

^  =  [1;   1,  2,   6,   12,   20,  30,   42  .  .  .  .] 

Untere  und  obere  Grenze  für  71  Didion:  Comptes  rendus,  Bd.  74,  1872,  p.  3G, 
dazu   E.  Catalan  p.   177   Fiefasche    Formel    und    Educational  times  70,  l!sy9:    13 

jr  >  I  31,   jf  <  2  y96Ö. 

Nach  einer  rein  empirischen  Methode  ist  w  im  Philosoph.  Magazine  Okt.  1862 
auf  16  Dezimalen  berechnet  und  ebenso  rein  empirisch  diese  Methode  von  Drach, 
London  Mathematical  Society  Proceedings  8  i,1877),  p.  316  auf  208  Dezimalen  aus- 
gedehnt. 


70  U-  Spezielles. 

Den  LambertKchen  Beweis  der  Irrationalität  von  w  gibt  Glaisher:  Reports  of 
British  Association  1871  statt  auf  30  Seiten  auf  einer  Seite,  auch  der  Legendrescbe 
Beweis  ihi. 

Die  Transzendenz  von  tt:  t".  IJndemann;  Berliner  Akad.  Sitzber.  22.  Juni 
1882.  Über  die  Zahl  n:  Clchsch  Annalen  20  ;1882),  p.  213  (im  Anschluß  an  Her- 
mite's  Beweis  der  Transzendenz  von  e  und  verbessert  von  Weierstraß).  Die  immer 
einfacher  werdenden  Beweise  von  Gordan,  Hurwit: ,  Hühcrt,  Weber  etc.  gehören 
der  Algebra  an,  die  Transzendenz  von  n  ist  schon  1865  durch  H.  Scheffler:  (hiin. 
44,  p.  8'J  geahnt,  aber  nicht  genügend  begründet  worden,  vergl.  hierzu  Encykl.  III, 
Referat  Sommer. 

Formeln  um  mit  n  bequemer  zu  rechnen  z.  B.  —  ^ 


7C         3         1000       2000        50000' 

7r°=  10  (1—0,01304);  -n''  =  lO'^l  -|-  0,01527)  aus  Mathem.  Gazet.  in  Mathesis  (2) 

4,   p.  162.     Vom    reihentheoretischen    Standpunkt    aus    mehrfach,    z.  B.    Glaisher: 

Quarterly  Journal  11,  p.  232  (1873). 

Die  „eigenartige"   Methode   von  A.  S.  Herschel:   Quarterly  Journal  4,   p   165 

-|/(-i7fir7) 
gegründet    darauf,     daß    arctg  jr  fast  Wurzel   von  cos  .r  =  tgx^y ^ = 

0,7863,  X  =  38"  10' 46"  gegen  38''8'4  ",  ist  schon  von  Crelk:  Grelle  32,  p.  91  (1846), 
benutzt,  er  bemerkt  auch,  daß  sin  x  =  der  doppelten  Zehnecksseite. 

Der  alten  Quadratrix  und  der  Spirale  gesellte  Guimaräes  die  Cykloide  zn 
(emprego  da  cycl.  Teixeira  Journal  VI,  85  (1885));  mittels  Lineales  und  Zirkels  und 
einer  festen  Cykloide  eine  große  Anzahl  Probleme  der  element.  Geometrie  über 
Teilung  und  Qnadricrung  etc.  des  Kreises;  hierhin  gehört  auch  die  Konstruktion 
durch  den  Integraphen  von  Äbdanlc - Abakaucnvitudi  bei  F.  Klein:  Elementar- 
geometrie (1895). 

Über   -^  =  —  log  (  Schellbach:  Grelle  9,  p.  404  (1832). 

Eine  Zusammenstellung  von  Formeln  .7.  G.  Diipain:  Nouvelles  annales  5, 
12,  16  etc.     F.  J.  Studniiht:    Über    die  Quadratur  des   Kreises  Vestnick  8  (1899), 

p.  305  Reihe  für  — -  Tt. 


f.  -T  durch  Walirscheiulichkeitsrechnnna:,  Sadelproblem. 

2  /  , 

w  =^  — ,  wo  l  Länge  der  Nadel,  a  der  Abstand  der  Parallelen;  m  die  Zahl 
an  ^ 

der  Versuche,  n  die  Zahl  der  Schnitte  w  =  lim  — .     Lavlncc:    Theor.   analyt.   de 

m 

la  probabilite  V;  3Icssenger  (2)  2(1872)  A.  Hall  (Cap.  Fox  Verfahren).  Dazu  ge- 
hört der  .\rtikel  von  Glaisher  unter  a,  der  auch  über  Versuche  berichtet,  die 
Ainbroise  Siiiith  1855  auf  Veranlassung  de  Morgans  angestellt  hatte,  denselben 
Gegenstand  betrifft  die  Note  von  P.  Gray.  Messeng.  (2)  3  (,1873)  p.  61,  vgl.  auch 
i?.  Wolf:  Geschichte  der  Astronomie  und  Handbuch  der  Astr.  —  Grashalme  zum 

Kranz  w  =l/ö75^^3ri'  -^'  ^''  ^"'''*^^-  Grün.  11,  p.  44;  Würfelversuch.  R.  Wolf, 
Zürich:  Vierteljahrschrift  Bd.  26  und  27;  rt  durch  Experimente.  A.  PaneJc,  Gasop. 
X,  272  (1881\  böhmisch. 
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g.  Methode  des  Areliiniedes. 
Verbessert  von  Janirs  Gregory  (1667)  in  der  „Qnadratura",  der  statt  der  Um- 
fi'inge  dio  Kliiclien  der  demselben  Kreis  ein-  >ind  umgeschriebenen  regulären  Poly- 
gone einfiilirte,  bezw.  J.  Saurin:  Sur  les  figures  inserites  et  circonscrites  au  cercle. 
Paris  (1723);  historisch:  P.  Tanntry:  Sur  la  mesure  du  cercle  d'Arohimede,  Me- 
moire Bordeaux  (2)  4  (1881),  P-  313,  erklärt  des  Archimedes  Methode  zur  Aus- 
ziehung der  Quadratwurzeln,  dazu  Fr.  Hiiltsch,  Schlümilch's  Zeitschrift  für  Math, 
und  Phys.  39  (1894),  p.  121,  161. 

A.  L.  Grelle  14,  p.  66  (1835)  {Huygenn)  Beweis,  daß  5'— ;/<--  (q  —  ]•),  wo 

4 

p  und  q  Inhalt   oder  Umfang   des   ein-   und   umgeschriebenen   ebenen  n-Ecks,  q' 

und  ;/  des  2h -Ecks  bezeichnen. 

H.  Berlot:  Nouv.  ann.  2  (1?43),  p.  196,  250  dito. 

//.  Mourgues:  Xouv.  ann.  3  (1844\  p.  13. 

Des.  Andre  II,  13  a874i,  desgl. 

P.  Breton  (de  Champi:  Nouv.  ann.  4  il845i,  p.  415  verbessert  den  Legendre- 
schen  Beweis  aus  den  Elementen,  daß  Kreis  B:  Kreis  r  =  R :  r. 

A.  Morel,  Bourget  (1879i,  p.  22.  Beweis,  daß  lim  q  =  lim  p.  Setzt  die  Haupt- 
sache 5  >  als  die  Peripherie  voraus. 

.1.  Mnjer:  Cirkelperifiens  Längde  etc.  Xvt  Tidssk.  f.  Math.  5  (1834),  p.  68. 
Lim  Qa  =  LimP«;  elementar  u.  e.vakt. 

LionnetacheT  Satz:  Die  Differenz  zwischen  Peripherie  und  Umfang  des  innem 
ji-Ecks  ist,  wenn  n  >  3,  kleiner  als  die  Seite  des  «-Ecks.  Lionnet  selbst:  Xouv. 
ann.  (,2i.  10,  p.  556  {Bourget  [1879|,  p.  193)  ebendort;  Callandreau:  trigonometrisch; 
Gerono,  elementar,  p.  433;  Durcl  i2)  11,  p.  90,  trigonometrisch. 

Die  numerische  Berechnung:  Hellicig:  Grün.  18,  p.  234.    Ligowski:  Grün.  55 

(1843),  der  die  kleinen  Radien  zur  Fie<aschen  Formel  benutzt.  Weinmeister:  Uoffm.  8. 

Vor    allem    Catalan   und    Schlömilch;     Catalan:    Nouv.   ann.   1    (1842),   geht    von 

2  4B 
der  Snuriwschen  Formel  B'=  — — , — r^  aus,  wo  ^1  Inhalt  des  innem ,  B  des  äußern 

A  ~\-  A 

H-Ecks  (1723)  und  leitet  ab: 

(A"\^=2(A       Y:(A         +A       Y  was  Crossoii.- Xouv.  ann.  5,  1846,  p.  128 

weiter    ausführt.     O.  Schtömdch:  Schlöm.  2,  p.  330,  Gnin.  14,  p.  408   Formel  63 1, 
Xouv.  ann  14,  p.  462  :.  ^  3  .  SJ^  :  2,S;  +  T^;  Fehler  <  1  (T^  -  S^^-. 

L.  Maleg.r:  Xouv.  ann.  (3 i,  5  (1886\  p.  5,  durch  Berechnung  des  großen  und 
kleinen  Radius  bei  konstanter  Seite  und  geeigneter  Methode  aus  Ausdrücken  von 
der  Form  n-  +  c  die  Quadratwurzel  zu  ziehen.  Auch  als  selbständiges  Buch, 
Paris  1886.  Maley.r  glaubt  die  Jlethode  des  Archimedes  wieder  hergestellt  zu 
haben;  dies  könnte  höchstens  für  die  Wurzelberechnung  zutreffen,  vgl.  aher  Eultsch, 
Schlöm.  39  (1894),  p.  121.  Nouv.  ann.  (2),  10  (1871),  p.  454  weist  Gerono  einfach 
geometrisch  nach,  daß  der  Kreis  zwischen  na  und  (n  -\-  l)a  liegt,  wo  a  Seite  des 
eingeschriebenen  reguläxen  ?!-Ecks  ist. 

h.  Methode  der  Isoperimetrie. 

o  ist  kleiner,  r  großer  Radius  des  regulären  «Ecks  mit  stets  verdoppelter 
Seitenzahl,  welches  mit  dem  ursprünglichen  gleichen  Umfang,  bezw.  Inhalt  hat. 
Es  ist  dann  2a'^  r  -\-  a:  r'-=  ra'. 
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II.  Spezielles. 


Methode  von  Schirah  (Elements  de  geometrie,  Nancy  [1813]),  dito  John  Lcslie 
(Elements  of  geometry,  -J.  Aufl.  [181t)]i;  i'.  Sitrcij:  On  Jolin  Leilii'\  computation, 
Edinburgh  Pruc;  XV,  p.  348  (18!sy),  aber  die  Methode  ist  weder  deutsch  noch 
englisch,  sondern,  wie  O.  Terquem:  LiouviUe  (1838),  3,  p.  47  berichtet,  schon  von 
Descartes  ohne  Beweis,  Oeuvres  7,  XI,  p.  442,  der  von  Euler:  Isovae  commenta- 
tiones  Petropolit.  7,  VIII,  p.  157  hinzugefügt  ist;  sie  geht  aber  auf  Cnsnnns  zurück, 
der  in  einer  zwar  willkürlich,  aber  mit  gutem  Instinkt  gewählten  Konstruktion 
einen  ganz  brauchbaren  Näherungswert  findet. 

Zuerst  Gergonne  (Gerg.  6,  p.  idi)  it  auf  7  Dezimalen  mittels  Methode  von 
Schirah,  Gergonne  17,  0  und  1  seien  erste  Glieder,  dann  abwechselnd  arithmetische 
und  geometrische  Mittel  bis  zu  zwei  Zahlen  a  und  h,  die  in  mehr  als  der  Hälfte 
ihrer  Ziffern  von  links  aus  übereinstimmen,  dann  ist  in  den  Grenzen  dieser  An- 
uäherung  :r  =  ö  :  (a  -|-  2  h). 

A.  J.  H.  Vi)icenfs  Bearbeitung  von  Schirah's  Methode  Nouv.  ann.  4,  Griin.  ü, 

p.  -.ysi. 

Die  einfachste  Ableitung  ist  von  E.  Leger:  Nouv.  ann.  V,  p.  204  (posthum) 
OD  =  r,OC  =  a,  EF  Seite  des  isoperimetrischen  Polygons;  dann  ist  ohne  weiteres 


klar,  daß  OG 


'  =  —(«-(-  >■)  unil   OE-  =  »■'- 


<  "/  -  'h 


und  4 


('■ 


=  ra  uud  gaiis  einfach  folgt,  daß  4  (>' —  a) 
<r-a.    (Fig.  11.) 

E.  Catalun:  Tht-oremcs  et  i^rolilemes,  7.  Aufl., 
Buch  4  und  Kongreß  zu  Havre  der  Assoc.  fran. 
i,-aise  11877)  gründet  auf  Legers  Methode  Ver- 
fahren   für    7r~'  imd  2  a:"'. 

i.  (/(.'  Viricii:  Nouv.  anu.  18,  p.  234. 
Andre  hübscher  Beweis,  daß  4  (f^.  ,j — Cj.) 
inn.  (2)  13,  \i.   178;    man  eli- 


;  +  i)  <''-i- 


Nouv 


miniert  zwischen  ;•„,  r.j  und  «^  und  k,  ,  dann  die  letzteren  etc ,  daraufhin  von 
E.  Houche  (Nouv.  ann.  1 3)  1,  p.  325 i  die  Berechnung  abgekürzt;  desgl.  1'.  Marision, 
der:  Mathesis  3,  p.  161  liewcist,  daß  5  ("^  ,  i  — "/)  !>  "i-  —  "<_r  Awion:  Mathe- 
sis  3,  p.  145   (1883). 


Thir  die  Fehlergrenzen:  Hmt:  Nouv.  ann.  4,  p.  156  »  ;=  > 


m  -\-  log  1 6  —  a) 


log  4 


wo  »  die  Zahl  der  Verdoppelungen  uud  u  uud  h  die  Umfange  des  einfachen  ein- 
uud  umgeschriebenen  u-Ecks  und  10    '"  die  Fehlergrenze. 

A.  Hermann:  Nouv.  ann.  (^2,i  5,  p.  509  Fehler  ■<  10  "',  2*  =  2-|-2Hi:  wenn 
j»  ^  >  7,  genügt  es  in  2'^'  das  /:  =  2/«  zu  machen  i'Note  von  Gerono). 

E.  Jiibe:  Nouv.  ann.  5,  p.  42,  Ä:  ^  >  —  ;»  —  1,  wenn  man  vom  isoperime- 
trischen 6-Eck  ausgeht. 

Daß  beide  Methoden  für  die  Berechnung  von  ir  im  Grunde  identisch,  wie 
schon  früher  von  Vincent  und  andern  Iiemerkt  war,  von  M.  Fonclie:  Bull.  SociiSte 
mathcm.  de  France. 

In  JJofj'mann  2,  339  ist  die  Schwahsche  Methode  von  A'.  Zerlang  ohne  Quellen- 
angabe abgedruckt. 

3t  als  Grenze  eines  nicht  regulären  Polygons  L.  Geo/froij:  Bourgct  5  (^1881) 
p.  49,  97  [Leibnizsühe.  Reihe,  Gregory?^ 
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J.  Kürschdk:  Ungarische  Berichte  (11.  Febr.  (1H87).  5,  p.  77  eleinontar-geo- 
metrischer  Beweis,  daß  die  eingeschriebenen  regulären  Polygone  mit  wachsender 
Seitenzahl  bestündig  wachsen  (■htmrx  drf/jnrt/),  die  uuigeschriebenen  bestiindig  fallen. 

i.  liiiniilae  Ilippokratis. 

(iewülinJicIi  wird  der  i'lurali«  gebraiudit  und  dem  llippolrtilcs  der 
Satz  zugeschrieben:  Die  beiden  Halbmonde,  begrenzt  von  den  Halb- 
kreisen über  den  Katheten  (nach  außen)  und  dem  über  der  Hypotenuse 
(nach  innen),  sind  gleich  dem  rechtwinkligen  Dreieck,  hipjiolirates  hat 
nur  einen  Halbmond  (meniscus,  liinula),  d.  h.  eine  von  zwei  verscliieden- 
ofradigen  Bogen  begrenzte  Fläche  quadriert  und  zwar  in  drei  ver- 
schiedenen  Fällen,  zuerst  den,  dessen  äußerer  Bogen  der  Halbkreis, 
dessen  innerer  der  Quadrant  ist.  Der  Irrtum  findet  sich  selbst  im 
liouche  von  1900.  Mitunter  wird  sogar  gesagt,  daß  das  Möndchen  über 
jeder  Kathete  gleich  dem  gleichliegeuden  Höhendreieck  sei!  Die  Er- 
'weiterung  fand  ich  nicht  bei  Vieta,  Clavius  imd  Sturm,  wohl  aljer  l^ei 
Tacqitcf  als  Zusatz  zu  Euklid  XII,  2,  was  auch  van  Stvindcn  schon  an- 
führt (Übersetzung  von  C.  F.  A.  Jacohi  p.  218,  p.  214,  van  Saindni: 
„Über  mondförmige  und  andere  ähnliche  Figuren  verdient  vorzüglich 
nachgelesen  zu  werden:  G.  W.  Kraff't,  lustitutiones  gepmetriae  subli- 
mioris,  Tubingae,  1753"). 

In  Spiel'crs  Lehrbuch  findet  sich  der  Satz:  Beschreibt  man  über 
den  Kallieten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  die  Quadranten  nach  innen, 
über  der  Hypotenuse  nach  außen,  so  ist  das  von  drei  (juadranten  be- 
grenzte Flächenstück  gleich  dem  Dreieck.  Kreisbogendreiecke  sind  wohl 
zuerst  von  Vieta  quadriert,  der  vor  Tannery  das  Prinzip  der  Quadrie- 
rung der  Lunulae  klar  gelegt  hat.  Hippoh-atcs  hat  nach  dem  Bericht  des 
Simplkius  im  Kommentar  zur  Physik  des  Aristufdcs,  bezw.  nach  Eudcnios 
nur  die  Fälle  erledigt,  in  denen  sich  die  Quadrate  der  ähnlichen  Sehnen 
wie  1:2;  1:3;  2:3  verhalten;  die  beiden  andern  Fälle  5:1  und  5:3 
sind  von  Clansen  gegeben  und  finden  sich  bei  Enriques  im  letzten 
Artikel.  Der  von  Vieta  gegebene  Fall  1 : 4  (Variorum  etc.  liber  VIII ) 
verlangt  die  Lösung  des  Delischen  Problems  (s.  Trisektion).  Zusammen- 
fassend: 

Gabriel  Craiiier:  Histoire  de  rAcadetaie  royale  de  Berlin  ^174f<i  p.  482. 

C.  A.  BreUcIineicler:  Die  Geometrie  und  die  Geometer  \or  Ei(kliil,  Leipzig  1870. 

G.  J.  Allttian:  Hermathena  5  (1877)  Nr.  7  (1881);  Greek  Geometry,  Dublin, 
London  1889. 

H.  Dicls,  Kritische  Textausgabe  des  Kommentars  des 'Simplicius,  Berlin  1882. 

P.  Tannery:  La  geometrie  grecque,  Paris  1887. 

Vor  allen  F.  Btidio:  Bibliotheea  mathem.  (3)  3  (19u2i  und  Zusatz  4  il903). 
Seiner  Rettung  des  Simplicius  schKeßt  sich  H.  Schmidt,  ibid.  4  Heft  2  an,  sowie 
der  Referent. 
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Th.  Clatisen:  Crelle  21  (1840),  p.  375,  zwei  neue  Momlchen  5:1  und  5:3; 
der  entscheidende  Satz  ist  schon  von  G.  Cramer  (1.  c.)  gegeben  und  findet  sich 
auch  bei  G.  Paueker:  Die  ebene  üeometrie,  Königsberg  1823.  Die  Sätze  daselbst 
über  die  Quadrierung  von  Teilen  des  ersten  Hippokrat&chen  Mondes  sind  schon 
in  (\en  Acta  eruditorum  1,1700),  p.  306,  durch  einen  Brief  von  Wallis  aus  dem  Eng- 
lischen des  Johannes  Perks:  Acta  philosoph.  anglican,  der  (16'J9),  p.  411  mit- 
geteilt, in  dem  auch   Tschinihausen  und  David  Gregory  erwähnt  sind. 

Mutth.  Paschen,  Über  die  sogenannte  Quadratur  des  Kreises,  Progr.,  Neiße  1877. 

G.  Doslor,  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  £5  (1880),  p.  193.  Die  Differenz  zwischen 
dem  Kreisbogendreieck  und  dem  gemeinsamen  bikonvexen  Stück  ist  auch  gleich 
dem  Dreieck  (Halbkreis  über  der  Hypotenuse  nach  außen,  Katheten   nach  innen). 

F    W.  Fischer,  Grün.  60  (1881),  p.  337  (Arbelos  s.  Kreis). 

Z.  Reygio:  Quadratura  di  certe  aree  circolari,  Veneto  Atti  (5^  7  (1891),  p.  1097. 
Dreiecke,  bezw.  Vielecke  von  Kreisbogen,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  da- 
bei Pascal  und  Brinnchon  (s.  Transversalen). 

P.  Tannery  (1.  c):    Verallgemeinerung  der  Quadratur  der  Summe  eines  Halb- 
mondes mit  einem  Kreise  von  Hippolcrates. 

Max.  Haberland,  Prog.,  Neustrelitz  1897.  Eine  sogenannte  Erweiteiiing  auf 
ein  beliebiges  Dreieck. 

[Vgl.  auch  E.  Landau,  Über  quadrierbare  Kreisbogenzweiecke,  Sitzgsl.cr.  Berl. 
Math.  Ges.  2,  1—6,  1903.] 

7.  Reguläre  Polygone,  Kreisteilung.  (Vgl.  Trisektion.)  Die 
Konstruktion  der  regulären  Polygone,  bezw.  die  Teilung  des  Voll- 
kreises in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Teile  ist  wiederum  eine  der 
großen  Aufgaben,  aus  denen  sich  die  Geometrie  entwickelt -hat.  Wie 
die  Quadratur  und  die  Trisektion  hat  auch  sie  ihre  Lösung  von  der 
Arithmetik  erhalten.  Aus  dem  von  F.  Klein:  Math.  Annalen  57  heraus- 
gegebenen Tagebuche  Gauß'  von  179(')  — 1814  wis.sen  wir,  daß  (rcinß 
das  Problem  am  30.  März  170(3  bewältigt  hat  und  lüjährig  (nicht 
17  jährig  wie  gewöhnlich  gesagt  wird)  die  Konstruierbarkeit  des  regel- 
niäßiüen  17-Ecks  sefunden  hat.  Wir  wissen  durch  Surtariiis,  daß  diese 
Entdeckung  (Tfitiß  für  die  Mathematik  entschieden  hat.  Im  Intelligenz- 
blatt  der  Allgemeinen  Litteraturzeituug  (Jena)  Nr.  6(j  vom  1.  Juli  1706 
findet  sich  die  erste  Veröffentlichung,  welche  von  E.  A.  W.  Zimmer- 
mann veranlaßt  ist.  Die  vollständige  Theorie  gab  (rauß  dann  in  den 
Disquisitiones  arithmet.  von  1801,  wo  er  Sectio  VII  bewies,  daß,  wenn 
n  eine  Primzahl  und  «—  1  =  2"3.''5>'  .  .  .  .,  die  Teilung  zurückgeführt 
werden  kann  auf  u  Gleichungen  2.  Grades,  ß  3.  Grades  imd  so  fort,  so 
daß  für  Primzahlen  eine  Konstruktion  (mit  Zirkel  und  Lineal)  dann  und 
nur  dann  möglich,  wenn  «  —  1  =  2"  ist  (wo  u  =  2'),  und  wenn  JV  keine 
Primzahl,  so  muß  es,  abgesehen  von  2-^ ,  aus  Primzahlen  dieser  Art  zu- 
sammengesetzt sein.  Vgl.  hierüber  F.  Klein:  Vorträge  über  ausgewählte 
Fragen  der  Elementargeometrie,  Leipzig  1895  und  L.  Wantzd,  LiowviUe 
2  (1837),  p.  366. 
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A.  AllgOinoillOS  (vgl.  auch  Polygon). 


L.  N.  M.  Carnot  (1801):  P  ein  Punkt,  B  Abstand  vom  Zentrum,  r  Radius  des 
Umkieises,  n  Seitenzahl  ^^PA^  =  (r'  -f-  i?*)  v,  auch  gßom^itrie  de  position  p.  320 
(Spezialfall  des  2.  SIeiiaiischen  Satzes);  ein  Spezialfall  des  ersten:  „wenn  p  Lote 
von  einem  Punkt  auf  die  Seiten  des  umgesehrieboncn  «-Ecks  bedeuten ,  so  ist 
2 2,'^j' =  ü  JU"'"',  ist  von  Glenie:  Edinb.  transactions  180ö  bewiesen. 

Mat.  Stewart  gab  1746  in  der  Schrift  Some  general  theorems  etc.  G4  Sätze,  da- 
von nur  8  mit  Beweis.  Alle  wurden  von  Th.  St.  Daoies  bewiesen:  Edinb.  transact.  1.5 
(1844),  p.  573  analytic  diaeussion  etc.  und  vier  Jahre  später  von  P.  Biritni  in 
Liouville   13  (1848),  p.  281 ;   sie   beruhen   im  wesentlichen   auf  Summation   nach  k 

von  cos''  I —  2jr  -(-  ay-  Programm  über  die  general  theorems     P.  Mctifzner,  Meißen 

1874,    darin   Z/jJ,  =  m  (iJ"  +  ^;  iJ""- +  J3^  i'""*  +  C.  .  .),   wo   A  =  [n]2]:   2'; 
B  =  [n\i]  :  2«  ■  4«;  C  =  [n\6] :  2*4-6=  etc.     Von  Meutzner  selbst 
^pI  =  „1  („"  +  ^  ,."  -  -  7?-  +  . .  .) , 

d.  h,  Vertau.sehung  von  v  und  R\  B  ist  Radius  des  Inkreises,  j;  Abstand  des  Punktes, 
bezw.  der  Geraden,  p^.  Lot  vom  Punkt  auf  die  Seiten,  bezw.  von  der  A:-Ecke  auf 
die  Gerade,  m  die  Seitenzahl  und  n  <[  m.  Ebendort  auch  Beweis  des  2.  Slcwart- 
echen  Satzes:  wenn  P  ein  Punkt,  /;^.  =  PA  f.,  und  v  die  Entfernung  vom  Zentrum 
des  umgeschriebenen  Kreises  r  ist,  so  ist 

0 

wo  V  <^  m  ist.  Daß  die  entsprechenden  Sätze  für  die  Kiujel  gelten,  bemerkt 
Meutzner,  gibt  aber  an,  daß  ElUs  (Brief  an  Bnton)  dies  früher  gefunden.  Über 
die  general  theorems  vgl.  auch  H.  M.  Jeß'ery.  On  theor.  relating  to  the  regulär 
polyhedras,  London  R.  S.  Proc.  13  (188-2)  p.  105. 

Fraiti'ais:  Gergonue  5  (1814  und  15),  p.  341  im  wesentlichen  Spezialfälle 
der  6Y('«t!a)  (sehen  Sätze,  aber  selbständig  gefunden. 

L'Huilicrschei  Satz:  Bibliotheque  universelle  1824  mar»;  ohne  Beweis,  In- 
halt eines  Polygons,  dessen  Ecken  die  von  einem  Punkt  P  auf  die  Seiten  gefällte 
Lote  sind,  ist  nur  abhängig  von  dem  Abstand  P's  vom  Zentrum;  Beweis  Clt.  Sturm: 
Gerg.  15  (1825\  p.  45,  desgl.  p.  250,  wo  der  Satz  J^nJ.  =  const.  Ißj.  Seite  des  ein- 
geschriebenen Fußpunkt-Polygons)  etc.,  verallgemeinert  von  Steiner:  Crellr  1,  p.  38 
(s.  Simson-Linie). 

Manderher :  Correspondance  Quetelet  3  il827i,  p.  S.  Einem  regulären  Poly- 
gon ein  anderes  reg.  Pol.  von  doppelter  Seitenzahl  einzuschreiben. 

A.  F.  Sranberg  (Stockholm):  Correspond.  Quetelet  9  (1837),  p.  72.  .\nalyse 
des  polygones  et  des  pyramides  regulieres;  dabei  Polygone,  deren  Seiten  gleich 
und  deren  Winkel  abwechselnd  gleich  (trigonometrisch  und  analytisch). 

E.F.August:  Grelle  17  (1837),  p.  387;  merkwürdiger  Satz  über  die  Gleichheit 
der  Summe  der  geraden  und  ungeraden  Strahlen. 

0.  Terqueni:  Liouville  3  (1838).  Wenn  n  Primzahl  >  .2  ist,  so  ist  der  Peri- 
meter inkommensurabel  mit  dem  Badius;  gleichzeitig  auch  von  Bouniakonsky : 
Bulletin  scientifique  de  St.  Petersbourg  5  (1838)  16.  Nov.,  aber  schon  Lambert: 
Memoire  de  Berlin  1761. 
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Z).  (?):  Cambridge  Journal  184."i.  Erweiterung  Waltacischer  Sätze.  Wenn 
Pi  Lot  auf  Seite,  so  i.st  PtJ'sPö  ■  ■  ■  P-  ,i-i  ~'r  l'-Pt  ■  ■  ■  Pi7i^  _  „  ^  ^4,  da  die  erste 
Summe  ^1  sin-  -_-    luid  die  andere  ^1  eos*  und  ähnliche  Sätze. 

,■1.  Amiut:  Nouvelles  annales  3  p.  24G;  die  Anzahl  der  Sternpolyeder  und 
Sternpolygone  erst  allgemein,  dann  17-Eck  \iin    aus  «  und  n' \. 

C.  C.  Gerono:  ibi  16,  p.  44.  Die  algebraische  Summe  der  Lote  auf  eine 
durch  das  Zentrum  gehende  Axe  ist  0,  Beweis  des  Carnot\Steirarhsc.hen  Satzes. 

Mourgucs:  ibi  18  dSö'J'),  p.  158;  ist  d  der  Abstand  von  Ecke  oder  Seite,  so 
ist  Xd'^  für  das  Zentrum  Minimum. 

Tnn  dir  MoishniyyJic:  Bulletin  de  l'academie  de  Belgique  2  p.  17.    I^t  Siii  die 

Summe    der  in""  Potenzen  der  Projektionen  der  Seiten  a  im  regulären  n-Eck  auf 

,     .        ,  .  ,    , ,  ,    .-,  1  -  3  •  5  ...  (m  —  1)  .  ,  , 

irgend  eine  Axe,  so  ist  .S/;(  =  0  und  Sm  = na'",    le   nachdem 

2  ■  4  ■  6  •  •  ■  »^  •' 

m  ungerade  oder  gerade. 

jV.  A.  Whitaorth:  ßlcssciigfi-  4  (1875),  p.  88;  regelmäßige  Polygone  iStrecken- 
zug)  im  Räume. 

Spezialfälle  der  .SVrHYirfschen  Sätze,  sowie  des  L'Hiiilierschen  kehren  öfter 
wieder,  so 

F.  Cdefttri:  Periodico  di  matem.  13  (1898),  p.  Iü5,  p.  193,  so  in  der  Sammlung 
Bayrischer  Examenaufgaben  von  Sailir  der  Satz:  Die  Summe  der  Quadrate  der 
Seiten  und  Diagonalen  ist  n-r^. 

Fr.  Mtycr:  Hofj'iHun»  17  il8SC),  p.  50.  Methodisch  (mit  dem  regelmäßigen 
Streckenzug  beginnend  i. 

A.  Grusinzef:  Kechiieriscb;  die  Erweiterung  der  Methode  ^-l?/«/ DJdrfa'ö  fürs 
'J-Eck  auf  die  Seitenberechnung  des  (in  -\-  Ij-Ecks:  Charkower  Gesellschaft  37 
(1884). 

Die  vollständige  Unterscheidung  der     -  ijp(*(~i  Arten   eines  regulären  «-Ecks, 

d  h.  der  Zahl  der  Umläufe  um  den  Kreis  zuerst  bei  L  Poinsot  in  der  grund 
legenden  Arbeit:  Memoire  sur  les  polygones  et  les  polyedres;  Journal  de  recole 
polytechnique  10  (1810i;  vgl.  auch  Tfrqin}ii:  Nouvelles  annales  8  (184;)!  uud  deutseh 
'7.  Dieiiyer ,  Gruntrt  l.'i. 

B.  Sporer,  Griniirt  rli,  3  il88i;i,  p  :.'17.  Eine  algebraische  Kurve,  welche 
mehr  Symmetrieaxen  hat,  als  ihre  Ordnung  angibt,  ist  ein  Kreis,  bezw.  besteht 
aus  konzentrischen  Kreisen. 

J.  Cttsey,  A  sequel  to  Euclid,  Dublin  ISSI;   sehr  einfacher  Beweis  dafür,   daß 
das  umgeschriebene  regelmäßige  «-Eck  Minimum  ist,  vgl.  Isoiierimetrie. 

G.  Busso,  Bouryet  (1885),  p.  284.  1.  Beweis  des  Satzes  von  Cariiot,  i.  des 
Satzes  von  E.  Yigarie:  Wenn  6^.  ^_^  alle  Diagonalen  von  der  Ecke  A^  bezeicliuen, 
so  ist    ZSl      =  2{nB-  —  fr),  wo  u  die  freite. 

L.  Vaiitre,  Bonrgct  13  (18'.l3),  p.  248.  Einem  regelmäßigen  konvexen  «-Eck 
ein  konvexes  Polygon  einzuschreiben,  dessen  »-Winkel  gleich  sind,  wenn  eine  der 
Ecken  gegeben  ist.    Vgl.  Artikel  ('((stiUoiisches  Problem. 

L.  E.  DicksoH  (Catalitti,  geometrie):  Annais  of  mathematics  9  (1894 — 95),  p.  73; 
American  mathem.  monthly  sept.  1894. 

^'.  Bochow,  Programm,  Magdeburg  (1S9()).  Eine  einheitliche  Theorie  der 
regelmäßigen  Vielecke. 


7.    Ivi'f,niliin'    l'iilyfjoiic,   Kri-istfilmifj. 
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K.  I)ole:ril.  dnnirrt  lüi,  15  ilH9G),  p,  172 — 222;  selir  ausführlich,  wenig  Noufs. 

J.  <)pi)(H  (der  große  Ürieutalisti,  Serie  pour  determiner  le  cöte  d'uii  poly- 
gone  reg.  de  n  c6Ws,  Assoc.  I'niiiv.  pour  l'avanc.  des  scienc.  Sesä.  25  (1896),  p,  i;i3. 

M.  Dietrich,  Summen  gleich  hoher  Potenzen  der  von  einem  der  Teilpunkte 
eines  gleichgete'ilten  ICreisos  gezogenen  Strahlen.  —  Blätter  für  d.  Bayr.  Gyninas. 
Wesen  :s8  ii.s'.i7). 

Im  Cambridge  Journal  2  (1842)  (Senate  -  hoiise  problems  1836j  ein  alge- 
braischer Beweis,  daß  ein  um  ein  Oval  geschriebenes  regelmäßiges  Polygon  Mini- 
mum ist,  ein  elementar  geometrischer  Beweis  von  Goodwin,  Cambridge  and  Tiublin 
(1848),  p.  181  (im  übrigen  s.  Isopei'imetrie). 

Literarhistorisch. 

Chr.  Wiener,  Über  Vielecke  und  Vielflache,  Leipzig  (1864). 
8.  Günther,  Vermischte  Untersuchungen  zur  Geschichte   der  mathematischen 
Wissenschaften.    Kap.  I,  Leipzig  (1876). 

Max  lirüchner ,  Vielecke  und  Vielflache,  Theorie  und  Geschichte,  Leip- 
zig 1900. 

M.  Cttrtze,  Zur  Geschichte  der  Kreismessung  und  Kreisteilung  im  15.  Jahrb., 
ßibl.  matb.  (9)  2  (1901),  p.  48. 

a.  Allgemeiues. 
Die  Näheruugskonstruktionen,  welche  beständig  wiederkehren,  sind  die  so 
genannte  „Beiuildinische  von  1689  und  die  des  Herzogs  Bernhard  von  Sachsen- 
Weimar,  welche  /.  A.  Timmermans  in  der  Cor- 
respondance  Quetelet  (4),  p.  349:  Sur  Tinscription 
des  polygones  regulieres  dans  le  cercle  mit- 
geteilt hat. 

C.  Benahiini,    ACB  gleichseitig,    AB  in  n 
Teile,  £  zweiter  Teilpunkt  von  A  aus,   C?J  trifft 
1 
n 

3 

n 
1 


in  F,  so  ist  AF\^  Peripherie.     (Fig.  12.) 
Bernhard   von  Sachsen- Weiviar:    AD  = 


Durchmesser,   AP=CQ 


,  C'Q  schneidet  in 


E,  so  ist  DE{s^^  vgl.  auch  Hoffmann  28  und 
Educational  times  56  (^1892),  11121;  Presshiiid 
(1892).     (Fig.  13.) 

Die  Konstruktion  von  Reiialdini  wird  von 
Timiiiennans  1.  c.  p.  346  Bion,  Traite  de  la  con- 
struction  etc.  (1752)  und  vielleicht  Derille,  Traite 
de  fortification  (1628)  zugeschrieben,  desgl.  von 
Housel  in  Nouvelles  annales  2,  p.  77.  Im  Grunert  24  (1855),  p.  313  steht  sie  „aus 
Buch  unbekannten  Verfassers,  unbekannter  .Jahreszahl".  Die  Ben(ddiuische  Kon- 
struktion rührt  von  A.  de  Bosse  her,  der  die  Dcvilleache  ein  wenig  verbessert  hat 
im  Traite  des  pratiques  geometrales  1665.    (Vgl.  dazu  Pressland  Edinburgh  M.  S. 

27r 
proceedings   10   [1892]).     Sie    ergibt    für    cos  —  den  Wert 


(w  —  4)  (3  M  +  |/m-  -f  16  w  —  32) . 
4(n«  — 2«  +  4) 
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Die  Konstruktion  ist  durch  Imipier:  Nouvelles  annales  12  p.  345  und  ibi  13  etwas 
abgeändert ;  danach  ist : 


2jt        12»  +  yiSn'-  —  bn 

cos  —  =  ' -V  . 

n  3n--j-16 


und    ist    sehr  genau,    wenn   w  ]>  8  ,   Maximalfehler  2'48"  von  n  =  12  an,   wo    sie 
exakt    ist.      Ob    n   gerade    oder   (Nouv.  annal.  13;  ungerade,    man    schneidet   vom 

2  f  1 

Zentrum  aus     -  ab  liis  ./  i's.  Fig.  12)  zieht  CJ,  schneidet  in  H .  so  ist  GHl    -  Peri- 
"  '  \  n 

pherie.      Bis    zu    lii"    ist    lieiuildini    vorzuziehen.      Eine    allgemeine    Methode    von 


H. 


/  / 


0 


Fig    Kl 


T'.  Schleyel:   SL-hlömilch    22  (1877),    p.   832    (s.    bei    Quadratur    [BogenJ),   reguläres 
Dreieck  (s.  Dreieck):  Gergoiuie  14,  p.  376;  Newcastle  magazine  Dez.  (18--'5). 

I).  Besondere  Vielet-ke. 

ö-Eck  und  1    Eck:   Die  Konsti'uktion  von  l'tuhinän.': ,  1)  Mitte,    DE  =  DA, 


so  ist  OE 


und  A  E  : 


(bei  Jacohi)    van  Swindeii    (1834),    bei  LaureiTt : 


10  ö 

Btmrgct  ilsiif))  (aber  schon  bei  Dürer)  und  Educ.  times  (lil)  12291.     ,/.  H.  Hooker 
( E E'  Sternfünfeck,  s.  Laurent).     (Fig.  14.) 

Das  ganze  regelmäßige  5-Eck  v.  Stnudt:  C'rellc  24,  j)  251  ohne  Beweis,  den 
H.  Barrel:  Nouv.  annal.  11   (1852),  p.  388  gibt. 

E.  Fl  rron,  Nouvellc  correspondauce  1  '1874),  p.  89.     Neue  Konstruktion. 

E.  Culliynon  (Methode  von  Legemire)  Association  fran^aise  (1879),  p.  162. 

M.  Chaproi,  Buurget  1885,  p.  Uli,  teilt  die  Konstruktion  aus  Chardon  cours 
de  dessiu  lineaire  1857  mit. 

J.  Cernesxon ,  nur  aus  dem  Umstand,  daß  2  -\-  ii  =  b  Botirget  (18ÜÜ),  p.  49, 
ders.  Bourget  (1891,  p.  121,  ibi  (lS95j  (vgl.  [1893]  p.  17  Ptolemtiosf).  Droz-Farny 
regelmäßiges  5-Eck  bei  gegebener  Seite  dazu,  ilannheim  p.  623. 

A.  Droz-Farny,  Bourget  (1897"i,  p.  106  (ilff(ATA<'ro«i'-Konstrnktion). 

Pentagon  von  Alhrecht  Dürer  untersucht  durch  van  Auhel  (Nouvelle  corre- 
spondancej  (3)  (1877),  p.  386.  A  =  B  =  108"  12'  1",  D  =  109»  16'  42",  £  =  C  = 
107»2'8".  Das  Pentagon  ist  schon  1471  von  Joh.  Honk  gegeben  und  Clariun  hat 
in  der  geometria  practica  die  Winkel  verbessert. 

Ich  bemerke  noch  die  Konstruktion  von  He>iri  Postula ,  welche  E.  Catalan, 
theoremes  et  problemes  (6.  Auti.  [187U],  p  282i  angibt,  und  Stuycaert:  Mathesis 
(1899),  p   20  und  Fonteue  ibid.  uud  Daries:  Educat.  times  iJO)  13766,  p.  86. 

Über  die  Näherungskonstruktionen  Alhrecht  Dürers  handelt  das  bekannte 
Programm  von  .S.  Günther  (5,  7,  9,  11,  13,  Trisektion  etc )  Ansbach  1S86  und 
H.  Steigmüthr,  Dürer  als  Mathematiker,  Progr.  Stuttg   1891. 


7.   Hcf^iiUii-o  rül>f<i)iie,  Kruiöteiluiig.  79 

Kine  5-Eckkoiistnikti(iii  mittels  Kravattonknoten  aus  den  Recrdations  inath. 
von   K.  Lncar)  ist  in  Matliesis  3  (1HH3),  p.  5+  abgcdnickt. 

Ulis  17-Ei'k:  Nat-hdeni  (lau/J  auf  arithmetischem  Wege  in  den  Disijuisiticmes 
arithnietieae  die  Abhiiugigkeit  der  Seite  des  n  =  (2* -|-  1)-Ecks,  wo  n  eine  Primzahl 
ist,  von  einer  Kette  quadratischer  Gleichungen  und  damit  die  Konstruierbarkeit 
gegeben,  hat  A.  M.  Amixrc  die  17-Teilung  elementar- geometrisch  bewiesen  (bei 
Catdlait  1.  c.  p.  267):  Crellc  24,  p.  251,  die  schöne  Konstruktion  von  v.  Staiidt  (Lineal 
und  fester  Kreis)  ohne  Beweis,  den  //.  Schroeter  trigonometrisch  gibt,  der  Crclk 
75  (1872),  p.  13  die  Konstruktion  von  Staudfs  vereinfacht  und  beweist.  (Hoäel 
franz.)  Sehr  hübsche  Konstruktion:  W.  liichmunil,  (juarterly  Journal  20  (1893) 
ji.  20(i.     V.  A.  Lehesgue,  Nouvelles  annales  5  (1846),  p.  683  (cos  lO.r  —  cos  a;  ^  0). 

Auf  eine  Bemerkung  von  /•'.  Klein:  Anmerkung  in  den  Vorträgen  über  aus- 
gewiililte  Fragen  der  Elementargeometrie  (18115),  p.  57,  gibt  L.  Gerard  (Lyon)  eine 
7l/<(.sx7»')'OJ( (-Konstruktion  mit  27  Kreisen:  Math.  Aunalen  48  (18111),  p.  30(1  und  desgl. 
G.  MuUow,  Progr.  691  (1898)  Schwerin,  aber  vgl.  jl.  Adler  (1891)  unter  Kreis.  — 
R.  Güntschc  in  Sitzber.  Berl.  Math.  Ges.  2  (1903)  p.  10 — 16  geometrographischc 
Siebzehnteiluug  des  Kreises. 

G.  Fontene,  Mathesis  (2)  9  (1899),  p.  179.  Mariuvtoni  und  Palatini,  Nouv.  annal. 
(1899),  p.  126. 

Nouvelles  annales  5  p.  340  gibt  Berton  an,  daß,  wenn  man  um  einen  Punkt 

der  Peripherie   mit  0,74    des  Durchmessers    einen    Bogen    schlägt,    die   Peripherie 

8  9 

nahezu  in  —  und  —  zerlegt  wird.      Berechnung   der   17-Eckseite   bei    V.  Bochoic: 

Schlömüch  38  p.  250.    Catalan  (1.  c.  p.  305)  bemerkt,  da.ß  die  s,.  nahezu  1/  ^  ,    was 

die  Benaldinische.  Konstruktion  gibt. 

Vergleiche  über  das  17-Eck  auch  Klügil  5  p.  811,  wo  raiicker,  Bothe,  Eninger, 
Gi'iinert  gewürdigt  sind. 

An  Gauß  anschließend  gibt ./.  ^-1.  Serret  im  Cours  d'Algebre  sup^rieure  (3.  Aufl. 
Nr.  535)  auf  algebraischer  Grundlage  sehr  verständliche  elementar-geometrische 
Konstruktionen. 

Die  Konstruktion  C.  G.  Ch.  von  Stmidt's  wird  von  G.  A/f'ulter  auf  alle  regu- 
lären Polygone,  die  sich  mit  Zirkel  und  Lineal  konstruieren  lassen  [Gauß],  aus- 
gedehnt: Clehscli  Annalen  0,  p.  582,  592,  Beispiel:  Konstruktion  des  257-Eclcs  auf 
p.  588. 

Die  große  Arbeit  Bichelot's:  Crelle  9  über  das  257-Eck  ist  algebraisch. 
Dasselbe  behandelt  Sehivoidetiheim,  Programm  Teschen  1892  und  93. 

Die  Arbeiten  von  J.  Hermes  über  das  (2"'-j- 1)-Eck  sind  handschriftlich  im 
Seminar  von  Göttingen  aufbewahrt. 

c.  Besondere  approximative  Koustniktioiieii. 

iS,    -~  Sj  Henri   Posluln    (bei  Catalioi  1.  c);    dasselbe    Plagge,   Hofj'inaUH  4, 

p.  356  und  bei  den  Indern  und  Ahnl  Wafa  und  im  Kodex  lat.  Monacensia  14111 
(Angabe  von  M.  Curtzc).  Poslula:  AB  und  CD  zwei  aufeinander  senkrechte 
Durehmesser  des  Kreises  0,  CE  =  r,  D  F  ^  D  E  =  FH  =  FC;  AJ  =  AD, 
JD  =  JK,  dann  ist:  AH{f:^,  OH{s,„,  OJ{s^^,  HK{s,,.    (Fig.  15.) 

Matthew  Collins,  Nouvelles  annales  5  (1890),  p.  226.  Die  7-Teilung  auf  Drei- 
teilung eines  Winkels  <p,  so  daß  tg  (p  =  3y3,  gegründet;  hübsche  Konstruktion. 
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JI.  Spezielles. 


Marqfoy  ibi  9  (1850),  p.  233;  7-Eck-Konstruktion  von  Vieia  bewiesen.  Weihrauch, 
(Jnutert  48  (1808),  p.  116,  14-Eck.  7-Eck-Eonstruktionen  anch  in  ./.  Todhunter's 
Euklidausgabe  von  1861. 

G.  Ä/i'oUer,  Clebseh  Annalen  6  il8i4),  p.  592,  7-Eck  und  13-Eek  (Trisektion). 

E.  Pascal,  Batlaglini  25  (1887),  Konstruktion  mit  Hilfe  eines  Kegelschnittes, 
wenn  n  Primzahl  und  n  —  1^2*-  3,  auf  97-Eck,  13-Eck,  7-Eck  angewendet. 

A.  Hone,  The  approximate  inscnption  of  certain  regulär  polygons,  Annais 
of  mathematics  5  (1889)  p.  12;  9-Eck,  11-Eck,  l.S-Eck  mit  Fehlerschätzung,  9-Eck 
sehr  genau. 

^4.Dejii/s,Mathesis  10  (1890)  p.  162  und  210,  9-Eek,  .•^^  als  die  Differenz  der  Seiten 


der  beiden  Stem-9-Ecke  (Itohmaios).  Ss^s^' s^"  =s,' 


etc.    (Bitter: 


2  _  1    ,    1        1 

^3         ^9  '^9  '^9 

Associat.  fran9.  1S79.     a'=a^a^' a^",  wo  «  das  Apothema;  (kleiner  Radius)]. 

n.J.  Pres^hutd,  Educat.  times  .iO  (1894)  11  GOt):«,^  {^»3; -'31  I— s^;  s,o— «17  1  «.5. 

ibi  11541,  17-Eck:  Mitte   des  Radius  mit  Ende  der   17.  Eckseite,  ibi    11468  sehr 
hübsche  9-Eckkonstruktion.    D  Mitte,  D0F=iö:2.  BE{S,,.    iFig.  16.)   Mattheic 


Fig.  16. 

Collins  ll-Eck:  Educ.  times  69   (1.^98;  p.  128  Xo.4653  CA  =  s^,   AB  =  a^,  D  Mitte 

von  CB,  E  von  BA,  so  ist  EA^.s,,  (Bogen  32 »  — j  33) 

Estremoff,   7-  und  9-Eck  bis  0,001,  Spasinsii's  Bote  No.  146  (Russisch)  AM 
—2  AM/  nur  um  0,00  137  >  a.  (Educ.  times).     (Tig.  17.) 

Direkt  geometrischer  Beweis,  daß  das  12-Eck 
=  3;-  von 

J.  Kürschiik,  Ungarische  Berichte  il5)  196  (1898). 

V.  Jiiroh'iiiek,  reguläres  15-Eck,  einfache  Relationen 
der  Seiten,   Casopis  27  (1898)  p.  231. 

/.  Paoli,  Construct.  du  degre  de  la  circonference.  Re- 
vue de  math.  spec.  10  (1899)  p.  318,  Neunteilung  durch 
den    lima9on   de  Pascal,    der    Grad    durch   die    Gleichung 

= -,    auf  Neunteilung   reduziert. 

360       5       8       9'  " 

Freeth,  Kurve  für  reguläres  7-Eck,    9-Eck  und  11-Eck,  London  Math,  society 

Proceedinga  lü  (1879)  p.  228. 


Fig    17. 


7.  Reguläre  Polygone  (Kreisteilung). 
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Histcirisch:  ,1/.  Caiitor,  Über  einige  Konstruktionen  von  Lionardo  iIk  Vi)ici 
fj-Kck,  s-Kck,  9-ELk  und  IH-Eck),  Berichte  der  Hamburger  mathematischen  Gesell- 
schaft a  (IS'JO)  p.  8. 

E.  W.  Grebe:  Schlömilch  8  p,  225,  Relation  S3-  =  S6*  +  Sio  aus  Poly- 
edrometrie. 

Ji.  tranken:  Mathesis  'J  p.  109,   cinfaili  geometrischer  Beweis   der  Relation: 


.=y~r(r+la)-yr{r  +  l.). 


wo  a  =  s     und  a;  =  s. 


d.  Sterupolysfoue. 

G.  Dostor,  Grunert  59  p.  375,  derselbe  ibi  Gl  (1877)  p.  409.  Die  Fläche 
eines  regulären  Polygons  von  2m-(-  1  Ecken  und  höchster  Art  ist  die  Hälfte  des 
2  (2  n -f  1)  -  Eckes  höchster  Art  im  selben  Kreis.  Dera.  Bourget  (1880),  nombre 
relatif  des  polygons  re'gulieres  de  w  et  de  2«.  Die  Seite  zweier  korrespon- 
dierender regulären  Polygone  sind  Katheten  mit  dem  Durchmesser  als  Hypotenuse; 
Derselbe  Satz  gilt  von  kongruenten  2 «-Seiten  der  Art  p  und  der  Art  n — p\  ders. 
Liouville  (3)  6  -(1880),  aber  mit  Vorsicht  zu  gebrauchen. 

((Sleve)  Lidy,  Bourget  1  (1877)  p.  13,  Inhalt  der  Sternpolygone.  2  Art  = 
A 

BP-  — ^ — - — -,  wo  Ä     das  Apothema  des  Sternpolygons   und  P  der  Umfang  des 
^A^  —  l  •' 

zugehörigen  einfachen  regulären  Polygons, 

Th.  F.  Muir,  Messenger   3   (1873)   47,   A   property  etc.     Ist  n^^    das   Produkt 

je  einer  Seite  aller  zur  «-Teilung  gehörigen  Polygone,  so  ist  jr   =  1,  außer  wenn 

n  die  Potenz  einer  Primzahl  p  ist;  dann  ist  jt^  =  (/^(Kreisteilungsgleichung,  Gmiß!) 


e.  Kreistoilung,  soweit  sie  nicht  zalileutheoretiscli: 

Einen  Kreis  in  Teile  zu  teilen,  deren  Inhalt  und  Umfang  gleich  ist. 

Simon  L'Htiih'er,    Geryoniie  1  p.  264,   durch  die  2  Halbkreise,   deren  Durch- 
messer zusammen    gleich   dem   des  Kreises 
sind.     (Pig.  18.) 

J.  D.  Gergonne  (ibi  6  p.  57),  Kreis- 
teilung in  Teile  von  gleichem  Umfang  und 
gegebenem  Inhaltsverhältnis  (_cfr.  L' Hu  Hier). 

Praktische  Kreisteilung  durch  den 
Zirkel,  öruf  Pfeil,  Gniuert  40  (1863)  p.  153. 

f.    Bogenteiluiig  (vgl.  Trisektion): 

-E.  Colligtio» ,  Statique  (1873)  p.  277, 
Paris,  graphische  Methode. 

E.  ColligiiOH ,    Cougres     de    Toulouse 
(1888)    18.  Jan.     A.  Pdlet,   Bulletin   de   la 
sociäte  math(5matique   de  France  16  (1888)   p.  113;     ders.:    Division   approximative 
d'un   arc  de   cercle   dans  un   rapport   donne;    Comptes   rendus    105  (1887)  p.  1119, 

M.  Blasendorf.    Über   die  Teilung    des   Kreisbogens,    Berlin   1896;    vgl.  auch 
Progr.  (1901)  No.  124. 

Simon,  Klemontargeometrie.  ß 


Fig.  18. 


82  n.  Spezielles. 

\^l.  auch  Trisektion.  —  Die  meisten  Arlieiten  sind  algebraisch  oder  zahlen- 
theoretisch, z.  B.  ist  die  zit.  Arlieit  von  C.  DiclsoH  in  den  Annais  durchaus  alge- 
braisch, desgl.  aus  den  Archiv.  Neerland.  des  sciences  exactes  etc.  {E.  IL  r.  Baum- 
hauer), B.  Lobafto,  Btidin,  Ghyben,  Buys  Ballot. 

Segment,  das  ein  bestimmter  Bruchteil  des  Kreises  ist:  Emil  Lamj)e,  Mathesis 
(2)  7  (1897).  Allenfalls  gehört  hierher  Graeher:  Über  die  pythagoreischen  Drei- 
ecke und  ihre  Anwendung  auf  die  Teilung  des  Ki-eisumfangs  (approximativ  auf 
7,  25;  11,  13  .  .  .  angewandt).     Granert  (2)  15  (1897)  p.  489. 

8.  Trisektion,  bezw.  Multisektion  des  "Winkels.  Das  „zweitausend- 
jährige Problem"  der  Trisektion  gehört  wie  das  der  Quadratur  des 
Kreises  zu  den  Problemen,  an  deren  Lösung  sich  die  Elementar- 
geometrie entwickelt  hat.  Nachdem  die  Hellenen  mittels  des  Pytha- 
goras  die  Gleichungen  des  2.  Grades  auf  geometrischem  Wege  gelöst 
hatten,  gingen  sie  an  die  des  3.  Grades,  die  sie  auf  die  beiden  sogen. 
Delischen  Probleme:  Verdoppelung  des  Würfels  und  Trisektion  eines 
beliebigen  Bogens  oder  Winkels  zurückführten.  Nachdem  Vieta  den 
casus  irreducibilis  der  Gleichungen  3.  Grades  mittels  Trisektion  bewältigt 
imd  Descarfcs ,  sowie  Fermat  die  Korrespondenz  von  Gleichimg  und 
Kurve  als  „anahtische  Geometrie"  zur  allgemeinen  Kenntnis  gebracht 
hatten,  war  es  klar,  daß  die  Trisektion  mit  Zirkel  und  Lineal  allein 
unausführbar  sei.  Den  strengen  Beweis  hat  algebraisch  L.  Wantzd, 
der  so  fiäih  der  Mathematik  entrissene,  geführt:  Liouville  2  (1837), 
p.  366.  Der  entscheidende  Satz  findet  sich  in  F.  Klein's  Vorträgen 
über  ausgewählte  Fragen  der  El.-M.  (1895)  p.  10  No.  15.  Trotzdem 
ließen  die  Versuche  nicht  nach,  obwohl  die  französische  Akademie 
auch  hier  den  Beschluß  faßte,  keine  Lösung  zu  prüfen.  Nicht  einmal 
der  Beweis  der  Unlösbarkeit  (von  Grifoni)  wurde  eines  „Rapport"  ge- 
würdigt. Und  das  Jahrhundert  schließt  mit  einem  mißlungenen  und 
wertlosen  Versuch  eines  Pfarrers:  Die  Dreiteilung  und  Fünfteilung  des 
Winkels  allein  mit  Zirkel  und  Lineal,   1900. 

Die  Lösungen  zerfallen  in  1)  approximative  mit  Zirkel  und  Lineal, 
teils  Zufallslösungen,  teüs  auf  Grund  algebraischer  oder  trigonometrischer 
Rechnungen,  2)  genau  mittels  fester  höherer  Kurven,  besonders  C'  aber 
auch  C'^  und  C'  und  3)  mittels  mechanischer  Instrumente. 

a.  Znsainmenfasseiide  Darstelluugeu. 

.7.  E.  Montuda,  Histoire  des  recherches  sur  Ja  quadrature  du  cercle  etc.  avec  des 
notes  par  J.  L.  Lacroix,  Paris  1831 ;   hervorzuheben  ist  der  Beweis   der  Irreduzi- 

3 
bilität  der  Gleichung  x' x  -\-  sin  q>    durch    Trennung   der  Wurzeln    und    den 

4 

•IT     ■        •        in-       f       .     w4-'27t       .      q>  4- in  .. 

Nachweis,  daß  sm  -^,  sm  ,  sm derselben  genügen. 

3  o  o 

O.  Hellwig,  Das  Problem  der  Trisektion,  Halle  (1856). 


8.  Trisektioii  (Winkelteilung).  83 

W.  \V.  Günther.  Wiiikcltiiluiifr,  spo/.icU  Trisektion,  Programm  Delitzsch  (1877). 

Ä'.  Hesse,  Trisektion,  Programm  Montabaur  (1881). 

Vaüaus,  Casopis  X  (1881),  153,  Literatur. 

F.  Klein,  Vorträge  über  ausgewählte  Fragen  der  Elementargeomctrie,  Leipzig 
(1896)  (Beweis  der  Unmöglichkeit). 

M.  lilasi'ndorlj' ,  Über  die  Teilung  des  Kreisbogens,  Programm  12'2.  Berlin 
(1896). 

Siijism.  Wdlisch,  Das  'iOOüjährige  Problem  der  Trisektion  des  Winkels;  Zeit- 
schrift für  österreichische  Ingenieure  und  Architekten,  (1896)  p.  21;  dort  ist  auch 
ein  Vortrag  von 

Gegenbaicer  erwähnt. 

Franc.  ]\raril<ines,  El  problema  de  hl  Triaeccion  del  angulo,  Bd.  101  der 
Anales  de  la  Universidad  de  Chile  18yss. 

Alberto  Conti  in  Enriques,  Questioni  1900,  Artic.  13,  dort  aber  für  Näherungen 
nur  Italiener,  etwa  von  1870  an  berücksichtigt. 

flber  die  arabische  Trisektion  (Hussein),  Corresp.  Quetelet  U,  1826. 

Über  die  schöne  Trisektion  Alhrecht  Dürers  von  152ö,  die  erste,  in  der 
meines  Wissens  zunächst  statt  des  Bogens  die  Sehne  geteilt  wird,  S.  Günther,  Die 
geometrischen  Näherungskoustruktionen  A.  Dü/rer's,  Programm  Ansbach  1886.  und 
H.  Staigmüller,  Dürer  als  Mathematiker,  Progi'amm  Stuttgart  1891. 

Bibliographisch:  G.  Valentin,  Eine  seltene  Sclirift  über  Winkeldreiteilung, 
Bibl.  math.   1893. 

E.  Wölffmg,  Mathematische  naturwissenschaftliche  Mitteilungen  in  Württem- 
berg 2,  21 — 27  zählt  über  200  Arbeiten  auf. 

Ich  erwähne  hier: 

H.  Brocard,  Memoire  sur  divers  problemes  de  geometrie  dont  la  Solution 
dopend  de  la  trisection,  Algier  1874. 

Es  ist  selbstverständlich  ,  daß  jede  Gleichung  dritten  Grades  auf  die  Tri- 
sektion  zurückgeführt  werden  kann- 


b.  Auuülierude  Lösungen. 

Querret,  Gergonne  16  (1825)  p.  108  trigonometrisch. 

Capitain   Unonius  (Malmö),  Grunert  15  p.  223  (1850). 

Veniot,  Comptes  rendus  66  p.  619,  730  (1868). 

Blom  (Norwegen)  um  1870,  der  sich  viel  mit  der  Trisektion  beschäftigt  hat. 

G.  V.  Schiaparelli,  Regel  des  Herrn  Baratto,  Rendiconti  del  Istituto  lombardo 
(2)  2  (1869),  praktisch  genügend;  derselbe  hat  auch  die  hübsche  Lösung  von 
Pompeo  Monti  auf  ihre  Genauigkeit  geprüft. 

B.  W.  Genese,  Messenger  (2)  1  (1872)  p.  181. 

E.  Catalan,  Melanges  mathematiques  t.  1  j).  365. 

W.  Thiese  im  „Scientific  American"  (1877)  von  Sttidnicka  in  der  ('asopis 
reproduziert. 

0.  P.  Dexter ,  The  division  of  angles,  New  York  1881,  auch  mechanisches 
Instrument. 

£■»(»7  Lavipe,  Crelle  100  (auch  Multisektion)  beliebig  genau. 

Volksschullehrer  Arerdieck,  (üben-aschend  genaue  und  einfache  Zufalls- 
lösung) von  K.  Schwering  im  Programm  Coesfeld  (1880)  mitgeteilt,  dazu  E.  Lampe, 
Grelle  105.     Bestimmung  der  größten  Abweichung. 
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E.  Collignon,  Association  fraiKj-aise  pour  ravancement  des  sciences  16.  Tou- 
louse (1887). 

E.  Fortin,  ein  Ingenieur,  hatte,  anknüpfend  au  Dürer,  gefunden,  daß  das 
Lot  von   einem   der  Dreiteilungspunkte   auf  der   Sehne  bis   an   den   trisezierenden 

7 
Strahl  -^    des  Pfeiles  ist.     Collignon   diskutiert  die  Regel 

für  »(-Teilung  und  zeigt,  daß,  wenn  AOF  =  —  von  BOJ^ 

{=  an)  ist,  wenn  a  )i  von  0  bis  —variiert,  DE  -.AC  zwischen 

^  2     (w«  —  1)  ,     1     ,       TT        ,  .  , 

den   engen  Grenzen  —  -^ = —  und  —  tg  ---  schwankt, 

"  3  w*  n     ^   2h 

wo  CD  =  —   von     BG.  (Fig.  19).     Im   Falle   3    ist  -^  ein 

Fig.  19.  "  l'-ä 

Mittelwert. 

Hieran  knüpft  an : 

Ä.  Pellet,   Bulletin  de  la   societe   mathematique  de  France,    IG  (1888)   p.  113. 

John  Bridge,  Nature  42  (1800)  p.  415.  Multisektion,  gestützt  auf  den  Satz: 
Wenn  ein  zweiter  Kreis  sein  Zentrum  O  auf  der  Peripherie  eines  ersten  hat,  so 
schneidet  jeder  Strahl  durch  O  proportionale  Bogen  ab. 

Die  Konstruktion  des  Bogens  von  Göring  (bezw.  Scheffler)  (s.  Qua- 
dratur) findet  sich  auch  bei  Bridge. 

B.  Dorr,  Lösung  des  Problems  der  Winkelteilung  (Fehler  durchschnittlich 
nur  2  Bogensekunden),  Programm  Elbing  (1893). 

A.  Fegrassi,  Mathesis  13  p.  247:  zwei  Methoden  einfacher  Art;  Educational 
times  (1893)  p.  405,  Winkel  von  120". 

E.  Cominotto,  Trisez.  approssimata  dell'  angolo,  Padova  (1895). 

Neben  einer  Konstruktion  von  Cominotto,  die  selbst  für  q)  =  180 
nur  einen  geringen  Fehler  gibt,  ist  dort  eine  sehr  einfache  Konstruktion 
erwähnt:  Man  verlängert  den  halbierenden  Radius  um  sich  selbst  und 
verbindet  den  Endpunkt  mit  dem  diametralen  Punkt  des  einen  Schenkels, 

so  schneidet  diese  Gerade  vom  anderen  Schenkel  aus  nahezu  -    ^^^-    ^^^' 

Fehler   ist    bei    30°  nur    2',  wächst  dann  aber   schnell,    er   ist   bei  60" 
schon  über  2".     {Huygens.) 

Fr.  Strempel,  Über  ein  Nilherungsverfahren  zur  Teilung  von  Kreisbögen. 
Programm  653  (1894)  Rostock,  verwandt  mit  Colliynoti  und  Pellet. 

Soll  von  dem  Bogen  AF  von  jF  aus  —  abgeschnitten    werden,    so 

schneide  mau  von   der  Sehne  Fl  =  —  ab    und    vom    Radius    ]\IF    das 

'(( 
3 
Stück  FG=  — , —  and  ziehe   Gl,    das    den  Bogen    in   L  trifft     so    ist 

M  +  1  '  ° 

FE  nahezu  — .     Der  Fehler  beträgt  bis  30°  höchstens  4,84".    Strempel 

n  ° 

hat    dami   im  Programm  748  (1903)   durch  eine  Hilfskonstruktion  den 
Fehler  zwi.schen  30"  und  G()°  auf  höchstens  6"  herabgedrückt,  vgl.  auch 


8.  Trisektion  (Winkelteilung).  85 

sein  Programm  Rostock  090  (1898).  Die  Auffindung  des  (m+  1)'"°  Teils, 
wenn  der  w'"  Teil  gegeben  ist,  schon  bei  Meihuniias  (Aristidcs  Quintüi- 
aiius),  s.  Strecitenteilung. 

M.  Blasendorff  (loco  sab  a.  citato)  setzt  als  erste  Anuillierung 
die  Seiten  des  Dreiecks  statt  den  Sinus  den  Winkeln  selbst  proportional; 

er  untersucht  die  Fehlergrenze  E  und  findet,  daß  E  <  des  Radius, 
oder  kleiner  als  150'  für    (p  ^-r'i    der    Fehler    wird    durch    Halbieren 

kleiner  als  der  achte  Teil.  Ulaarndorfl'  gibt  dann  noch  eine  Kon- 
struktion mittels  des  Apollouischen  Kreises,  welche  er  im  Programm 
124  (1901)  genauer  untersucht. 

Ernst  BJörlin;/,  G-niiicrt  (1896)  p.  2. 
C.  Fremd,  Hoffmann  30  (1899)  p.  356. 

Eine  ganze  Reihe  von  Näherungskonstruktiouen,  „einige  sehr  genau 
und  staunerswert  einfach",  sollen  sich  nach  H.  Wellisch  bei  N.  Fial- 
k<ia'sJ;i,  Die  Teilung  des  Winkels  und  des  Kreises,  Wien  ISGO,  finden. 
Ich  weise  ganz  nachdrücklich  auch  auf  seine  „Zeichnende  Geometrie", 
3.  Aufl.,  Wien  und  Leipzig  1883,  hin.  Nach  der  Angabe,  die  bei 
Wellisch  über  seinen  Interjektor  gemacht  ist,  vermute  ich,  daß  viele 
davon  alt  sind. 

\'on  H.Schoeler,  Gninert{S)  i  (1902)  p.  128 — 129  ist  eine  Multisektion  angegeben, 
welche  die  n-Teilung  auf  die  (n -(- 1)  -  Teilung  in  sehr  einfacher  Wei.^e  zurück- 
führt („nach  langer  Überlegung  und  Versuchen'"),  zu  der  ibid.  p.  130  JEmil  Lampe 
die  Fehlerberechnung  angibt. 

c.  Feste  Kurven. 

Da  die  Lösung  mit  Zirkel  und  Lineal  nicht  gelang  und  wegen 
der  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen  auch  nicht  die  Lösung 
mittels  mehrerer  Kreise  gelingen  konnte,  so  erfanden  die  Alten  andere 
höhere  Kurven:  die  Quadratrix  des  Hippias,  die  Spirale  des  Archimedes, 
die  Konchoide  des  Nikomaclms  und  vor  allem  die  Kegelschnitte,  wie 
denn  die  gleichseitige  Hyperbel  unmittelbar  mit  der  Dreiteilung  zu- 
sammenhängt. Dazu  gesellte  sich  später  die  Strophoide  {Huygens),  die 
Kardioide,  der  lima^ou  de  Pascal,  und  es  wurde  allmälüich  klar,  daß 
jedes  Problem,  welches  auf  eine  Gleichung  dritten  oder  vierten  Grades 
führt,  mit  einer  festen  Kurve  zweiten  bezw.  dritten  oder  vierten  Grades 
gelöst  werden  könne,  was  schon  Descartes  in  seiner  Geometrie  ge- 
lehrt hat. 

Azemat,  Trisection  suivie  de  quelques  recherches  analyt.  sur  le  meme  sujet 
par  J.  E.  Garnier  1809  (Kardioide  und  lima9on)  dazu 

L.  Poiusot,  Recherches  sur  l'analyse  des  sections  angulaires,  Paris  1S25. 
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Midi.  Chasles,  Cours  etc.,  gleichseitige  Hyperbel  (Pappus),  Trait^  des  sections 
coniques  (ISG.'i)  p.  36. 

Dejardinii,  Nouv.  ann.  (18.52)  p.  128,  ibi  15  p.  382.  Toscani,  Fußpunktkurve 
des  Kreises  (Kardioide). 

Tietz,  G-rumrt  30  (1858)  gleichseitige  Hyperbel,   ibi  34  /.  WaUer,  Hyperbel. 

Atbrich,  Programm  Hermanstadt  1863. 

R.  Glotin,  Teilung  überhaupt  und  Trisektion,  il^moires  de  Bordeaus  (1863), 
sehr  detailliert,  Konchoide,  lima9on,   Arbeit  eines  Laien   (s.  aber   d.  Instrumente). 

Jouanne,  Lima90n  de  Pascal,  Nouv.  ann.  (2)  9  (1870)  p.  40. 

H.  Hippauf,  Konchoide  mit  zirkularer  Basis,  Hoffm.  3  (1872)  p.215,  wie  Cuiize 
bemerkt,  längst  bekannt;  derselbe  mit  Fußpunktkurve  des  Kreises,  Leipzig  (1872). 

E.  Lucas,  Nouv.  correspondance  1 1872")  p.  14  mittels  des  Zylinders,  nach 
einer  Bemerkung  von  Descartes,  opera  t.  6  p.  56. 

Georg  Sidhr,  Programm  Bern  (1876)  (Literatur,  Konchoide). 

F.  Zehranski,  Bulletino  delle  scienze  matem.  ed  astronom.  (1876)  p.  278;  feste 
Parabel  (Descartes). 

G.  Garbieri,  Battaglini  15  (1877)  p.  111;  feste  Hyperbel  —  s',  -—  s-,  wo  s 
die  Sehne  {Pappus). 

A.  Badiche,  Griinert  63  (1879)  p.  328. 

Vaiums,  Casopis  10  (1881)  p.  153,  Kurve  dritten  Grades. 

Carnüne  Aiello,  11  Pitagora,  2.  Jahrg.  No.  4,  Lima^on  de  Pascal. 

W.  Panzerbieter,  Grunert  (2)  10(1891)  p.  322  feste  Hyperbel;  ders.  Programm  Ber- 
liner Falkrealgymuasium ;  ders.  Grunert  (2)  1 1  (1892)  p.  344  feste  Ellipse,  p.  488  Parabel. 

Stephan  Glaser  zeigt  ibi  (2)  12  (1894)  p.  367,  daß  jede  Kurve  zweiten  Grades 
triseziert,  allerdings  sehr  umstündlich,  ibi  (1895)  p.  446.,  L.  v.  Koppen;  p.  210 
E.  Fischer  (trigonom.). 

Mariantoni  und  Palatini,  Nouv.  ann.  (o)  18  (1899)  p.  126  (Polysektion,  regu- 
läres 17 -Eck). 

W.  Seymann,  Über  Winkelteilung  mittels  Araneiden,  Schlöm.  44  (1899) 
p.  263  (auch  für  reguläre  Polygone). 

d.  Instrumente. 

Instrumente  zur  Trisektion  haben  schon  die  Alten  benutzt,  Ärchi- 
medes  hat  mutmaßlich  mit  einem  Streifen  oder  Lineal  die  Ein- 
schiebimg  des  Radius  bewirkt  (vgl.  .1/.  Cantor),  Xil-omachus  ein  In- 
strument für  seine  Konchoide  hergestellt.  Instiiimente  haben  auch 
Vieta  und  Huijgens  konstruiert;  einen  sehr  einfachen  Trisektionszirkel 
hat  in  den  Acta  Eruditorum  von  1695  p.  290  Ceva,  der  Jesuiteupater, 
angegeben,  den  in  demselben  Band  Tschirnhausen  für  sich  beansprucht. 
Instrumente  zur  Trisektion  sind  zahllos,  es  werden  immer  neue  patentiert, 
vielleicht  aus  dem  Grunde,  weil  sie  niemanden  als  den  Erfinder  schädigen. 

Instrument  zur  Trisektion  von  T.  Täte,  Philosoph.  Magazine  (4)  19,  April 
1860  p.  261,  schoa  traite  analyt.  des  sections  coniques  von  De  VHöpital  (1707). 
2.  Aufl  (1776). 

(eh.  Marinelieuten.)  P.  Glotin,  Memoires  de  Bordeaus  t.  2  (1853)  p.  16,  sehr 
einfach  imd  leicht  zu  handhaben,  Beschreibung  bei  Blasendorff  (1.  c.)  und  bei 
Enriques,  art.  XHI. ;  der  Multisektor  praktisch  unbrauchbar. 
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JE.  Sayiiiie,  Mondes  (2)  22  (1870)  p.  248,  Instniment  zvn  Archimedischen 
Spirale  (welche  mit  der  Abwickelung  eines  Kreises  iu  einfachster  Beziehung  steht), 
dazu  E.  Horst,  Schlömikli  24  (187'J)  p.  407. 

A.  G.  Hcrschcl,  Quarterly  Journal  4  p.  315,  Rechte  Winkel  in  Teilung. 

Ä.  Perrin,  Winkolteiler,  Soci^t^  mathem.  de  France  21.  Juli  (1875),  (Kon- 
choTde)  wie  üippauf  (1.  c). 

C.  A.  Laisant,  Trisektor  (lima9on)  21.  Aug.  (1875). 

G.  Emsmann,  Einfacher  Trisektor  (Folium  Carteii),  Hoffmann  (9)  p.  42. 

E.  Ltieaa,  Spärischer  Kompaß,  nouv.  ann.  (2)  15  (1876)  p.  8. 

Bepecaud,  Trisektionszirkel,  ibi  p.  382. 

Qu.  Amaäori,  Sulla  trisez.  d'un  angolo  qualunque,  Savonal883;  Beschreibung 
bei  Enriques  p.  457. 

Hauptmann  Hermes,  Hoffmann  22  (1891)  p.  401,  mit  folgendem,  sehr  hübschen 
Trisektionssatz : 

Zwei  gleiche  Kreise  M  und  M■^ ,  gegenseitig  durch  Zentrum,  AB  irgend  eine 
zu  MM^  parallele  Sehne,  so  wird  A2IB  durch  MS  gedrittelt.     (Fig.  20.) 

A.  V.  Frank,  Papierstreifen,  Grunert  (2)  11  (1892)  p.  207. 

Aho.  Korsett,  Über  einen  Mechanismus  etc.;  ungerade  Teilung  mittels  Clauß- 


Fig.  20.  Fig.  21. 

sehen  Winkels    (Dr.  Clauß,  Jurist,  Meerane),   ScMöm.  42  und  43  (1897  und  1898). 
G.  de  Longchamj)s,  Congres  de  Besannen,  Association  fran^.     Bourget  (1894). 
A.  Strauß,  Modell  (Lineal  mit  Winkel,  Grunert  {1']  12  a894)  p.  177. 
H.  Hartl,  Der  Rechenwinkel,  Reichenberg  (1894). 
Guh'elminetti,  Zentralzeitung  für  Optik  und  Mechanik  (1895). 
Sig.  Wellisch  (1896)  (I.e.). 
K.  Frankhauser,  Hamburg,  Winkelteiler*),  patentiert  am  11.  März  (1902). 

9.  Verschiedene  Kreissätze.  Vgl.  Dreieck,  Viereck,  reguläres 
Polygon,  Ptolemaios  etc. 

Die  Wogenfläche  des  Archimcdes  bei  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte 
der  Mathematik  Bd.  1. 

Über  den  Arbelos  des  Archimedes  hat  J.  Mackay,  Proceedings  of  the  Edin- 
burgh mathematical  societj  3  (1885)  p.  2 — 11  einen  Bericht  gegeben.  Im  selben 
Bande  p.  119  eine  Note  von  Tit.  3Iuir  über  den  A.  Der  Arbelos  (Schustermesser) 
ist  die  von  den  Halbkreisen  AGB,  BIG,  CilA  eingeschlossene  Figur.  Sie  findet 
sich  in  den  (arabischen)  Lemmaten  des  Archimedes,  bei  Pappus  Buch  4,  p.  15 — 18 ; 

*)  Der  praktisch  vollkommenste  wohl  Fialkowski'a  „Interjector".  F.  hält  seine 
Lösung  für  absolut  richtig,  das  ist  sie  nicht,  da  der  Bogen,  den  er  braucht,  theor 
ein  Kardioidenbogen  ist,  aber  äußerst  wenig  vom  Kreisbogen  abweichend. 
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wird  von  Steiner,  Crelle  1  p.  47  (Kreisringe)  behandelt  und  in  the  Ladies'  and 
Gentlemen's  diary   1842  und  1845.     (Fig.  21.) 

Der  Arbelos  ist  unsenn  Schulunterricht  bedauerlicherweise  ganz  verloren 
gegangen;  er  ist  bei  G.  Paucker,  1823,  Königsberg,  behandelt,  bei  van  Svinden 
{Jacohi)  S.  213,  auch  von  F.  W.  Fischer,  Grimert  (1881,  p.  337,  /.  Cliph.  Sturm, 
hat  schon  in  der  Geometria  enucleata  (1695)  \>.  372  die  Radien  der  beiden  Be- 
rührungskreise in  der  Figur  berechnet. 

Der  Umfang  des  A.  ist  gleich  dem  des  Kreises  über  ^-1 J5,  der  Inhalt  gleich  dem 
des  Kreises  über  CG.  Die  beiden  Kreise,  welche  so  eingeschrieben  sind,  daß  sie 
CG  berühren,  sind  gleich.  Beweis:  Lemma  ö  und  the  Gentlemen's  diary  il833) 
p.  40.  Die  gemeinsame  Tangente  in  ]\I  geht  durch  B  und  die  in  /  durch  A. — 
Wenn  ACt  Kreis  AC  in  I  und  BG  Kreis  CB  iu  W  schneidet,  so  ist  TW  gemein- 
same Tangente  beider  Kreise  und  CTG  W  ein  llechteck.  Der  Satz  ist  ein  Spezial- 
fall des  folgenden  in  Leybourn's  Mathematical  repository  (Keue  Serie)  6  t  1  p.  209 : 

Wenn  AB  ein  Halbfaeis  und  CG  senkrecht  zu  AB  und  ein  variabler  Kreis 
HIK  sowohl  CG  als  Bogen  CtB  berührt,  so  ist  die  Tangente  AI  an  ihn  konstant. 
(Der  Satz  gilt  für  jede  Lage  von  CG.)  Der  Arbelos  ist  gleich  dem  kleinsten  Kreis, 
der  die  beiden  Berührungskreise  umschließend  berührt  etc. 

Nicht  bei  Mackay  erwähnt:  Correspondanoe  Quetelet  2  (1826),  Groetaers  p.  259, 
A.  Lechcrnin  und  Dauhresse,  auch  B.  Lohatto,  %velche  u.  a.  beweisen,  daß  die 
gemeinsame  Tangente  der  beiden  Teilkreise  AC  und  CB  gleich  CG  (imd  von  CG 
halbiei-t  wird). 

Fermatscher  Satz:  Errichtet  man  über  dem  Durchmesser  AB  eines  Halb- 
kreises ein  Rechteck  ABCD,  dessen  andere  Seite  gleich  der  Seite  des  dem  Kreise 
eingeschriebenen  Quadrates  ist,  und  verbindet  C  und  D  mit  einem  beliebigen  Punkte 
£  der  Peripherie,  welche  ^B  in  Cr  und  F  schneiden,  so  ist  ACt-  -\-  BF-  ^  ia-. 

Von  Euler,  der  ihn  Novae  commentationes,  Acad.  scient.  imp.  Petropol.  1 
(1750)  p.  49,  geometrisch  bewiesen,  Ferinat  zugeschrieben  {Fermat ,  Varia  opera 
math.  (1689)  p.  118),  wie  auch  von  B.  Siinson,  Opera  quaedam  reliqua,  Glasgow 
(1776)  p.  83,  von  Grunerl,  Grün.  27  p.  116  reproduziert. 

Grunert  30  (1858)  p.  12,  Ch.  Lindmann  (lat.). 

ibid.  Heinen,  p.  276;  einige  Beweise,  der  letzte  am  kürzesten. 

ibid.  31  p.  66  A.  Krüger,  auf  die  Ellipse  ausgedehnt  und  vervollständigt 
(Rechteck  nach  innen);  ibid.  p.  295,  Blintlow,  vervollständigt. 

Blindow  (Fraustadt),  Grunert  32  p.  124,  ibid.  46  (18661  p.  1,  L  F.  Of'ter- 
dinger  sehr  vollständig.     (Satz  n  erwähnenswerfi,  im  Anschluß  daran 

p.  11,  Ch.  H.  Nagel,  hübsche  Zusätze,  Trapez  betreifend. 

Grunert  50  (1869)  p.  111  — 12,    ir.  Stammer;  vielleicht  der  einfachste  Beweis. 

Nouvelles  annales  (2)  9  (1869);  hübscher  Beweis  iu  einer  Note  von  Gerono, 
p.  43,  vorher  Bottigliii. 

ibid.  p.  189.     E.  Lionnet,  synthetisch. 

Battaglini  7  (1869j  p.  377,  Vito  Eugenio  (trigonometrisch);  ibid.  378,  Tar- 
quinio  Fuortes  (elementargeometrisch). 

Eine  verspätete  Verallgemeinerung  auf  Ellipse  von  0.  Schlömilch,  Zeitschrift 
10  (1874)  p.  462. 

Rechner  iscil : 

M.  Simon,  Sammlung  Schubert  8  (1900)  p.  112,  für  Ellipse  p.  227. 

3/ascÄerowi- Konstruktionen   lieißeu   die   Konstruktionen,   bei   denen 
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nur  (ItT  Zirkel  als  Hilfsmittel  gestattet  ist,  nach  dem  Vorgange 
L.  j\Jasclirr())ii'8,  der  iu  ,,Lii  gconu'tria  del  coinjjasso",  Pavia  1797  zeigte, 
wie  man  sämtliche  Aufgal)en  1.  uud  1^  Grades  statt  mit  Zirkel  und 
Lineal  inii-  mit  dem  Zirkel  lösen  kiinne.  Musclieroni  gab  dann  im 
l(>tzten  Kapitel  auch  Niilierungskonstrnktionen  für  Kreisteilung,  Winkel- 
drittelung,  Würfelverdoppelung  eü'.  mit  dem  Zirkel.  Schon  HUS  wurde 
Maschcroiii 

ins  Französische  üliersetzt  von  Carette  1828,  2.  Aufl.,  von  Caijky  in  seinem 
Bericht  über  Maschcroni,  Meisenycr  14  (lb85)  p.  179  erwähnt;  deutsch  1825  von 
(irii^on. 

Im  Anschluß  an  die  Aufgabe:  Gegeben  3  Kreise,  auf  jedem  je  einen 
Punkt  so  zu  bestimmen,    daß   ein    gleichseitiges  Dreieck   entsteht,    gibt 
P.  Breton,  Nouvelles  annales  t)  (1858)  p.  2'J'.i   ein  kurzes  Referat. 

Ausführlich  ist: 

/.  Frischanf,  Die  geometrischen  Konstruktionen  vou  Steiner  und  Mdscliernni, 
1869  imd  das  Progr.  (1873,  Brandenburg  a.  H.)     Ed.  Eutt,  2.  Aufl.     Halle  1880. 

Geometrie  elementaire  du  compas  par  B.  E.  Cusincry  1851. 

G.  Delisle,  N^mv.  annal.   19   (1860)  p.  35,   Zentrum   eines   gegebeuen  Kreises. 

Frz.  Bessell,  Gnmert  67  (1881)  p.  44,  regelmäßiges  5 -Eck,  Durchschnitt 
zweier  Geraden  etc.  .7.  Culette,  Nouv.  annal.  (3)  8  (1889)  p.  512.  Halbierung  des 
Bogens  etc. 

Delahaye,  Mathesis  12  (1892)  p.  157,  Proportion. 

A.  Adler,  Zur  Theorie  der  Maschcroii ischen  Konstruktionen,  Wien.  Akademie 
(1891)  (hierin  schon  die  Teilung  des  Kreises  in  17  Teile  (s.  Gercird  und  Mukuw 
bei  regulärem  Polygon);  ders.:  Zur  The.rie  ihr  ifi'ometrischeii  Koiistruktioii,  Pro- 
gramm Pilsen  1895  (Konstruktion  des  inversen  Punktes  uud  damit  Fruktifizierung 
des  Prinzips  der  reziproken  Radien  für  Mascheroniache  Konstruktionen),  vgl.  auch : 
Wiener  Berichte  90  (1890)  p.  46. 

Eugene  Dubouis,  La  geometrie  du  compas,  Botirget  22  (1897)  p.  53;  id.  (1900) 
La  theorie  de  Mnscheroni  (Vannes  8). 

A.  Mannheim,  Remarques  sur  les  constructions  geometriques,  Messenger  (2) 
27  (1897). 

E.  Cesäro,  Memoires  de  la  societe  royale  des  sciences  de  Liege  (1899);  Les 
problemes  de  geometrie  rcsolus  par  le  compas. 

G.  Mulsoiv,  Programm  Schwerin  (1898). 

E.  Daniele,  Sulla  risoluzione  dei  problemi  geometrici  col  compasso,  im 
Sammelwerk  von  Enriques:  Questioni  rignardanfe  la  geometria  elementare, 
Bologna  8  (1900);  die  ersten  8  Paragraphen  sind  Referat,  wo  auch  Adler  in  7  und 
8  berücksichtigt  ist  und  in  Paragraph  9  eigene  Konstruktion. 

Im  Anschhiß  an  die  Masdieronische  Konstruktion  sind  die  Kon- 
struktionen mit  Lineal  und  konstanter  Zirkelöfihung  zu  erwähnen,  wie 
sie  Äbid  Wafa,  Leonardo  da  Vinci,  Dürer,  Ferrari,  TarfaijUa,  Cardano, 
Poncelet  und  Steiner  ausgeführt  haben. 

Die  Geschichte  bei  W  M.  Kuttn,  Zur  Geschichte  der  Geometrie  mit  kon- 
stanter Zirkelöffnung,  Halle  1897  (Kaiserl.  Leopold.  Carolina),  inzwischen  ist  es  durch 
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Mitx  Curtzi',   Änaritli  coiiimentariura   (Suiijilement  zu  Hcihcrris  Euklid   1899)  fast 
sicher,  daß  diese  Koustruktioneu  schon  dem  Hcron  bekannt  waren. 

Kreissätze: 

Miyer  Hirsch,  Geometrische  Aufgaben  1  (1804).  Ähnliche  Abbildung  eineS 
Kreises  von  einem  gegebeneu  Punkt  aus  p.  227,  §  124;  Kreissätze  in  §§  126,  128, 
132.   134,  Bd.  2   (1807). 

Gegeben  sind  »  Punkte,  A^  etc.,  und  es  soll  der  Ort  der  Punkte  F 
bestimmt  werden,  so  daß  2."«i^P.4j,"  =  konstant;  Ort:  Kreis  um  den 
Schwerpunkt  (Muthciv  Stewart,  General  theoreras). 

Guciumd  d'Aumont,  Gcrgonnc  12  (1822)  p.  279.  Im  Kreisviereck,  dessen 
Seiten  Bogen  von  Kreisen  sind,  sind  die  Summen  zweier  aufeinander  folgenden 
Winkel  gleich.     Derselbe  Satz  bei  A.  Miq^uel,  LiouviUe  9. 

J.  Steiner,  Crelle  1  (1826)  p.  278;  legt  man  an  einen  Kreis  zwei  parallele 
Tangenten  AD  und  BC,  welche  den  Kreis  in  A  und  B  berühren,  zieht  AEC  be- 
liebig (E  auf  den  Kreis)  und  legt  in  E  die  Tangente  FG,  so  halbiert  sie  BC  in 
(r,  und  es  ist:  AD  ■  BC  =  AB-;  BG  ■  AF  ^  r-.    {Steiner  nennt  die  Sätze  bekannt.) 

./.  Plücker,  Grelle  11  p.  222;  Miqacl,  LionriUe  9  (1844)  p.  20;  Mübius,  Kreis- 
vcrwaudtschaft  47. 

Wenn  in  einem  Kreisbogendreieck  ABC  die  Summe  der  Winkel  rr,  so 
schneiden  sich  die  Kreise  der  Bogen  in  einem  Punkte. 

Kreisliogendreieck:  B.  Laclilan,  Quarterly  Journal  21  (1885'i  p.  1;  (s.  auch 
London  Mathem.  society  proceedings  21  p,  213)  ohne  sphärische  Trigonometrie. 

E.  F.  August,  Crelle  17  (1837)  p.  389.  Wenn  man  innerhalb  eines  Ki-eises  einen 
Punkt  zum  Zentrum  eines  ebenen  regelmäßigen  doppelt  imgeraden  Strahlensystems 
wählt  (z.  B.  10  Strahlen),  und  die  Strahlen  als  durch  die  Peripherie  begrenzt 
ansieht,  so  ist  die  Summe  aller  ungerade  gezählten  gleich  der  der  gerade 
gezählten. 

A.  Miquel,  Liouvillc  3  (1838)  p  48.Ö :  1)  Wenn  3  Kreise  A,  0,  C  sich  in  I 
schneiden  und  wenn  F  beliebig  auf  A  mit  den  Schnittpunkten  von  A  und  C  und 
A  und  0,  uämlich  R  und  JV  verbunden  wird  und  AR  Kreis  C  in  D  und  AN 
Kreis  0  in  JE'  schneidet,  so  geht  DE  durch  den  Schnitt  M  von  0  und  C,  dazu 
zwei  Umkehrungen,  die  eine  der  Satz  von  dem  Umkreise  der  vier  Dreiecke  eines 
vollständigen  Vierseits,  die  andere  der  Satz :  Wenn  man  auf  den  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC  beliebig  je  die  Punkte  D,  E,  F  wählt,  so  schneiden  sich  die  drei 
Kreise  AEF,  BFD,  CDE  in  I.  Damit  hat  man  den  Satz  vom  Pentagon:  Penta- 
gon ABCDEA.  Bringt  man  je  zwei  durch  eine  getrennten  Seiten  zum  Schnitt, 
so  setzen  sich  auf  die  5-Eckseiten  die  5  Dreiecke  mit  den  Spitzen  KLFG, 
und  die  aufeinander  folgenden  Umkreise  schneiden  sich  in  5  Punkten  PQMNR, 
diese  sind  konzyklisch;  der  Satz  kann  auch  lauten:  Die  5  Geraden  bestimmen 
5  vollständige  Vierseite,  deren  4  Dreiecksumkreise  je  einen  Schnittpunkt  haben, 
diese  5  Punkte  bestimmen  einen  Kreis.  In  dieser  Form  ist  der  iliquihche 
Satz  von 

W.  K.  Clifford,  Mathem.  papers  (1868),  Cambridge  and  Dublin,  Messenger  5 
(1871)  p.  125 — 141  verallgemeinert:  6  Gerade  bestimmen  6  Fünfseite,  deren  Miquel- 
Bche  Kreise  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  die  8  Punkte  der  7  Sechsseite  eines 
Siebenseits  liegen  wieder  auf  einem  Kreis  und  so  fort  in  infinitum. 
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Zusatz:  Vgl.  dazu  die  Arbeiten  über  eindeutig  bestimmte  Berührungskreise 
gerichteter  Geraden  von  Loud,  American  M.  S.  Trans.  I,  323  (1900)  und  C.  E.  Brooks, 
Johns  Hopkins  üniv.  Circ.  22,  p.  5  (1902). 

CreUe,  19  (1838)  p.  205,  Bauer,  beweist  den  Satz  aus  9  p.  102:  Dreht  sich 
ein  rechter  Winkel  in  der  Ebene  eines  Kreises  0  um  den  Scheitel  6',  so  ist  der 
Ort  der  Mitte  der  Sehnen  zwischen  den  Schenkeln  ein  zweiter  Kreis,  dessen 
Mitte  in  der  Mitte  von  CO  liegt. 

Crelle,  23,  A.  li.  Luchterhand,  Relationen  zwischen  den  6  Verbindungen 
von  i  Punkten  auf  einem  Kreis,  6  Punkten  auf  einer  Kugel. 

H.  Schmidt,  Zur  Theorie  des  Kreises,  Programm  Halberstadt  (1840). 

F.  I.  E.  Lionnet,  Nouvelles  annales  5  (1846)  p.  449.  Wenn  n  beliebige 
Punkte  in  der  Ebene  gegeben  sind,  den  kleinsten  Kreis  zu  bestimmen,  der  sie 
einschließt.     (Wichtig  für  Funktionentheorie.) 

J.  Quidde,  Bückeburg,  Griinert  23  (1854),  Kreisbüschel  p.  130 — 206,  elementar- 
geometrisch,  die  Ponceletschen  Schließungssätze  (s.  dort). 

Ed.  Nöggerath,  ibid.  33  (1859)  p.  329;  die  3  Zentren  der  3  Isogonalkreise 
(über  den  Ähnlichkeitspunkt)  liegen  in  einer  Geraden.  Apollonischer  Kreis  durch 
Zentren  etc.  Im  übrigen  siehe  die  Büschelsätze  bei  Taktion.  Viel  Material  zu 
Aufgaben  bei  Th.  Heye,  synthetische  Geometrie  der  Kugel,  A.  Milinoicski ;  Samm- 
lung Schubert  8,   W.  Pflicger  etc. 

(Schüler)  Devaux,  Nouvelles  annales  15  (1856)  p.  226  und  228;  Inhalt  des 
Dreiecks  aus  den  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kreise. 

J.  Harcourt,  Nouv.  annal  19  (1860)  p.  437;  Satz  über  das  umgeschriebene 
Dreieck. 

Des.  Andre,  Nouv.  annal.  (2)  9  (1870}  p.  246.  Das  Produkt  der  Lote  von 
einem  Punkte  eines  Kreises  auf  alle  Seiten  eines  eingeschriebenen  Polygons  ist 
für  alle  Polygone  mit  denselben  Ecken  konstant  (general  theorems). 

A.  Enneper,  Schlömilch  16  (1871)  p.  257.  Gleichungen  in  Radien  und  Zen- 
tralen dafür,  daß  sich  3  Kreise  in  einem  Punkte  schneiden. 

G.  A/foltir,  Battaglini  11  (1873)  p.  110.  Zwei  polare  Dreiecke  eines  Kreises 
liegen  perspektivisch  (elementarer  Beweis  [Menelaos]';  ders.  Clebsch  Annalen  6 
p.   597. 

C.  A.  Laisant,  NouveUe  correspondanoe  2  (1875)  p.  184.  Sätze  über  Kreis- 
potenzen im  Viereck,  Kreispotenz  c'  —  (r*  -\-  p*)  nach  Darboux,  ebendort  Sätze 
über  Ahnlichkeitspunkte  zweier  Kreise. 

H.  Brocard,  Nouvelle  correspondance  3  p.  175.  Zwei  Kreise  berühren  sich 
in  A,  durch  A  zwei  Sekanten  BB'  und  CC,  die  Umkreise  von  ABC  und  AB'C 
schneiden  sich  auf  einem  Kreise,  der  die  beiden  gegebenen  in  A  berührt;  ibid. 
(1880)  p.  161.  E.  Cesäro.     (Gergonne  15,  Sturm). 

F.  Bing,  To  analoge  Sätninger  om  rette  Linier  og  Cirkler,  Zeuthen  Tyd.  (5)  1 
(1883),  p.  190.  Der  Fundamentalsatz  von  Parallelen,  geschnitten  durch  einen 
Strahlenbüschel,  bleibt  gültig,  wenn  die  Parallelen  durch  konzentrische  Kreise  um 
ein  bestimmtes  Zentrum,  und  die  Strahlen  durch  Kreise  ersetzt  werden. 

A.  Mannheim,  Messenger  12  (1883)  p.  175.  Sind  s  und  s'  zwei  konjugierte 
Sehnen  durch  einen  Punkt,  so  ist  s~--)-s'~*  konstant. 

/.  Caj<ei/,  A  sequel  to  Euchd,  Das  Eechteck  von  den  Loten  eines  Kreispunkts 
auf  zwei  Tangenten  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Abstands  von  der  Chordale.  Die 
Differenz  der  Quadrate  der  Tangenten  von  einem  Punkt  an  2  Kreise  ist  gleich  dem 
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doppellen    Bcchteck    aus    der   Zentrale    und    dem    Abstand    des   Punktes    von    der 
Badiknluchsc. 

Fr.  Xiemöller  beweist  SddömilcJi  30  (1885)  p.  251  aus  der  Potentialtheorie 
den  Satz:  Gehen  von  der  Spitze  C  eines  Dreiecks  n  —  1  Gerade  zu  AB,  so  gilt 
für    die  Durckmesser    d^  der   in    die  n  Teildreiecke    eingeschriebenen   Kreise  der 

Satz:    n  ll ^1  =1 ,aufp.  307  beweist  ihn  ScfiWwi/cA  elementargeometrisch, 

nebst  Folgervmgen. 

Prof.  G.  Clirysial,  Konstruktion  des  kleinsten  Kreises,  der  n  gegebene  Punkte 
einer  Ebene  einschließt;  Bulletin  de  la  societe  fran9aise  13  (1885)  p.  198  und 
Edinb.  Proceedings  3  (1885)  p.  30;  Frage  von  Sylvester,  Quarterly  Journal  1857 
p.  79;  aber  schon  Nouv.  annal.  13  (185i)  p.  449,  IC.  Lionnet,  Tgl.  zu  Clirystal  auch 
Maur.  d'Ocagne,  Bd.  12,  des  zit.  Bulletin  (1884)  p.  168. 

G.  Pesci,  Dei  circoli  etc.     Besso  Periodico  Xo.  120. 

C.  Reinhardt,  Schlömilch  32  (1887)  p.  183,  die  4  Punkte,  in  welchen  sich 
von  den  4  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kreise  je  eine  äußere  und  eine  innere 
schneiden,  liegen  auf  einem  Kreise,  dessen  Durchmesser  die  Zentrale  ist  (kon- 
zentrisch zu  dem  Kreis  der  4  Berühnmgspunkte  der  äußeren  und  dem  der 
4  inneren). 

H.  Bleicher,  Hoff'mann,  19  (1887)  p.  415;  Satz  von  Miquel  über  das  Fünfeck, 
Zusatz  über  Höhen  im  Dreieck  und  Höhenabschnitt  (./.  Mention,  Nouvelles 
annales  2,  1). 

Ad.  Beyssell,  2  Kreissätze  G-runert  (2)  3  (1886)  p.  335. 

C.  Lrudesdorf,  Messenger  19  (1888)  p.  14.  On  the  Inversion  of  some  theories 
in  elementary  geometry;  interessante  und  schwierige  Sätze  über  Berührung  von 
Kreisen  durch  Kreis. 

Fregier's  Satz  1S16.     S.  Kütter's  Bericht  in  Deutsche  Math.-Ver.  5,  p.  44. 

Anonym  J're'f/jVrscher  Satz:  Bourget  14  (1891)  p.  50;  synthetisch  und  elementar. 
Der  Satz  gilt  für  alle  Kegelschnitte,  vgl.  Sammlung  Schubert,  VTR,  §  43  Aufgabe 
34;  hier  ist  er  in  allgemeinster  Fassung  durch  Inrersion  bewiesen. 

31.  d'Ocagne,  Bourget  4  (2)  (1893)  p.  216:   Wenn  3  Kreise  A,  B,  C  sich  zu 

•        ,..,.■  ^  •  .     Ä  -iBC         „  aßy 

le  zweien  berühren  m  a,  p,  y,  so  ist  — r 1^ —  =  2  — ^ — • 

■"  '(-'/<  />,  ^|3y  „5g 

H.  Thieme  und  Schur,  Hoff'mann  25  (1893)  p.  575.  Beweis,  daß  die  Pro- 
jektion der  Projektion  eines  Kreises  wieder  die  Projektion  eines  Kreises  ist. 

A.  Schönflies,  Clebsch  44  (1894)  p.  105;  allgemeinstes  Flächenstück  (eventuell 
mit  Wendungspunktehi,  welches  von  gegebenen  Kreisbogen  begrenzt  werden  kann. 
Kreisbogenilieiecke  und  Vierecke.  Gestaltliche  Unterscheidung  (Zusammenhang 
mit  Felix  Klein,  Über  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen  Reihe;  Clebsch  37, 
und  Schilling,  Über  Schicarzache  s-Funktion,  der  die  Kreisbogendreiecke  im 
wesentlichen  absolviert  hat,  aber  Sehönflies  ist  elementar);  vgl.  auch  Miquel, 
Liouville  9. 

r.  Reyes  Prosper,  Existenz  der  Radikalachse,  unabhängig  vom  Parallelen- 
axiom Progreso  5  (1895)  p.  205. 

W.  Godt,  Clebsch  Annalen  47  (1896).  Über  eine  merkwürdige  Kreisfigur 
(Kreise  mit  „Sinn"). 

E.  Barisien,  Mathesis  16  (1896)  p.  35.  Das  Dreieck  gebildet  aus  den  gemein- 
samen Tangenten  je  zweier  von  drei  Kreisen. 
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Eine  selbstiindige  Lehre  vom  Kreise:  31.  ./.  MClelland,  A  Trealise  of  the 
geometry  of  tlie  circle  (18'.)1). 

Aufgaben  aus  den  Kdne.  tinies,  vielfacli  die  I'otenz  betreffend,  und  oft 
hübsche  Sätze  enthaltend: 

(1882)  49,  659'2  Mord;  Potenz:  I'rince  114157,  11  ö80  Bcnics;  11885  Ariinld ; 
(1894)  60,  649  Steak. 

Die  Längen  der  gemeinsamen  Tangenten  seien  <,  und  t^,  dann  ist  das  an- 
harmonische Verhältnis,  in  das  sie  jede  andere  teilen,  (<, — *s)  =  Ci  "f"  *s) >  11*^45 
Machod,  483  Swale;  1204  Fkuranceau,  61  (1894)  530,  Lampe;  2775  Wilson; 
9896,  62  p.  91  Sanjdna;  4145  Hudson;  12  431  MiJler  (Pol  und  Polare);  12  284 
Chartres;  12  239  B.  Tucker,  3  Kreise  berühren  AB  und  AC,  zwei  gehen  durch 
das  Zentrum  des  mittleren,  so  Radien  in  harmonischer  Proportion;  12  H52  HiUyer; 
(1898)  69,  8476  Mahcndra  Xath  Buy;  10  932  (Mipeau;  (1899)  70,  13  475  Brierley 
(Radikalachse);  13  821  Davis;  13  697  Dioz- Far>iy.  Wenn  AB  und  CD  zwei 
Sehnen,  or  und  y  ihre  Mitte  und  AB  den  Winkel  CaD  halbiert,  so  halbiert  CD 
den  Winkel  AyB  (Pol  und  Polare);  (1899)  71  p.  109  Casey:  Zentrale  und  Radien 
zweier  Kreise  gegeben?  das  endlose  Band;  13  950  Barrett  p.  58;  Wenn  O  Ähnlich- 
keitspunkt zweier  orthogonalen  Kreise  in  A  und  C  und  die  Polaren  von  <)  die 
Zentrale  in  B  und  D  schneiden,  so  ist  ABCI)  ein  Quadrat;  13  892  Curjcl ;  (1900) 
72  p.  48  McKenzie,  hübsche  Aufgaben. 

10.  Inversion.  Inversion,  auch  Kreisverwandtschaft  (Möhius) 
oder  Transformation  durch  reziproke  Radien  (Plüclicr). 

Wir  haben  zu  beginnen  mit  den  inversen  Punkten  Poucelefsiia  Traite  des  Pro- 
prietes  projectives  von  1822,  von  Steiner  in  den  geometrischen  Konstruktionen  von 
1832,  welches  Werk  eine  Ausführung  des  Ponceletachen  Gedankens  (Artikel  355) 
ist,  Potenzhaltende  Punkte  genannt.  Dann  folgt  A.  Qiietelet,  Memoires  Bru- 
xelles  4  (1827)  und  L.  J.  Magnus,  Grelle  8  (1832)  p.  51:  nouvelle  methode  pour 
decouvrir  des  thtjoremes  de  geometiie,  und  ganz  klar  tritt  die  neue  Verwandtschaft 
auf  bei  ./.  Plücker,  Crelle  11  (1844)  p.  219 — 225  als  Prinzip  der  reziproken 
Radien  und  findet  schon  dort  Anwendung  auf  das  Taktionsproblem.  Übrigens  ist 
das  Prinzip  schon  bei  Steiner,  Crelle  1  (.1826),  „Einige  geometrische  Betrachtungen" 
20,  Schluß,  angedeutet. 

H.  Bellavitis,  Annali  delle  scienze,  Padova  17  (1836)  p.  126  kommt  auf  die 
Inversion  (ohne  ihre  Bedeutung  klar  zu  erkennen)  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie 
Möbius  von  dem  Grundgedanken,  mit  Länge  und  Richtung  der  Strecke  gleich- 
zeitig zu  operieren  (Methode  der  Äquipollenzen,  Hamiltons  Quatemionen,  &raß- 
vianna  Ausdehnungslehre,  Möbius'  Longimetrie  und  Planimetrie).  Bellavitis  bean- 
sprucht Tortolini  3  p.  60  nachträglich  die  Priorität  gegenüber  Stuhls  und  Ingram, 
die  selbständig  1842,  Transactious  of  the  Dublin  Philos.  society,  und  ./.  W.  Stuhls 
Philosophical  magazine  23  (1843)  Nov.  p.  338  auf  die  Inversion  kamen,  ebenso 
wie  der  große  Physiker  Sir  William  Tliomson,  von  mathem.  physikal.  (Potential- 
theorie) Problemen  aus:  Liouville  10  p.  364  „image"  für  inverser  Punkt,  Brief  an 
Liouville,  Journal  12  p.  265.  Eine  ausführliche  Theorie  zuerst  /.  Liouville,  Liou- 
ville 12  (1847)  p.  276.  Liouville  zeigt  analytisch,  daß  die  Inversion  (Trans- 
formation par  rayons  vecteurs  reciproques)  die  einzige  Transformation  ist,  welche 
konforme  (winkeltreue)  Abbildung  im  Raum  gibt,  ferner,  daß  beliebig  viele  In- 
versionen durch  eine  einzige  ersetzt  werden  können,  ein  Satz,  den  Liouville  (2) 
16  (1878)  A.  Mannheim  geometrisch  beweist. 
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A.  Mobilia,  selbständig,  implicite,  wie  lieUavüif: ,  durch  den  Gedanken 
mittels  der  komplexen  Zahl  die  Gerade  auf  die  Ebene  abzubilden,  Longimetrie; 
dann  explicite:  „Über  eine  neue  Verwandtschaft  zwischen  ebenen  Figuren",  (ie- 
sammclte  Werke  2  (iss.'i)  p.  20r),  Leipziger  Berichte,  Bd.  5;  ausführlich:  Die 
Theorie  der  KreisvcrwtmdUchaft  in  rein  geometrischer  Darstellung,  Leipziger  Ah- 
hdiidlungen,  Bd.  2,  Ges.  W.  2,  p.  243  (1S55).  Die  Mühiusscba  Kreisverwandtschaft 
ist  insofern  etwas  allgemeiner,  als  er  die  Zentren  nicht  zusammenfallen  läßt. 

Anknüpfend  an   Thomson  und  LionvUle: 

A.  Hart:  Cambridge  and  Dublin  Journal,  Febr.  1853;  Inversion  einer 
Kurve,  indem  man  für  den  Radius  Yector  r  setzt:  Je- :  r. 

E.  Ciitfilan ,  LioHV.  19  (1854)  p.  182,  Stereograph.  Projektion.  Alle  Systeme 
orthogonaler  Kreise  auf  gegebener  Kugel. 

P.  Serret,   Des  methodes  en  gc^ometrie  C  2  (1855)  p.  21,  eigene  Anwendungen. 

JV.  Ferrers,  Quarterly  Journal  3  (1857)  p.  32,  Ptolemäos,  Satz  über  die 
Winkelhalbierende  durch  Inversion  (verbunden  mit  reziproken  Polaren). 

E.  Heis,  Grunert  30  p.  354,  Stereographische  Projektion,  einfacher  Beweis 
der  Konformität. 

R.  Totrnse>id,  Chapters  on  the  modern  geometry  of  the  point,  line  and  circle 
t.  1  (18G3),  t.  2  (1865),  dort  Kap.  9  Inversion,  wohl  das  erste  Lehrbuch  (für 
Mittelschulen),  in  dem  die  Inversion  und  Kreisbüschellehre  ausgedehnte  Berück- 
sichtigung gefunden  hat. 

John  Cnsey,  Quarterly  Journal  7  (1866)  p.  378,  Sätze  über  intervertierte 
Kreise;  ders.  Educational  times  t'-.rr  (wo  t  gemeinsame  Tangente)  konstant,  von 
Vnison,  Nouv.  annal.  (2)  5  (1867j  p.  184  bewiesen.  Hart'i  Ausdehnung  des 
Feuerbachsoh&n  Satzes:  Proceedings  Irish  society  1866  {s. Feuerbach). 

U.  Biiklen,  Grunert  31,  Über  3  geometrische  Transformationen. 

Theodor  Berner,  SchUimilch  11  (1866)  p.  34;  jede  Linie,  welche  eine  Linie 
größten  Flächeninhalts  ist,  behält  diese  Eigenschaft  bei  Inversion. 

J^.  Geiser,  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie  1869,  eine  sehr  verdienst- 
liche Schrift,  in  der  das  letzte  Kapitel  der  Inversion  gewidmet  ist,  dort  ist  auch 
das  Steinersche  Problem  der  Kreis-  bezw.  Kugelreihe,  welche  berührend  in  den 
Raum  zwischen  zwei  ineinander  liegenden  Kreisen  oder  Kugeln  gelegt  ist,  durch 
Inversion  auf  konzentri.sche  Kreise  oder  Kugeln  gelöst,  auch  die  stereographische 
Projektion  behandelt. 

T.  Glasen,  Transformation  durch  reziproke  Radien,  Programm  Nordhausen 
ls72,  dort  Inversion  der  Parabel:  Cisso'ide  und  Kardioi'de  etc.,  ders.  Programm 
Holzminden  1878;  Über  die  durch  Kreise  mit  gemeinsamen  Schnittpunkten  er- 
zeugten Gebilde  (Inversion  der  Kegelschnitte  i. 

G.  Salmon,  Nouv.  coiTespondance  2  (1875);  Cochez ,  Bourget  (.1877)  p.  225, 
257,  321  unter  anderm:  Anwendung  suf  den  Satz  von  Mannheim  (Catalan  p.  122): 
Die  Umkreise  aller  Dreiecke  mit  festem  Winkel  und  festem  Inkreis  berühren 
einen  festen,  dem  Winkel  eingeschriebenen  Kreis;  ders.  ibid.  1878  p.  2,  p.  69, 
Pythagoras  als  spezieller  Fall  des  Ptolemäos,  der  durch  die  Simsonsche  Gerade 
mit  Inversion  bewiesen  wird.  W.  Godt,  Kreisbüschel,  reziproke  Radien  (nicht 
eigentlich  elementar)  Crelle  84  (,1878;   p.  259. 

A.  Morel,  Bourget  (1878)  p.  353,  Theorie  des  axes  radicaux  etc.  Die  Figur, 
bestehend  aus  drei  Kieisen,  ihren  6  Kreisen  mittlerer  Potenz  und  ihren  8  Be- 
rührungskreisen, ist  unveränderlich  in  bezug  auf  das  Radikalzentrum  als  Zentrum 
der    Inversion.     Fortsetzung  (1879)  p.   1.     Satz    von    Hart,    Die    8  Kreise,   welche 
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3  Kreise  berühren,  sind  zn  je  4  tantjentiLil  v.n  den  fi  Kreisen,  erhalten  dnrch  In- 
version, bei  der  die  licidcn  letzfmi  ineinander  übergehen. 

/.  Cdscij,  Bedingung,  daß  4  Kreise  einen  fünften  ben'iluen,  durcli  Inversion, 
AB  ■  CD  ±  AD  ■  BC+  AO ■  BD=  0,  wo  AB  etc.  die  gemeinsame  Tangente,  vgl. 
l'tolemäos.     Quarterly  Journ.  1  (1857)  p.  219. 

IT.  M.  Taylor,  Messenger  7  (1878)  p.  148,  Inversion  beim  Problem,  in  einen 
Kreisring  cm  System  berührender  Kreise  einzuschreiben;  dazu  p.  167  II'.  11'.  Taylur. 
Kbenso  A.  S'cJiumniin ,  Die  iStehierschen  Kreisreihen,  Progr.  Berlin  1883. 

B.  Grnhnm,  Durch  Inversion  den  Satz:  Jede  Tangente  eines  Kreises  wird 
harmonisch  geteilt  durch  die  Seiten  eines  umschriebenen  Quadrates  bezw.  Achsen- 
trapez. 

jf7i.  Beyc,  Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  ^Leipzig  1879),  Literatur  (Vor- 
wort"); Inversion  unter  dem  Gesichtspunkt  des  Kugelgebüsches,  d.  h.  der  Gesamt- 
heit aller  Kugeln,  welche  dasselbe  Radikalzeutrum  haben  (Kreisbnndel);  vollständige 
Erledigung  des  Taktionsproblems  inklus.  des  Steinerschen,  Zusammenhang  der 
Inversion  mit  der  Polarisation. 

H.  Wehr,  Reziproke  Radien  ('analytisch),  Programm  Klagenfurt  1881. 

/.  Casey,  A  sequel  to  Kuclid  (1881)  Dublin  i5.  Aufl.  1888);  Theorie  der  In- 
version. Sekt.  4,  Bch.  VI,  u.  a.  Satz:  Wenn  4  Kreise  wechelseitig  orthogonal  sind 
und  eine  Figur  intervertiert  wird  mit  jedem  der  Kreise  der  Reihe  nach  als  In- 
versator,  so  wird  die  4.  Inversion  mit  der  Originalfigur  identisch.  (Ausdehnung 
auf  5  Kugeln  mit  ganz  elementarem  Beweis  von  John  Mackay) 

J.  Larmor.  Messender  13  (1884)  durch  Inversion  Ponccletschei  Schließungs- 
satz auf  Kreisring  übertragen,  wie  bei  Schumann,  d.  c. 

E.  Laguerre,  Nouvelles  annales  (3)  1  (1882)  p.  .542,  verwandt  mit  der  In- 
version Transformation  par  semidroites  reciproques.  Taktion  mit  Inversion  und 
dieser  Transformation:  5  Kreise  in  2  Strahlen  und  3  Punkte;  ibid.  (3)  2  (1883) 
p.  248;  Aufgaben  von  Colli  lies  p.  249,  Maur.  d'Ocagiie.  Ähnlich  ist  auch  die 
Transformation  von  Coelingh  (Amsterdam);  ibid.  (3)  7  (1888)  p.  133;  vgl.  auch 
Bernes,  Bourget  (^1891),  Transformation  par  invei'sion  symmetrique,  (1892)  Fort- 
setzung. 

M.  Taylor,  Messenger  IG  (1887)  p.  143,  Ort  der  Zentren  der  mittleren  Ent- 
fernung für  beliebig  viele  Inversionen,  Ausdehnung  der  Isogonalitiit. 

A.  Mannheim,  3Iessenger  |2)19  il890)  p.  17,  Note  de  geometrie  ä  propos  d"uu 
th(5oreme  de  M.  Stewart.  Inversion  aus  der  Relation  zwischen  den  Diagonalen 
eines  Kreisvierecks  e  :  f. 

J.  Finsterbusch,  Programm  Werdau  (1890). 

Chr.  Wulff,  Prinzip  der  reziproken  Radien,  Erlangen  (1891).  Bernes,  Bourget 
(1891)  p.  121:  Symmetrische  Inversion. 

CA.  Laisant,  Mathesis  10  p.  224  (1890). 

M.  Fouche  (Orth.  Trajekt.;  Potenz  etc.):  Bulletin  de  la  societe  raathem.  de 
France  (1898). 

L.  Orlando,  Mathesis  (1899)  p.  112,  das  Taktionsproblem  durch  Inversion. 

Die  Inversion  ist  nicht  nur  in  die  schweizer,  französischen  und  englischen 
Schulbücher,  wie  Souche  et  Comberonsse,  M.  Glellund,  A  treatise  etc.  (1891),  sondern 
neuerdings  auch  in  die  der  Deutschen  übergegangen,  z.  B.  Henrici  und  Treutlein, 
W.  Pflieger,  Elementare  Planimetrie,  Sammlung  Schubert  (1902). 

Stereographische  Projektion,  unabhängig  von  der  Inversion  {Clavius,  Adrian 
Melius):  Hachette,  Correspondance  sur  IVcole  polytechn.  1  p.  362;  2  p.  242. 
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G.  1'.  Dandelin,  Gergonne  16  p.  322,  die  Gruudeigenschaften,  ganz  elementar. 

E.  BuhilUer,  Correspondance  mathem.  de  Quetelet  4  (1.S28)  p.  153  und  da- 
durch veranlaßt : 

M.  Cliades,  Gergonne  19  p.  157  und  Lioutilh  7  (1842),  p.  272,  wo  sich  ein 
sehr  einfacher  Beweis  findet,  daß  das  Zentrum  des  Kreises  nn,  der  einen  Kreis 
NN'  projiziert,  Projektion   der  Spitze  des  NN'  umschriebenen  Kegels  ist. 

Wohl  die  wichtigsten  Arbeiten  sind  die  von  Dantlelhi ,  Memoire  sur 
l'emploi  des  projeotions  stereograph.  en  geometrie,  Academie  de  Bruxelles  (1827) 
p.  11 — 47  (hinten),  wo  zuerst  die  Kugel,  welche  4  Kugeln  berührt,  mittels  stereom. 
Projektion,  id  est  Inversion,  konstruiert  ist,  und  A.  Quetelet,  ibid.  p.  49.  (Winkel- 
treue, Kreis  in  Kreis,  Chaslesscher  Satz  vor  Cliasles  etc.)  Auf  diese  Arbeiten 
greift  zurück: 

G.  l'dz,  Stereographische  Projektion,  Prager  Berichte  31  (1898).  Ganz 
elementar  ist  auch 

E.  Beusch,  Die  stereographische  Projektion,  Leipzig  (1881). 

Pädagogisch:  A.  Zicghr,  Hoffmann  3  (1872)  p.  151. 

Geschichte  der  Inversion:  M.  CJxidi's,  Rapport  sur  les  progres  de  Geometr. 
(1870)  p.  140,  wo  aber  Cliasles  aus  Unkenntnis  der  deutschen  Sprache  die  Deutschen 
ausgelassen  hat,  z.  B.  G.  S.  Klügel,  Geometr.  Entwickeluug  der  Eigenschaften  der 
stereometrischen  Projektion,  Berlin  (1788). 

Inversoren  (Geradführer). 

Das  Problem  einer  exakten  üeradführung,  welche  das  WathchQ 
Parallelogramm  nur  auuälierud  herstellte,  löste  zuerst  der  französische 
Genieoffizier  FeaucelUer  (1864)  mit  seinem  „compas  compose",  einer  mit 
Gelenken  in  den  Ecken  versehenen  Verbindung  zweier  Rauten,  deren  eine 
Ecke  fest  (Zentrum  der  Inversion),  während  durch  einen  Zügel  eine 
Ecke  der  kleineren  Raute  gezwungen  wird  einen  Kreis  zu  beschreiben. 
Obwohl  das  Instrument  durch  31annlwim  der  Pariser  Philomathischen  Ge- 
sellschaft 1867  mitgeteilt  wurde,  blieb  es  so  unbeachtet,  daß  es  1871 
von  Liphin,  einem  russischen  Studenten  in  St.  Petersburg,  wieder- 
gefunden wurde.  Erst  durch  einen  Vortrag  Sylvester's  in  der  Royal 
Institution  (1874)  (veröö'entlicht  Revue  scientifique  (1874  et  1875)) 
wurde  FeaucelUer  b  Erfindung  bekannt,  und  nun  folgten  die  Inversoren 
von  Sylvester,  Kempe,  Hart.  Durch  die  Arbeiten  vou  Sylvester,  Hart, 
Cliff'ord,  Buherf's,  Cayley,  Mannheim  wurde  auch  das  allgemeine  Problem 
gelöst:  Mittels  artikulierter  Gestänge  von  einer  Kurve  zu  einer  anderen 
überzugehen.  Man  findet  die  Literatur  bis  zum  Jahre  1882  in  einem 
Artikel  vou  Liyuine  Darboux  Bull.  (2)  7,  p.  140 — 160,  bis  1886  in 
einer  Broschüre  von  J.  Neuhery:  Sur  quelques  System  es  de  tiges  arti- 
culees,  Lüttich  (1886).     Seit  dieser  Zeit  ist  zu  erwähnen: 

A.  Mannheim,  Messenger  26  (1897)  p.  152,  Inversor  von  Hart. 

Vgl.  hierzu  den  Bericht  von  E.  Kutter  im  Jahresber.  Deutsche 
Math.-Ver.  5,  p.  98  if.,  den  Ref.  nicht  mehr  benutzt  hat. 
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11.  Taktionsproblem.  Es  sind  in  der  Geschichte  des  Probleins 
zu  unterscheiden:  I.  die  algobraiseli- analytische  Behandlung;  11.  die 
geometrische.  Letztere  zeigt  drei  Perioden:  1.  die  Versuche,  die  ver- 
lorene elementare  Konstruktion  des  Apollonrns  wieder  herzustellen, 
welche  in  Viefa's  ApoUonii(S  Gulhts  gipfeln,  dessen  Lösungen,  obwohl 
sie  nicht  die  des  A2)oJIoniu!<  sind,  wir  noch  heute  in  den  Schulen  benutzen, 
cf.  die  Aufgabensammlung  von  Gandtner  und  Jnncjltans.  Die  Versuche 
finden  ihre  Zusammenfassung  in  J.  W.  von  Cawcrera  historisch-kritisch- 
konstruktiven Werke:  Apollonii  de  tactionibus  etc.  Gotha  (17'J5). 
2.  Die  Anwendung  der  auf  Monge  zurückgehenden  neueren  Geometrie, 
die  sich  allmählich  zur  Theorie  der  Kreis-  und  Kugel-Büschel  etc.  aus- 
wächst (Hachctte,  Gaultier,  Rei/e,  Lie).  3.  Die  Inversion  seit  Plüelrr 
(1834)  (^Finder,  Mübiiis,  Hurt,  Casci/,  lieye).  Alle  drei  Methoden 
kommen  im  Grunde  darauf  hinaus,  im  Gegensatz  zur  analytischen 
Methode  das  allgemeine  Prol)lem  auf  spezielle  Fälle  zurückzuführen, 
und  macheu  Gebrauch  vom  Schlußsatz  Euklid  111,  dem  Potenzsatz  und 
den  Eigenschaften  der  Radikalachse  {Ra,  Potenzlinie  Steiner's),  des 
Radikalzentrums  (i?)  und  der  AJinlichkeitspunkte  (inverse  Punktepaare, 
Potenzkreis)  und  Ahnlichkeitsachsen.  Wir  unterscheiden  a,  das  Apol- 
fow/sche  Problem  {A),  3  Kreise  der  Ebene  durch  4  zu  berühren,  das 
entsprechende  Pi-oblem  für  4  Kugeln  von  Fermat,  das  erweiterte  [A) 
von  Poncelet  imd  Steiner  (Kreis  der  3  Kreise  unter  gegebenen  Winkeln 
schneidet)  imd  das  diesem  entsprechende  —  für  4  Kugeln  von  Steiner. 

Historisches: 

J.  W.  von  Camerer,  Apollonii  de  tactionibus  etc.  ac  maxime  Lemmata 
Pappi  cum  Vietae  libro  Apoll,  reatit.  ^bei  üamerer,  innerer  Altnlidilieitspunkt). 

J.  Th.  AJirens,  ApolhniBchea  Problem,  Programm  Augsburg  (1832)  {Camerer). 

Th.  lUye,  Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsysteme  (18i)0) 
(Vorwort). 

E.  Schilke,  Programm  Hageuau  Nr.  420  (,18.s0_),  die  Lösungen  und  Erweite- 
rungen des  Apollonius  (sehr  brauchbar  für  die  Schule). 

Aug.  Poulain,  3.  Cougres  scientifique  international  des  Catholiques,  s.  Mathesiß 
16  (1895).    Suppl. 

In  für  die  Schule  bestimmten  Lehrbüchern  hat  das  Taktions- 
problem wohl  zuerst  in  Frankreich  Aufnahme  gefunden,  z.  B.  BobiUier, 
La  Fre'moire  (Catalan),  Mouche  et  Coniherousse,  dann  in  England,  z.  B. 
R.  Townsend,  chapters  of  modern  geometry  (1863),  J.  Casey,  A  sequel 
to  Euclid;  in  Deutschland.  Zuerst  in  Aufgabensammlungen  C.  F.  A. 
Jacobi  (van  Swinden  1834),  HoUchen  -  Gerwien,  dann  in  Lehrbüchern, 
Gallenkamp,  3Illinoicski,  Henrici-  Treutlein  und  ganz  neuestens  W. 
Pflieger,  Sammlung  Schubert. 

Simon,  Eleuieutarsreometrie.  7 
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Zunächst  kurz  I: 

Newton,  Arithmetica  universalis  1,  probl.  43 — 47.  Euler,  Fuß,  Camerer 
(algebraisch),  Cartesius  (koordLnatengeometrisch),  Carnot,  Geometrie  de  position 
1803  und  in  einem  eigenen  Mt-moire,  aber  ohne  wirkliche  Autlösung:  dazu  Gauß, 
Note  zu  Schumachers  Übersetzung  von  1810,  der  die  Rechnung  ebenso  verein- 
facht wie  seiner  Zeit  Newton  die  geometrischen  Konstruktionen  des  Somantis 
(Hyperbeln)  in  den  Principia  Lemma  16.  vielleicht  die  einfachste  Konstruktion 
des  ApoUon.  Problems. 

Das  Fermatache  Problem  der  Berühningskugel  von  vier  gegebenen,  das  von 
Fermat  auf  plane  Konstruktion  zurückgeführt  ist,  französisch  übersetzt  von  J. 
N.  P.  Hachette,  Journal  de  1' ecole  polytechnique ,  cah.  7  und  8  (1806)  ist  rech- 
nerisch zuerst  gelöst  von  S.  D.  Poisson,  Traite  de  la  societ«  philomatique  (3)  6 
(1812)  p.  141,  aber  schon  1808  von  P.  mitgeteilt;  Frangais,  Correspondance  snr 
l'ecole  polytechn.  2  (1810)  Jan.  p.  63;  geometrische  Konstruktion,  auf  Grund  der 
Rechnung,  vervollständigt.  Annales  etc.  de  Sismes,  J.  D.  Gergoniie  3  p.  158 — 61 
auf  Grund  der  Formeln  für  die  gegenseitige  Entfernung  von  4  Punkten  der 
Ebene  und  5  Punkten  im  Räume  von  Lagrange  und  Carnot;  vgl.  auch  Cor- 
respondance polytechn.  (Hachette)  2.  —  J.  Binet,  ecole  polytechn.  cah.  l7  (1815) 
p.  113.  Er  führt  als  Daten  die  Entfernungen  der  Zentren  und  die  Radien  der 
gegebenen  Kugeln  oder  Kreise  ein  und  als  Unbekannte  den  Radius  p  und  ge- 
langt mittels  der  zitierten  Formeln  von  Lagrange  und  Carnot  durch  die  lay- 
/orsche  Reihe  leicht  zum  Ausdruck  von  q  für  das  ApoUonhche  und  FermatBch.& 
Problem.  Er  bemerkt,  daß  die  8  bezw.  16  Radien  stets  reell  gleichgültig,  ob  die 
Berührungskreise  selbst  reell  oder  imaginär  sind.  Analytische  Geometrie  führt 
dann  ,7.  D.  Gergonne  zu  seiner  berühmten  Konstruktion,  erst  kurz  in  der  Turiner 
Akademie  2.  Mai  1814,  gedruckt  (1816^  p.  20  zweiter  Zählung  (am  Schluß  Er- 
weiterung auf  Ellipse  bezw.  homothetische  Ellipsoide»,  und  dann  in  wunderbarer  Klar- 
heit: Gergonne  7  (1817)  Recherche  du  cercle  etc.  Der  Grundgedanke  ist  seitdem  immer 
wieder  angewandt:  Statt  eines  Punktes  die  Ortskurven,  deren  Schnitt  der  Punkt 
ist,  zu  betrachten.  Vorher  hat  er  Gerg.  4  ^1S13)  p.  349  ebenso  den  Kreis  auf  der 
Kugel  konstruiert,  der  3  Kreise  auf  der  Kugel  berührt. 

Sehr  elegant  ist  auch  die  analjt.-geometr.  Lösung  Plückers  in  den  „Ent- 
wicklungen" von  1825  und  ders.  Gergonne  18  (1827)  p.  29. 

Übrigens  ist  für  das  ApoUon.  Problem  der  Radius  schon  von  Carnot.  Correlation 
Xr.  158  (1801)  durch  quadratische  Gleichungen  einfach  bestimmt  und  Xr.  159  schon 
der  Berührungspunkt  als  Ähnlichkeitspunkt  erkannt. 

II: 

J.  N.  P.  Hachette,  Memoire  sur  le  contact  des  spheres,  resnme  der  Vor- 
lesungen an  der  Ecole  polytechn.  correspond.  1,  Fructidor  1804  p.  17.  Er  be- 
handelt 7  Probleme;  Nr.  3  und  4  Kugeln  von  variablem  Radios,  welche  beständig 
3  feste  Kugeln  berühren.  Ort  der  Berührungspunkte  auf  jeder  festen  Kugel  ein 
Kreis,  Ort  der  Zentren  Kegelschnitt  (Hyperbel  i,  die  Ebenen  stehen  auf  der  Ahn- 
lichkeitsaehse  senkrecht.  Beide  Sätze  rühren  nach  der  von  Hachette  nicht  wider- 
sprochenen  Angabe  Dupin's  von  Dupuis  her  (Nr.  5  Dupinsche  ZykUde);  Nr.  li 
Kreis,  der  3  Kreise  berührt,  die  Konstruktion  ist  an  räumliche  Betrachtungen  ge- 
bunden; Nr.  7  Jerma/sches  Problem.  Schnitt  der  Ortskurven  für  AÜC  und  ABD. 
Hachette  nimmt    versehentlich   32  Berührungskugeln    an;    hervorzuheben  ist,   daß 
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Hach.  schon  vor  Gaultier,  runceltt  und  Steiner  die  Eigenschaft  der  inverscn 
Puüktepaare  benutzt.  Hach.  hat  die  beiden  Sätze  sub  3  und  4  in  cah.  17  analy- 
tisch bewiesen.  Er  hat  dann  das  Taktionsproblem  in  seinen  Supplements  de  la 
göometrie  descriptive  de  Moiuje  behandelt  und  Correspondauce  2.  Juli  1812  ]>.  iJS" 
die  beiden  Tafeln  erklärt  (hier  lü  Kugeln;. 

Ch.  Diipin,  Mi-nioire  sur  la  sphere  tangente  ä  trois  ou  quatre  autres,  Pisa 
Okt.  (1872),  schon  aus  I8U-i  (Correspond.  2  p.  420);  er  löst  auch  das  allgemeine 
Problem:  Ebene  Kui-ve  auf  einer  F-,  Tangente  an  3  gegebene  6"  auf  der  F^. 
Satz:  Die  3  Tangenten  an  die  3  Herülirungspunkte  auf  den  3  festen  Kugeln 
schneiden  sich  in  riiiim  Punkte,  und  der  Ort  dieser  Punkte  ist  eine  Gerade  senk- 
recht auf  der  Kbene  der  3  festen  Zeutra,  und  in  der  Ebene  der  Ortskurven  der 
Zentren  der  beweglichen  Kugel,  und  ähnliche  Sätze. 

Cliasles  führt  projektiv  das  allgemeine  Problem  auf  der  F^  auf  das  für  die 
Kugel  zurück:  Correspond.  3  (löl4)  p.  IG,  auf  der  Kugel  von  Hachettc  ibid.  22.  Mai 
1813  synthetisch  behandelt. 

Für  die  Methode  von  11,  1  ist  die  ganz  elementare  Lösung  Cauchy's  als 
Schüler  der  Ecöle  polytechn.  Correspond.  1  p.  193  hervorzuheben;  sie  führt  das 
Apollonische  Problem  auf  2  Kreise  und  eiuen  Punkt  zurück  rmd  diese  Aufgabe  auf 
die  Konstruktion  der  gemeinsamen  Tangente  au  2  Kreise,  sie  wird  von  Me)ition, 
Nouvell.  annal.  il  benutzt,  und  desgl.  Poncelet,  ibid.  2,  Jan.  1811  p.  271 
(Büschelsatz). 

Für  die  Methode  von  II,  2  ist  die  grundlegende  Arbeit:  L.  Gaultier  (de 
Tours)  cah.  16  du  Journal  de  l'ecole  polytechn.  13.  Juni  1812  p.  124 — 214:  Sur 
les  moyens  generaux  de  construire  graphiquement  un  cercle  determine  par  trois 
conditions  et  une  sphere  determ.  par  quatre  condit.  Noch  heute  für  Mittelschulen 
sehr  brauchbar,  hier  Radikalachse  und  -ebene  zweier  Kreise  oder  dreier  Kugeln, 
Poteüzkreis,  Kadikaizentrum  i^Potenzpunkt),  Potenzkreis,  Kreisschar,  Kugelbüschel, 
Konstruktion  für  Ebene  und  Raum. 

An  Gergoime  schließt  sich  /.  B.  Durrande  an;  Gerg.  5  und  6,  besonders 
wichtig  aber  Gerg.  11  p.  68  (Kreise,  Kugeln,  Zylinder,  Kegel  etc.),  {Pol  und 
Polare,  Radikalachse  und  -ebene,  Gertjunne^s  Lösung),  noch  vereinfacht:  Gery.  13, 
p.  l'J3  Ahonne,  vielleicht  E.  Bobillier,  dessen  Vereinfachung  der  Gergonnesehen 
Lösung  in  die  französischen  Lehrbücher  und  Ausgabensammlungeu  aus  seiner  Geo- 
metrie 1832  Eingang  gefunden  hat,  z.  B.  La  Fremoire  und  Catalan. 

J.  V.  Poncelet,  Gerg.  11  p.  317,  Apollonisches  und  Steinersches  Problem  (ge- 
meinsame Sehne  der  Kreise  im  Unendlichen)  schon  im  Memoii-e  presente  par 
Cauchy  ä  Tlnstitut  und  Traite  des  proprietes  projectives  (1822)  p.  38  dort  Schar; 
Lehre  von  den  Ahnlichkeitspunkten  erweitert  (inverse  Punktepaare);  das  Taktions- 
problem mit  der  Monge-Scrvoisschen  Lehre  von  Pol  und  Polare  verbunden,  Fläche 
zweiten  Grades  {F').  Poncelet  hat  das  Apoll,  und  Fennalsche  Problem  schon 
Correspond.  2  p.  277  elementar  behandelt  und  sehr  ausfühx-lich  und  ganz  elementar 
zu  Sarutuff'  (1813),  abgedruckt  in  der  2.  Aufl.  des  Traite  von  1862. 

G.  W.  A.  Vieth,  Dessau  (1820),  Leitfaden  zur  vollständigen  Wiederherstel- 
lung etc.  {Vietaj. 

W.  L.  Oiristmann,  Apollonius  Suevus,  Tübingen  (1821). 

J.  B.  Vurrande,  Gcryoniie  16  (182Ö!  p.  112.  Zwei  orthogonale  Kreise  O  und  C, 
die  Polare  von  P  auf  0  in  bezug  auf  C  geht  durch  den  diametralen  von  P, ,  Kugeln 
dito  (Satz  von  Monge).  Der  Orthogoualkreis  dreier  Kreise  oder  die  ürthogoual- 
Kugel    von   4  Kugeln   ist   der   Ort   der   Punkte   JP,   deren   Polaren    sich   in    einem 


IQO  n.   Spezielles. 

Punkte  S  schneiden,  und  ist  zugleich  Ort  von  S,  und  die  zusammengehörigen 
Schnittpunkte  sind  diametral;  ebendort  p.  378  Sarins  unmittelbar  durch  Hinein- 
gehen in  den  Raum  die  Existenz  der  Radikalachse  für  Kreis  und  Kugel. 

Heegmann,  (lS-'6}  Societe  de  Lille,  3  kleine  Kreise  auf  der  Kugel,  ^1  etc. 

Jahoh  Steiner,  Crellel  ilSäSip.  161  „Einige  geometrische  Beti-achtungen",  Ent- 
wicklung der  Lehre  von  der  Potenz  vne  den  Ähnlichkeitspunkten  und  -Achsen 
(Monge),  ganz  elementar:  vieles  schon  bei  Gaidtier,  der  nicht  ei-wähnt  wird,  so 
z.  B.  der  Potenzkreis  (französisch  reproduziert:  Gergonne  17  p.  285). 

Zu  Crelle  2  (1827)  p.  190,  Taktioneproblem  auf  der  Kugel,  vgl.  Cli.  Gndermmin 
8  (1832)  p.  160. 

Colecchi,  Sui  problemi  delle  tazioni,  Napoli  1836;  Versuch,  den  Gang  des 
ApuUonim  herzustellen. 

Satz  von  /.  L.  Rauhe,  Crelle  2  (1827)  p.  395. 

/.  Plücker,  Memoire  sur  les  contaets  et  sur  les  intersections  des  cercles, 
Gergonne  18  (1827)  p.  29  (analytische  Geometrie). 

Vallis,  Gerg.  19  (1829)  p.  262.  Zwei  Kreise  berühren  einen  Winkel  4  a  und 
sich  von  außen,  so  ist:  r/r' =  cot- (45  —  a). 

Ahonni,  Gerg.  19  p.  175;  dito  Gerg.  20  p.  84— 88,  Kugel,  die  auf  4  gegebenen 
Ebenen  Kieise  von  gegebenen  Radien  ausschneidet,  Kegel  so,  daß  die  4  umge- 
schriebenen Kegel,  welche  ihre  Spitzen  in  4  gegebenen  Punkten  haben,  gegebene 
ÖfFnungsivinkel  haben. 

J.  Tli.  Ahrens,  Apollonius  (1832),  Literatur  bis  1820;  Gerg.  nicht  erwähnt, 
die  Lösung  ist  die  von  Camerer. 

Jalcob  Steiner  (1833).  Die  geometr.  Konstruktionen  etc.,  besonders  Lehre  von 
der  Doppelverwandtschaft  der  Ähnlichkeitspunkte  (siehe  Inversion;. 

/.  Flacker,  Crelle  11  (1834)  p.  219;  vgl.  Inversion.  Erstmalige  Anicendung 
der  Inversion  auf  Taktion. 

C.  F.  Arndt,  G-runert  5  p.  113,  Ki-eisschar,  Kugelschar;  ganz  elementarer  Be- 
weis der  Sätze  bei  Steiner:  Crelle  1.  Arndt  beweist  mit  der  Lehre  von  der  Kreis- 
potenz die  Sätze  über  das  Schneiden  der  3  Höhen,  der  3  Medianen  und  der 
3  Winkelhalbierenden  etc.,  Pol  und  Polare,  hannonische  Teilung,  die  Arbeit  noch 
heute  für  Mittelschulen  sehr  brauchbar. 

C.  Th.  Anger,  (1839)  Danzig,  Betrachtungen  etc.;  ders.  ^1841)  Danzig. 

P.  Magrini,  Sui  contatti  dei  circoU  (1841)  Venedig  (zu  beachtender  Mathe- 
matiker). 

Aug.  Miquel,  Liouville  9  (1844)  p.  20,  1.  Memoire:  Wenn  sich  4  Kreise 
sukzessive  paarweise  auf  einem  Ki-eise  schneiden,  so  liegen  auch  die  4  symme- 
trischen Schnittpunkte  auf  eimm  Kreise.  Liouv.  10  p.  341.  2.  Memoire:  6  Kugeln, 
drei  und  drei  etc.,  auch  die  6  symmetrisch  auf  einer  Kugel.  Liouv.  11  p.  65, 
Kreisschar,  Taktion  von  Kreis  und  Kugel,  Steinersches  Problem,  St.  Problem  für 
Kugeln,  stereographische  Projektion. 

W.  Butherford,  The  mathematician  (1846),  noch  vor  Arndt  das  System  der 
3  Kreise  über  den  Seiten  eines  Dreiecks;  die  Radien  der  8  Berührungskreise 
äußerst  einfach  durch  die  4  Seiteuergänzungen  p,  p  —  a,  ■■  ■  und  die  4r.;  vgl. 
dazu  Deprez,  Mathesis  (2)  11  (1901)  p.  118;  (1902)  p.  64. 

Areas  Trebert,  Nouv.  annal.  3  (1844)  p.  101,  geschickte  Rechnung  für  Fermat- 
sches  Problem;  Gergonne a  Lösung  auf  die  Kugeln  übertragen. 

J.  A.  Serret,  Crelle  37  ^1848)  p.  51,  Fermatsches  Problem,  Konstruktion  sehr 
einfach. 
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,/.  Mcntion ,  Nouv.  annal.  11  p.  103;  BodeiimtllcrticheT  (nicht  Faure)  Satz  (s. 
Vioiscit)  1852;  ibid.  Garnier,  hübscher  Satz  über  Aliiilichkeitspunkte  p.  348;  ibid. 
p.  398  Jullien,  Büschelsatz  von  Pläckvr. 

M.  Chasles,  Geometrie  siiperieure  (1852,  2.  Aufl.  1880),  Kreisschar  sehr  aus- 
führlich. 

Ä.  ^lübius,  Longinietrie,  iniagiuSire  Kreise  (1852),  Werke  Bd.  2,  p.  18'.l. 

liurnlcy,  On  bisectant  axes  etc.  (1852),  London. 

A.  Mannheim,  s.  unten  Serret.  Ort  der  Zentren  der  Kreise,  welche  3  gege- 
bene unter  gleichen  Winkeln  schiu'iden,  sind  ■%  Gerade  durch  Uadikalzentruni. 

7''.  Kcr;  (hessischer  Hittmeistcr,  spiiter  Oberst),  Grün.  24  (1853)  p.  271,  Fall, 
in  dem  die  3  Zentren  auf  einer  (ieraden  (wo  Gerg.  versagt);  Grün.  26  p.  266,  spe- 
zielle Fälle;  ffr«)*.  28  (2  Kreise  berührt,  der  3.  rechtwinklig  schneidet  etc.);  Grün. 
35  (1860)  p.  121.     Kerz  ist  breit,  aber  elementar. 

Taktion  auf  der  Kugel  (Inversion,  bezw.  stereogi-aphische  Projektion)  Vannson, 
Nouvelles  annales  14  (18ö5). 

-/.  /.  Wilkinson,  Kreis  der  Tangentenverhältnisse,  8  Seiten  (1855),  Nouv. 
annal.  14  (1858)  p.  169. 

B.  Alvord,  Smithsonian  contributions  8  (1855);  ders.  American  Journal  of 
Mathematics  (Johns  Hopkins  University)  5  (1882)  p.  25. 

/.  C.  L.  Hcllaig,  Das  Apolhnischo  Problem,  Halle  (1856). 

Devaux,  Oxamendi,  Nouv.  annal.  15  (1856)  p.  226;  Sur  l'aire  du  A  forme 
par  les  tangentes  communes. 

A.  Bauer,  SchWmilch  13  (1860)  p.  160,  Anwendung  der  Determinanten  auf 
Taktion. 

A.  Kurz,  GriiH.  37  p.  346,  sehr  kurze  und  klare  Übersicht  über  das  Taktions- 
problem auf  3  Seiten. 

Coaklaij,  The  mathematician  monthly  {Bunde)  (1860)  p.  116,  analytisch, 
Apollonius,  auch  Fermat. 

A.  Hart,  Quarterly  Journal  4  (1861)  s.  Feuerbach. 

tTohn  Casey,  Quarterly  journ.  5  (1862)  p.  43,  p.  118,  Ou  coaxial  circles 
(Powcefefscher  Schließungssatz) ;  Triangulär  Systems  of  circles,  p.  318.  Eigenschaften 
der  8  Berührungskreise  (Grenzpunkte);  Gruppen  zu  4,  die  außer  den  3  gegebenen 
noch  von  einem  4.  berührt  werden;  Benutzung  der  Inversion.  Cayley  ibid.  p.  381 
(abgeleitet  aus  der  Gleichung  zwischen  den  6  Distanzen  von  4  Punkten). 

B.  Townsend,  Modem  geometry  1  (1863)  p.  235;  A,  B,  C  Zentren;  AB  etc. 
Radien,  Bedingung  für  Koaxialität;  AB^ :  AB  AC -\- etc.  ^1. 

P.  Serret,  Nouv.  annal.  22  (1863)  p.  95,  Sur  le  cercle  tangent  ä  trois;  4  Scharen 
isogonaler  Kreise,  jede  hat  eine  der  4  Ähnlichkeitsachsen  zur  gemeinsamen  Radikal- 
achse, das  Hauptresultat  schon  Nouv.  annal.  12  (1853)  p.  113  von  Mannheim. 

E.  Barbier,  Zurückführung  auf  ffaSÄf/irf/sches  Problem.  Nouv.  annal.  (2)  4 
(1865)  p.  313;  im  selben  Bande:    F.  Mathieu,  Taktion  mit  Dreieckskoordinaten. 

«7.  Casey,  Proceedings  of  the  Royal  Irish  society  (1866)  9.  April,  sehr  ele- 
gante Gleichung  für  Kreis  der  3  Kreise:  U=0;  F=0;  W=0;  berührt: 
yf  U-\-  Yg  V-\-yh  W=0;  darüber  Cayley,  Quarterly  journ.  8  p.  334. 

E.  Stephan,  Nouv.  annal.  (2)  5  (1866)  p.  321,  Konstruktion  der  Zentren  der 
Kreise  des  .4poHoHischen  Problems. 

Ch.  W.  31errifield,  Proceedings  of  the  London  mathem.  society  2  (1869)  p.  176 
zeigt,  daß  die  Radikalaehse  schon  den  Arabern  bekannt  gewesen. 

J.  Eilles,  Das  ^^;oMoHi'sche  Problem,  Programm  Straubing  (1869). 


102  n.   SpezieUes. 

A.  Aubanel,  Nouv.  annal.  (2)  9  p.  326,  Bndtkalkreis  i'entgegeno-esetzt  gleiche 
Potenz  ^  =  — p),  Satz  von  Fnure  über  p,  p.  371  SMiK-rscheii  Problem. 

'';.  ÄffnHer,  Clehscli  Annalen  4  (1871)  p.  185,  Kugel,  welche  4  Kugeln  unter 
gleichem  Winkel  schneidet  (16:  eine,  welche  alle  4  gleichartig);  id.  SchVhnikh  16 
p.  162,  Steüierscha  Kugeln,  sehr  l;iir:;  id.  Ornnert  hl  (1874'i  p.  1 — 62:  Zur  Geo- 
metrie des  Kreises  und  der  Kugeln,  sehr  elementar  und  sehr  für  die  Schule 
geeigmt. 

S.  Lie,  Clehscli  ö  il872i  S.  173:  über  Komplexe,  insbesondere  Linien-  und 
Kugelkomplexe.  Der  Komplex  der  Kugeln,  die  eine  feste  Kugel  unter  gegebenem 
Winkel  schneiden,  erscheint  als  Transformation  des  allgemeinen  Plüclcerschen  Kom- 
plexes. Dadurch,  daß  bei  Lie  der  Eadius  auch  in  der  ersten  Potenz  auftritt,  ist 
IJe  allgemeiner  als  Heye  (s.  unten),  und  es  tritt  neben  Inversion  auch  Parallel- 
transformation (Dilatation)  auf.  Die  i/csche  Arbeit  ist  zwar  an  sich  keineswegs 
elem.,  enthält  aber  (Hinweisung  von  F.  Klein)  einen  bedeutenden  elem.  Kern. 

/.  Griffiths,  London  mathem.  soc.  Proceed.  3  (1871)  p.  269,  Proc.  5,  p.  33  lana- 
l^-tisch),  Stetnersches  Problem,     id.  Quarterly  J,  11  (1871)  p.  366. 

H.  Schubert,  Schlömilch  14  (1869)  p.  506.  Eine  geometrische  Eigenschaft  der 
16  Kugeln,  welche  4  etc.  berühren;  metrische  Relationen  zwischen  den  Radien 
der  16. 

J.  G.  Darhoux,  Annales  scientifiques  de  l'ecole  normale  (2)  1  (1872)  p.  323, 
iSteuJcrsches  Problem. 

F.  X.  Stnll,  Clehscli  Annalen  6  (1873)  p.  613;  Analyse  der  verschiedenen 
Fälle,  sehr  genaue  L'nterscheidung:  ders.  Programm  (1874,  1875). 

i'.  JIa>isio)i ,  Nouv.  CoiTeapond.  (Catalan)  1  (1874).  Gegeben  Figur  /  und 
Punkt  Ä  und  C:  Figur  Fr-^f  etc.;  Kreis,  der  Kreis  berülirt  mid  durch  A  und  C 
geht,  mittels  Ähnlichkeit.  Ibid.  1  und  2  Laisaiit;  Ort  der  Punkte,  deren  Potenz- 
siimme   für  n  gegebene  Kreise  konstant,   ist  ein  Kreis.   Ibid.  3  (1876 1  E.  Duhois: 

Die  8  Kreise  in  4  Gruppen    1    «  ^ -)- -| — 1-;    «' [-|-  außen,  — innen]; 

2.   K  =  H ;    <■/  = 1-+;    3.   (J  = [-— ;    ß' ;    4.   y  = \-;    /;   lg   und 

(/"  und  orthogonaler  Kreis  i?  der  3  gegebenen  ABC  haben  dieselbe  Radikalachse; 
II.  Jede  Sekante  durch  Punkt  B  schneidet  die  8  Kreise  in  16  Punkten  einer  In- 
volution, deren  Zentrum  R  ist;  III.  4  Kreise  zweier  Gruppen  schneiden  sich  in 
12  Punkten,  von  denen  4  auf  Kreis  R  liegen,  die  anderen  paarweise  mit  R  in 
gerader  Linie;  IV.  Die  4  Kreise  von  2  Gruppen  sind  Tangenten  an  einen  Kreis 
{Casey  1862);  V.  Diese  6  Kreise  haben  R.  zum  orthogonalen  Kreis  (vgl.  aber 
Casey  (1862)  und  Hart  (1861)). 

0.  Lampe,  Programm  Ohlau  (1876'),  Das  Taktionsproblem. 

O.  Broeckerhoff,  Programm  Beuthen  (1870),  ApolloHisc)ies  Problem. 

V.  Lühmann,  Konstruktionen  etc.    Programm  Gartz  (1877). 

A.  Morel,  Bonrget  (1878)  p.  257;  orthogonaler  Kreis  als  Ort  der  Punkte  etc. 
(Satz  von  Burrande!),  BegriflF  des  Kreisabstandsverhältnisses,  Kreisschar,  danach 
Inversion. 

L.  3Iack,  Grunert  62  (1878)  p.  405,  Radikalachse,  Kreis  entgegengesetzt  gleichen 
Potenzen  (Radikalkreis). 

/.  Petersen,  Methoden  und  Theorien  (1879)  p.  101. 

Frz.  Mertens,  Analytische  Auflösung  des  ^po/toniSchen  Probl..  sehr  elegante 
Rechnung.     Schlömilch  21  (1874)  p.  443. 

Ed.   Lucas,    Messenger   8    (1879)    p.  38.      Die    Potenzen    eines    Punktes    fitr 
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5  Kreise  odur  (i  Kugeln  sind  durch  eine  liucarc  liümoij;ono  Gleichung  verbunden, 
in  der  die  Summe  der  Koeffizienten  0  ist. 

TIi,  Heye,  Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  analytibch  auch  in  Snliiioit, 
Conio  Sections  und  vielen  anderen  Werken  (1870),  Inversion,  ebenso  voll- 
ständig wie  elementar;  die  Geometrie  des  linearen  Kreis-  bezw.  Kugelkimiploxes 
(analytisch  M.  Simon,  Sammlung  Schubert  S  und  i»);  nirgotds  ist  das  Taktiuns- 
priMem  so  übersichtlich  im  Zusumincnhange  darycsteUt  wie  bei  Heye. 

E.  Lemoine,  Bourget  (187y);  2  Punkte  und  1  Gerade  ganz  elementar,  sogar 
olin(!  Ähnlichkeit;  Konstiniktion  läßt  sich  noch  vereinfachen,  so  daß  sie  beide 
Kreise  gibt. 

A'.  Laqiiierc,  Assoeiatiim  i'ran(,'aise  (1880)  führt  einfach  das  Steiitcracho  Pro- 
blem auf  das  Apolloitiachii  und  das  Stcinerst:he  Problem  für  die  Kugel  auf  das 
2'>)"j«otBche  zurück. 

K.  E.  Hoffmann,    Gruncrt  66   p.  246;    Taktionsproblcm    angewandt    auf  die 

3  Ankreise  eines  Dreiecks. 

/.  Casey,  A  sequel  to  Euclid  (1881)  p.  122  ömyo»»esche  Lösung  gilt  nur 
für  3  Punkte  oder  3  Gerade  nicht;  eigene  Lösung,  im  Grunde  die  von  Ncirton, 
aber  selbständig  gefunden. 

W.  Fiedler,  Zyklograpbie  (1882);  dem  Punkt  im  Räume  wird  in  der  Bild- 
ebene ein  bestimmter  Kreis  zugeordnet,  so  einfach  im  Grunde  die  Lösung  des 
Taktionsproblems  ist,  so  gehört  das  Werk  doch  in  die  darstellende  (icomctrie. 

O.  F.  Walker,  Messenger  (2)  12  (1882)  (2  Lösungen).  Wenn  eine  Kugel  3  be- 
rührt, so  besteht  der  Ort  der  Zentren  aus  8  Kegelschnitten  und  der  Ort  der  Be- 
rührungspunkte mit  einer  der  4  gegebenen  Kugeln  aus  4  kleinen  Ki'eise;  die 
Ebenen   aller  12  Kreise  schneiden  sich  in  der  Radikalachse,  Dupitis -Hacliette ! 

A.  3Iiiinowski,  Elementar -synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte.  1.  Ab- 
schnitt Leipzig  (1882).     (2.  wohlfeile  Ausgabe  18'J6.) 

E.  Laquiere,  Nouv.  annal.  (3)  2  (1883);  Determination  et  constnictiou  nou- 
velle  du  cercle  etc.  {Steinersahea  Problem ,  Steinerach&a  Kugelproblem) ;  sehr  ein- 
fache Konstruktion  der  8  Kreise,  und  16  Kugeln.  Gleichung  (nicht  elementar) 
der  8  Kreise  und  16  Kugeln;  p.  348  wesentliche  Vereinfachung;  Nouv.  annal.  (3) 
5  (1885)  kurz  die  Lösung  Gergonne'a  durch  Inversion. 

/.  Thomae,  SchKmilch  Zeitschr.  29  (1884)  p.  284:  Das  ebene  Kreissystem  und 
seine  Abbildung  auf  den  Raum  (Inversion).  Hoßfeld,  ebenda  p.  305,  8  Kreise, 
welche  4  Kreise  unter  einerlei  Winkel  schneiden,  bilden  in  Gemeinschaft  mit  den 

4  orthogonalen  Kreisen  zu  je  3  der  4  eine  Konfiguration  12^  16,. 

M.  Jenkins,  Edueat.  tim.  3'J  (1883)  p.  88  Nr.  7185;  Fe iierbachschet  Kreis  als 
besonderer  Fall  der  Taktion;  das  Zentrum  des  Feuerbach  ist  der  Punkt,  in  dem 
sich   die  3  Ki-eise  schneiden,  welche  2  Ankreise  +  und  einen  —  berühren. 

E.  Wiskocsil,  Das  Apolloniiche  Problem,  Programm  Iglau  1887. 

A.  Schiappa  Monteiro,  Teixeira  Journal  5  (1884),  Recherche  etc.;  der  Ort  des 
Zentnims  des  Kreises,  der  2  Kreise  unter  gegebenem  Winkel  schneidet.  Große  An- 
zahl wichtiger  Sätze  in  betreff  des  Systems  von  Kreisen  und  der  dadurch  be- 
stimmten Kugeln. 

R.  Lachlan,  Quarterly  Journal  21  (1885)  p.  1—59;  iSte(')(ecsches  Problem,  In- 
version; es  gibt  zwei  Kreise,  die  invers  in  bezug  auf  den  orthogonalen  Kreis  lUn 
the  properties  of  an  angle  formed  by  coplanar  circles);  id.  Messenger  16  (1887) 
p.  152.     On  poristie  Systems  of  circles. 
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A.  Caxßey,  3Iessi')iger  17  (18>i7)  p.  18;  System  of  equations  for  three  circles 
which  cut  each  otber  at  given  angles  {Steinerschea  Problem). 

B.  Niewenglonshi,  Anwendung  des  «S'feii'orischen  Satzes  ÜA-  ■  BC -\-  ■■  -\-  AB 
BC  •  CA  =  0    auf  den  Spezialfall  des   Apollomschen  Problems:    2   Punkte   und 

1  Kreis  Nouv.  Ann.  (3)  6  (1887  p.  173—175). 

L.  Giaiini,  Periodieo  matem.  4  (1889)  p.  8  u.  45;  elementarer  Beweis  der  wich- 
tigsten Eigenschaften  einer  Kreisschar. 

JS.  Vigarie,  Mathesis  9  (1889)  p.  106,  Kreisschar,  Ähnlichkeitspunkte. 

A.  Cayley,  Quart«rly  Journal  25  (1891)  p.  124;  Reproduktion  der  Lösungen  des 
jä^oZtojiischen  Problems  von  Newton  und  Cusey;  analytische  Berechnung  des 
Quadrats  der  Entfernungen  der  Zentren. 

F.  Hioux,  XouT.  annal.  (3)  10  (1891)  p.  399,  Inversion  (Gergonne  bewiesen). 
Maurice  Fouche,  ibid.  11  p.  227,  331  u.  404  gestützt  auf  die  Isogonalkreise. 

H.  üranz,  Das  Apolhnische.  Berührungsproblem  und  verwandte  Aufgaben 
(Malfatti)  Stuttgart  1891,  gutes  elementares  Sammelwerk. 

Hör.  Cox,  Quarterly  joum.  25  (1891)  p.  1  Application  of  Graßmann'a  Aus- 
dehnungslehre  to  proi^erties  of  circles. 

B.  Lachlfin,  Quart,  joum.  26  (1892)  p.  129;  On  coaxal  Systems  of  circles. 
A.  Larvior,  Caseysche  Bedingung  (s.  Inversion)  auf  das  Apoll.  Problem   an- 
gewandt.; Lond.  math.  soc.  Proc.  23  (1892)  p.  135. 

Ad.  Breuer,  Die  einfachste  Lösung  des  ^/)o/?o»!/8chen  Problems;  eine  An- 
wendung der  neuen  Theorie  der  Imaginären.     Erfurt  1892. 

A.Boiihän,  3.  Congres  scientifique  international  des  Cathoüques;  elementar, 
Stehiersches  Problem,  Literatur  (s.  Mathesis  15). 

A.  Droz-Farny ,  Bourget  (1895)  p.  242  hebt  hervor,  daß  die  meisten  Sätze 
über  die  Radikalachse  in  CJwsks'  geometrie  superieure  aus  dem  Satz  von  Cnsey 
(A  sequel  to  Euclid  6  p.  113)  folgen:  Die  Differenz  der  Quadrate  der  Tangenten 
von  einem  Punkt  an  zwei  Kreise  ist  gleich  dem  Rechteck  aus  den  Abständen  von 
der  Radikalachse  und  der  Zentrale.  Cliassiotis,  ibid.  p.  218,  p.  267;  Kreis,  der 
einem  Dreieck  konjugiert  ist,  ist  der  orthogonale  Kreis  der  3  Kreise  über  den 
Seiten  iZentrum  IT).  Sind  Jj,  •  •  ■,  .J^  4  Gerade  und  r^  konjugiert  zvi  ^»^^  ^4, 
so  sind  P,  bis  F^  orthogonal  zu  den  3  Kreisen  D^  D^  I)^  über  den  3  Diagonalen 
des  Vierseits;  ibid.  p.  225,  Satz  von  de  Longchamps. 

R.  Liuhlan,  On  Systems  of  circles  and  spheres.  Proc.  Roy.  Soc.  40  p.  242 
und  Phil.  Trans.  177  (1886)  p.  481—625. 

Zum  Radikalkreis  von  Duran-Lorign  vergl.  L.  Mnck  1878)  in  Gninert  62 
(s.  oben.) 

J.Duran-Loriga,  D  progreso  matem.  5  (1895)  p.  70;  Radikalkreis  {])  =^ — p) 
.  4e«  =  2(iJ--j- J?-)- (Z*;  Bourget  (1896);  Mathesis  16  p.  105;  vgL  G.  de  Long- 
champs, Journal  de  mathematiques  speciales  (1886)  p.  371.  Duran-Loriga  (1897), 
Bourget,  Beweis,  daß  der  Kreis  von  Longchamps  die  Potentialkreise  (um  die  Mitte 
der  Seiten  mit  den  Medianeni  orthogonal  schneidet  p.  29,  p.  60  icercle  radical.  d.  h. 
der  mit  einem  gegebenem  Kreis  einen  gegebenen  zum  Radikalkreis  hat)  p.  82;  An- 
wendung auf  die  Dreiecksgeometrie;  id.  Bivistadi  Peano  6  (1895)  p.  173,  Sobre 
los  eircolos  radicales;  id.  Grunert  (2)  15  (1896)  p.  17;  Mathesis  (2)  6  (1896)  p.  105; 
Teixeira  J.  13  (1896)  p.  33  usw. 

B.  F.  Muirhead,  Edinburgh  mathemat.  society  Proceedings  14  (1896)  p.  135: 
On  the  number  and  nature  of  the  Solutions  of  the  Apollonian  contact  problem. 
Ein  sehr  einfaches  Verfahren  zur  Lösung;  Klassifikation  der  Fälle  des  Apolloniu^. 
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K.  Traub,  Bereclmmig  ilcr  liiulien,  Lahr  1896. 

W.  lidiiohimci,  Versuch  einer  cleinentar-theorot-iBclicn  I'iitersurhinig  tlrr  Re- 
ri'ihrung  von   Kugeln,  ruesiBcli   I«95. 

./.  .S()/)((//,V(,  Wiener  Monataliefte  7  (^IH'jrji  p.  .'i47,  Kreise  glcielierTanfjontenUinge. 

W.  Mcl<\  Orr,  Cambrid},'e  l'roceedings  (1897);  Tlieory  on  llie  contacl  of  spiieres, 
9  Sätze  sind  nicht  neu,  aber  sehr  einfach  bewiesen. 

E.  Study,  Sitzber.  der  Ges.  für  Naturk.  in  Bonn  1  p.  8,  Clehsch  Annalen 
49  (1897)  p.  497 — 542;  das  ApoVoiiiaclae^  Problem,  Invarianten-  und  (Iruiipentheorie, 
geometrisch  durch  Inversion. 

A.  llenschcl ,  Progr.  721  (1899)  Weimar,  Untersvichung  über  Berührungs- 
kugeln. 

E.  RoHchc,  Traite,  ^poWoKJSches  Problem  nach  Pouche  und  Stci nemchea 
Problem  nach  Tani/  (1900). 

/.  Gallucci,  Nouv.  annal.  (1900)  p.  115.  Duporcq  p.  193  (concours  de  1899); 
A.  Maßfeiler,  Progr.  ^lontabaur  (1^01),  Arch.  der  Math.  u.  Phys.  (3)  3.  (1902) 
p.  189.  Eine  einfache  Lösung  des  Apollon.  Problems  (beliebiger  Hilfskreis  statt 
des  Gerf/OHMfschen  Orthogonalkreises);  vgl.  auch  Feuerbach,  MaJfatti,  Iiirersion, 
Kreis. 

12.  Schließungsproblem  (inkl.  Castillon).  a)  Castilloil.  Zeichen 
für  Castilloiisches  I'rohhni  füi-  Kegelsebnitte  (',. 

Zeichen  für  Ottojanoscheii  Problem  für  Kegelschnitte   Og. 

Das  Castülonsciie  Problem  ist  die  Aufgabe,  ein  Dreieck  (dual. 
Dreiseit)  zu  konstruieren,  dessen  Seiten  (Ecken)  durch  feste  Punkte 
(auf  festen  Geraden)  gehen  und  das  einem  gegebenen  Kreise  ein-  (um-) 
geschrieben  ist. 

Das  Ottojatiosche  Problem  ist  die  Verallgemeinerung  des  Castillon- 
sehen  auf  beliebiges  H-Eck  (-Seit). 

Die  Polarentheorie  und  projektive  Geometrie  ersetzen  den  Kreis 
durch  einen  beliebigen  Kegelschnitt,  und  so  ergeben  sich  das  Co  und  Og. 
Im  speziellen  Fall,  wo  die  3  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  ist  C„  von 
Pappus,  Collectaneen  Buch  7,  Problem  117  gelöst  durch  Zurückführung 
(Problem  107)  auf  den  Fall,  wo  ein  Punkt  im  Unendlichen  (wie  im 
Catalaits  Theoremes  et  problemes).  G.  F.  Castillon,  der  sich  seit  1742 
infolge  einer  Aufforderung  Gramer' b  mit  dem  Gast.  Probl.  beschäftigte, 
veröffentlichte  seine  elementargeometrische  Lösung  in  den  Memoires 
de  Berlin  (1776)  p.  265,  wo  dann  Lagraiiffc  p.  284  sofort  die  Lösung 
durch  Rechnung  gab.  Euler  übertrug  das  Problem  auf  die  Kugel, 
nachdem  er  es,  gestützt  auf  eine  hübsche  Erweiterung  des  Potenzsatzes, 
ganz  elementar  bewiesen,  Acta  Petropol.  (1780)  p.  91;  ebendort  Fi(ß 
p.  97  erst  Fall  Paj)pus  und  dann  das  Gastill  ansehe,  ebenfalls  elementar, 
und  Lexell  gab  für  die  Lagrangesche,  Lösung  die  Konstruktion  und 
leitete  auch  die  Gastillonsche  ab. 

Anknüpfend  an  Pappus  gab  Ottojano,  damals  wenig  über  16  Jahre, 


10(j  U-  Spezielles. 

in  den  Memorie  di  fisica  e  di  matematica  della  societe  italiana,  Modena 
(nicht  Verona)  seine  Lösung  des  Ottojam ßscben  Problems.  Im  selben 
Bande  unabhängig  von  ihm  Malfatfi  die  seinige,  er  nennt  die  von 
Ottojinio,  „una  soluzione  breve  e  ingegnosa",  und  L'NniJier,  der  eine 
eigene  analytische  Lösung  des  Ottojanoschen  Problems  im  eigenen 
Memoire  vom  23.  April  1705  gegeben,  druckte  in  den  Elömeuts  d'analyse 
geometrique  etc.  1809  die  Lösungen  von  Ottojano  und  Jlalfutli  ab. 
Carnot,  Geometrie  de  position  1803  p.  883  analytisch  {Lagranffn)  nicht 
durchgeführt,  aber  die  Geschichte. 

Literatur  ferner  bei  Terquem,  Nouv.  annal.  3   und 

Mar  Hräckiier ,  Das  Offo/roiosche  Problem,  Programm  Zwickau  1892,  wo 
tlie  wichtigsten  Lösungen  reproduziert  sind,  und  loncclet,  Traite  il8'2-2i  §  557 
und  §  5;    einiges  auch  bei  Cliaslef:,  Apercju,  Note  11. 

eil.  J.  Brianchoii  gibt  Journal  de  IVcole  polytechn.  (181Ü)  cah.  10,  J.  i  das 
(Htoj.  Problem  und  Oj  mittels  eines  allgemeinen  Satzes,  der  zu  den  sogenannten 
Foncdetsch^n  Schließungssätzen  gehört,  hier  kommt  das  Wort  pole  vor,  aber  nicht 
in  der  heutigen  Bedeutung. 

J.  I>.  Geryonne  stellt  Annales  1  'I8IO1  p.  17  das  duale  Castill.  Problem  zur 
Frage,  in  der  Note  gleich  das  Ottoj.  Problem,  worauf  Encontre  p.  122  mit  Pol 
und  Polare  (die  nicht  genannt  werden)  das  Ottnj.  Problem  löst  und  gleich  be- 
merkt, daß  damit  auch  0,  gelöst  ist.  Gergomie  gibt  dann  p.  12ti  eine  elegante 
I  Lineal- iKonstruktion  des  dualen  Cast.  Problems  und  fordert  zum  Beweis  auf 
p.  337  [nicht  337 B)  gibt  dann  Servois  die  Lösung  des  C^  mit  der  Polaren- 
theorie (hier  zum  erstenmal:  Fol)  und  Rochtit  p.  342  dieselbe  Lösung  (mit  dem 
Lineal). 

Gergcmnc  gibt  dann :  Gerg.  7  p.  325,  um  die  Überlegenheit  seiner  analytischen 
Lineal-)  Methode  ivgl.  Taktionsproblemi  über  die  synthetische  zu  zeigen,  seine 
Lösung;  ihm  erwidert  Po)icdet  Gerg.  8  p.  146  mit  den  Reflexions  und  gibt  zwei 
Lösungen  des  Oj  (in  der  ersten,  indirekten  ein  störender  Druckfehler;,  die  zweite 
ganz  besonders  einfach;  dann  den  Spezialfall,  den  schon  Brianchon  erledigt 
hatte,  in  dem  die  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  wo  Encontre  und  Serrois  ver- 
sagen: hier  auf  p.  151  für  den  Fall  geradzahliger  Polygone  der  erste  Schließungs- 
satz. Er  gibt  auch  den  fundamentalen  Satz  an:  Wenn  sich  ein  Polygon  in  einer 
Kurve  zweiten  tirades  feiner  (7°)  so  bewegt,  daß  die  Seiten  bis  auf  eine  durch  feste 
Punkte  gehen,  so  umhüllt  diese  Seite  eine  C ',  welche  die  C'  in  zwei  Punkten 
berührt. 

Das  ist  die  Hauptarbeit  Poiicelefs  über  das  Ottoj.  Probl.  und  nicht 
der  Traite  §  557 — 564,  wo  sie  im  wesentlichen  reproduziert  ist. 

Ad.  Leehevain,  Correspondance  Quctelet  1  (1825)  Question  p.  357,  Lösung  12) 
65  (1826). 

Tii.  Claiisen,  Crelle  4  (1829)  p.  391;  zwei  Dreiecke,  ein  Kreis,  das  eine  um-, 
das  andere  eingeschrieben,  so  daß  die  Seiten  des  inneren  durch  die  Ecken  des 
äußeren  gehen;  wenn  das  eine  gegeben  ist,  das  andere  zu  finden.  Trigonometrisch, 
auf  beliebiges  Polygon  verallgemeinert  von  Möbius,  Grelle  5  (1830)  p.  102  mit 
baryzentrischem  Kalkül. 


12.   SrlilicßiiMKsiir.il.lcin  (incl.  Oastillon).  107 

Mittels  l/ineals  >md  festen  Kreises  mit  gegebenem  Mittelpunkt,  Steiner  geome- 
triache  Konstruktionen  18.'i3,  Anhang,  Aufgabe  20  und  21,  die  beiden  Dualen  0„. 

Trinii ,  Nouv.  annal.  ü  (ISiai  p.  KU ,  elegante,  elementare  Lösung  durch 
Ziinirkfiilirung  auf  S])e/.iairall  von  Papjnis  (in  Ciitiildn's  Th('oremes  reproduziert), 
<la7.u  Note  von   Terqiicm. 

Äubertin,  Crellc  45  (18r)3i  p.  246  mit  eigentümlichen,  nicht  unpraktischen 
Koordinaten  das  C... 

A.  Cnißvii,   Quarterly  journ.  3  (185'l)  p.  57    reproduziert  ('limscn  und    Möbnis. 

M.  (iitritiiier,  ibi  7  (IHOßt  p.  146,  (K.  idem  hoiid.  Math.  Soe.  Proc.  2  (1«68) 
p.  «H. 

S.  A.  lienshaw,  London  mathem.  eociety  proceedings  7  (1870)  p.  239,  der  als 
sehr  einfache  Lösung  für  das  Ottoj.  Probl.  im  Kreise  die  von  Sirnic  von  hivcrp(ii)l 
erwähnt,  welche  er  auf  Castül.  Problem  erweitert. 

G.  Affolter,  l^rogramui  Solothurn   1870,   Beitrüge  zur  Geometrie  der  Vielecke 

F.  P.  PoiirclKiroux,  Nouv.  annal.  (2)  9  (187Ü)  p.  423,  Kreis  und  zwei  Punkte 
gleichschenkliges  Dreieck,  dessen  Schenkel  je  durch  einen  der  Punkte  gehen,  zu- 
rückgeführt auf  die  Aufgabe:  Gegeben  Kreis  und  zwei  Gerade,  Tangente  zu  ziehen, 
welche  zwischen  den  Geraden  halbiert  wird,  welche  Aufgabe  A.  Morel,  ibid.  (2)  8 
p.  232  gelöst  hat  (Hyperbel),  und  E.  Lemoinc;  ibid.  (1894)  p.  215.  M.  Aiiric, 
Billard  circulaire. 

Ponceht'a  Lösungen  mit  Abänderungen:  Sammlung  Schubert  8  (1899)  p,  164. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene.  (Schnitt  einer  Geraden  und  eines  durch  fünf 
Punkte  bestimmten  Kegelschnittes.) 

Lösung  mit  Aquipollenzen  von  Beziat,  Nouv.  annal.  (2)  9  (1870)  p.  129  und 
mit  Inversion  Petersen,  Methoden  und  Theorien,  deut.sch  1879,  Aufgabe  200 
und  201. 

Kducational  times  61  (1894)  p.  530;  zwei  Seiten  des  eingeschriebenen  Dreiecks 
durch  feste  Punkte  und  das  Dreieck  Maximum  oder  Minimum,  E.  Lanqie  (Be- 
rührungskreise durch  P  und  Q). 

Vcrivandte  Aufgahen : 

Einem  gegebenen  Dreieck  ein  gegebenes  Dreieck  um-  und  einzuschreiben; 
Gergonne  2  p.  22 — 32,  Vecten,  Roehat,  Fauquier;  dieselben:  p.  88  —  94.  Einem 
Dreieck  das  größte  Dreieck  von  gegebener  Art  um-,  bezw.  das  kleinste  einzu- 
schreiben.    (L'Huilier,  Elements   1809.) 

J.  Steiner,  geom.  Konstrukt.  p.  67.  Wenn  zwei  Dreiecke  gegeben  sind,  ein 
drittes  zu  finden,  das  dem  ersten  um-  und  dem  zweiten  eingeschrieben  ist. 

G.  Tarry,  Nouv.  annal.  (i)  10  (1891)  p.  5.  In  eine  gegebene  Kugel  ein 
geradlinigen  Polygon  einzusehreiben,  so  daß  jede  S'-ite  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht;  (3i   11  p.  257  mit  Aquipollenz  gelöst. 

L.Schlegel.  Zeuthen  Tidsskrift  (3)  0  (1876)  p.  82,  das  größte  gleichschenklige 
Dreieck,  dessen  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen,  elementar. 

Quadrat  in  ein  Viereck:  Frz.  Seydemitz,  trigonometrisch  und  projektiv: 
Grunert  6  (1845)  ji.  178;  Clauaen,  sehr  elegant,  elementar,  Grunert  15  p.  238,  cf, 
Hauch  bei  Trigonometrie;  D.  Gh.  L.  Lehmus,  Grelle  34  p.  280,  Konstruktion  durch 
Rechnung:  Grelle  45  p.  246. 

Davis  wie  Haiiek,  Educational  times  60  p.  49   11  979  (1894). 

Verallgemeinerungen,  wo  der  Kegelschnitt  durch  ein  Polygon  ersetzt  ist, 
besonders  bei  Poneelet  in  den  den  zitierten  vorangehenden  Paragraphen. 
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Ottojaiwschea  Problem  auf  der  Kugel,  das  schon  Etiler  auf  planes  zurück- 
geführt hatte,  einfacher  von  ./.  B.  Durrande,  Gergonne  8  p.  162,  das  0^  ist  dann 
von  Poncelet  iui  Tratte  projektiv  gelöst. 

(7os/*7/0Ksches  Prohleni  im  Kaum:  Sir  W.  Hamilton,  Irish  academy  (1849) 
(Quaternionen). 

B.  Townsent],  London  mathem.  society  proceed.  2  (1867)  p.  21,  Geradlinige 
Flächen  zweiten  Grades  (Oj). 

M.  Cfardiner,  Quarterly  journ.  7  (1866)  p.  284  auf  F-,  nachdem  er  ibid. 
p.  146  das  Ottojanoscho  Problem  auf  Kegelschnitten  liehiiudelt  liat,  auch  Pascal 
(analytisch). 

1».  Schließiingsproblem. 

Obgleich  schon  Juiler  uiul  Faß  die  Relation  für  das  ein-  und  um- 
geschriebene Dreieck  und  Viereck  gegeben  haben,  so  ist  doch  die 
eigentliche  Reihe  der  Sätze  im  Anschluß  an  das  Castillonsche  Problem 
von  Poucdd,  Traite  §  565  gegeben,  den  der  Spezialfall,  in  dem  die 
Punkte  in  gerader  Linie  und  die  Seitenzahl  gerade,  darauf  hinführte; 
der  Zusammenhang  mit  den  elliptischen  Funktionen  ist  bekannt,  doch 
gehört  es  zum  Teil,  wenigstens  für  den  Kreis,  in  die  Elementar- 
geometrie. 

J.  B.  Diirrande,  Gergonne  17  p.  29. 

J.  Qtiidde,  Grimert  23  p.  130  Kreisbüschel,  ganz  elementar. 

(Stuttgart)  Planck,  Grimert  19  (1852)  p.  73,  elementar,  auf  den  Pascal  ge- 
stützt, den  er  18  p.  335  bewiesen  hat. 

Schließungsproblem  elementar  bewiesen  von  Casey  und  Hart,  Quarterly 
Journal  (1857  und  1858). 

W.  H.  Besant,  Quarterly  Journal  13  (1874)  p.  276,  Schließungsproblem  für 
Dreieck,  ganz  kurz. 

A.  Milinowshi,  Schliimilch  23  (1878)  p.  139;  sehr  einfache  Ableitung  der  Be- 
dingung füre  Viereck,  e'=  (r  -f  p  -|-  d){r  -\-  q  —  d)  .  .  .  bezw.  q*  =  —  ./',  wo  J  das 
Dreieck  aus  r,  e,  d. 

B.  Townsend,  Educational  Times  27  (1S77)  p.  71.  Bedingung  fürs  Sechseck: 
Wenn  B  großer  und  r  kleiner  Radius,   so,  weuu  cos~   .<■  =  arc  cos  x  ist, 

r  r 

-|-cos  sin"' 


M.  Weill,  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  ä  la  fois  ä  deux  cercles. 
Liouville  (3)  4  (1878)  p.  265—304.  1.  Satz:  Im  Fall  einer  Schließung  ist  das 
Zentrum  der  mittleren  Entfernung  der  Berühningspunkte  ein  fester  Punkt;  der 
Ort  der  Schwerpunkte  von  n  —  r  dieser  Punkte  ist  ein  Kreis  [G.  N.  Halphen,  mit 
elliptischen  Funktionen:  Liouville  (3)  5  (1879)  p.  285). 

M.  Weill,  Nouv.  annal.  (2)  19  (18801  p.  57;  2.  Satz:  Wenn  ein  konvexes 
Polygon  sich  bewegt,  indem  es  denselben  beiden  Kreisen  ein-  und  umgeschrieben 
bleibt,  so  bleibt  seine  Fläche  proportional  der  des  Polygons,  welches  zu  Ecken 
die  Berührungspunkte  mit  dem  inneren  Kreise  hat,  wovon  der  Feuerbachsche  Satz: 
Das  Dreieck  ist  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Dreieck  der  Zentren  der 
Ankreise     und    dem    der    Berührungspunkte,    spezieller   Fall    ist.      In  der  Arbeit 
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WeiU's,  Lioiiv.  (3)  4  (1878)  p.  265  ist  das  Schlicßungöproblem  im  Kreis  cigeiitlich 
völlig  gelöst. 

N.  Trudi,  Rendiconto  del  reale  Accadcm.  di  Napoli.  (1882);  Sätze  Weül's 
und  Halphen's  aus  Liourilte  4  und  5  abgeleitet  durch  elementare  Betrachtungen 
über  die  Feucrbnchachen  Kreise. 

C.  Intrigilu,  ISattaglini  21  (1883)  p.  323;  Sui  poligoni  iscritti  e  circosciitti 
contemporaneamente  a  due  circonferenze. 

J.  Junker,  Geometrische  Untersuchungen  über  bizentrische  Vierecke  (Tau- 
genten in  den  Enden  zweier  senkrechter  Sehneu);  Programm  Krefeld  (1892). 

H.  Verriere,  Ciairin,  Bourgel  (1893)  p.  79;  Schließungsproblem  unabhängig 
von  der  Eulersiihm  Relation,  ganz  elementar  fürs  Dreieck. 

Historisch: 

Gino  Loria,  I  poligoni  di  Poncelet,  Torino  (1889),  Zusatz  Bibliotheca  mathe- 
matica  (1889). 

Hierzu  X.  Stoll,  Schlömilch  29  (1884)  p.  91,  Über  sphärische  Vielecke,  die 
einem  Kreis  ein-  und  einem  anderen  Kreis  umgeschrieben  sind ,  elementar  (tri- 
gonometrisch). Die  Sätze,  welche  Jacohi  (bezw.  Poxcelet)  für  die  Ebene  bewiesen 
hat,  soweit  sie  auf  der  Kugel  gelten. 

Nebeil  dem  PowceZe^schen  kommt  das  von  Steiner  erweiterte  Kreis- 
ringproblem des  Faj>pus,  Collectaneen  6,  12 — 17  in  Betracbt. 

/.  Steiner,  Crelle  1  p.  252,  p.  272;  Kreisringreihen;  Gergunne  19  p.  252, 
Valles,  Kreis-  bezw.  Kugelreihen. 

Faul  Serret,  Nouv.  annal.  (2)  1  (1862)  p.  184  für  Kreise. 

H.  M.  Taylor,  Messenger  7  (1878);  Ring  of  circles  touohing  two  circles;  In- 
version aus  zwei  konzentrischen  Kieisen,  und  W.  11'.  Taylor,  ibid.  p.  167  Ver- 
allgemeinerung. 

E.  B.  Seitz,  Analist  5  (1878)  p.  45,  auf  der  Kugel. 

K.  Schicering,  Schlömilch  24  (1879)  p.  895;  Neues  elementares  Schließungs- 
problem: zwei  feste  Kreise  und  zwei  Strahlen. 

J.  Larmor,  3Iessenger  13  i^l884)  p.  61,  durch  Inversion  Kreisring  auf  gewöhn- 
liches PoHce/eisches  Schließungsproblem  zurückgeführt,  aber  schon:  Nouv  annal. 
(2)  1  (1862)  p.  184  Paul  Serret  (auf  Kugeln  dito). 

B.  Lachlaii,  3Iessenger  16  (1887),  Verallgemeinerung  der  Steinerschen  Auf- 
gabe. (Determinanten;  Einführung  des  imaginären  Winkels  der  beiden  sich  nicht 
schneidenden  Kreise.) 

Ad.  Schiauann,  Die  iS(<'(H(Yschen  Kreisreihen  und  ihre  Beziehung  zum  Pon- 
celetachen  Schließuugsproblem.     Programm  Berlin  1883. 

Ih.  Vuhlen,  Schlömilch  41  (1897)  p.  153;  Über  Steinereche  Kugelketten. 

C.  Flächeninhalt. 

13.  Pythagoras.  Der  ,,Magister  Matheseos",  nocli  beute  für 
den  Schulunterricht  der  bei  weitem  wichtigste  Satz  der  Elementar- 
geometrie, muß  nach  dem  neuesten  Stand  der  Forschung  dem  Fijtha- 
fforas  ab-  und  den  Indern  zugesprochen  werden.  Es  kommen  in  Be- 
tracht G.  Thihaut,  Journal  of  the  Asiatic  society  of  Bengal  44  (1874); 
V.  Schroeder,   Fytliagoras   und   die  Inder  (1884);   ders.  Indiens   Literatur 
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und  Kultur  und  vor  allem  Alhoi  Bürk,  Das  Apastamba-Sulba-Sütra,  Zeit- 
schrift der  Deutschen  Morgenländischen  Gesellschaft  (1900j  p.  543. 
Die  sanze  Darstellung  CanturH  von  der  indischen  Geometrie  wird  da- 
durch  umgeworfen.  Bei  der  außerordentlichen  Bedeutung,  die  das 
Opfer  und  der  Altar  für  den  Kultus  hatte,  mußten  die  Inder  die  Altäre 
genau  rechtwinklig  herstellen.  Die  Sulba-Sstra  kennen  eine  Reihe  ganz- 
zahliger  rechtwinkliger  Dreiecke  {Pythiujoras),  von  denen  zwei  nicht 
auf  der  Formel  des  Vythagoras  2  a,  a^  —  1,  er  +  1  beruhen,  die  Inder  mußten 
bei  gewissen  Zeremonien  Quadrate  konstruieren,  die  sieh  wie  1:3  und 
1  : 2  verhalten,  also  den  Satz  des  PytlnKjaraa  imd  die  Irrationalität  kennen; 
sie  mußten  dann  die  Grundfläche  ihrer  Altäre  bei  wechselnder  Gestalt  die 
gleiche  Fläche  haben  lassen,  mußten  lirclifecle  in  Quadrate  verwandeln  etc. 
Entscheidend  ist  das  Auftreten  des  Gnomon  (Erklärung  s.  Cantor)  als 
Figur,  und  der  Beweis  Bhascaras  beruht  auf  alter  Tradition.  Das 
Resultat  ist:  Den  Indern  mußte  der  Bißluigoras  spätestens  im  8.  Jalir- 
liniulcii  r.  Chr.  Jjehttint  sein,  und  das  Abhängigkeitsverhältnis  zwischen 
Indern  imd  Griechen  ist  umzukehren.  B.  Batdi'a  Leben  des  l'yth.  von 
E.  Ndnhicci,  Bulletino  Boncompagni  20  (1887)  herausgegeben,  ist  danach 
zu  l)erichtigen.  Freilich  kannten  die  Ägypter  den  Pythagonts  schon 
im    mittleren    Reiche   und  die  Babylonier  vermutlich  noch  früher. 


GescJdchte  und  Zusmnmenfassumj. 

lyn.  Hofj'mau)! ,  Der  Ftjih.  Lehrsatz  mit  32  teils  bekannten,  teils  neuen 
Beweisen,   Mainz  1818  2.  Aufl.  (1821)  (1821  noch  3  Beweise  als  Anhang). 

Bichardson,  The  mathematician  mouthly  {Eidich',  Cambridge,  Amerika)  2 
(lS6Uj  p.  45;  48  Beweise. 

J'.  A.  Meyer,  Beiträge  zu  dem  Beweis  des  Pyth.,  Programm  Metten  1877. 

Lfop.  vun  Schröder,  Pyth.  und  die  Inder,  Leipzig  (1884'i. 

F.  Graup,  46  Beweise  des  Pijth.,  Leipzig  11^80),  aus  dem  Russischen  des 
Juni   Wip2)er  übersetzt.     Viele  Beweise  schon  bei   TJiusix  1594  iNasir-Eddin'i. 

Murre,  Bullet.  Boiwomp.  20  (1887)  p.  404,  indischer  Beweis  durch  t^iäohen- 
teilung. 

G.  Tarry,  Bouryet  (1895)  p    104,  sehr  richtige  Einteilung  der  Beweise. 

A.  Bürk  L  c.  versucht  nachzuweisen,  wie  der  Satz  gefunden,  desgl.  llühuut. 
P.  Treutlein's  hübscher  Versuch,  dem  Ideengang  der  Griechen  zu  folgen,  wird 
dadurch  nicht  hinfallig,  nur  statt  Griechen  lese  man  Inder:  Sddömdch  28  (1SS3) 
p.  2uy.  Die  sehr  zahlreichen  Beweise  zerfallen  in  4  Klassen,  Euklid  1,  47  (Flächen- 
vergleichung).  Euklid  6,8  Ähnlichkeit,  indische  durch  Anschauung  und  Rechnung; 
direkte  Zerlegung  in  kongruente  Stücke  wie  bei  de  Morgan  oder  besser  bei 
Greijurius  a  St.  Viiicentio  prop.  45  (1647)  (gelegentlich  auch  Subtraktionl.  Es  braucht 
kaum  noch  gesagt  zu  werden,  daß  die  Beweise  sich  häufig  wiederholen. 

Ganz  eigenartig  ist  der  Beweis  B.  Bolzands  in  den  ,,Betrachtungen" 
von   1804. 
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Beweis,  daß  die  Ililfslinicii  Kiddiil  1,  47  sicli  im  kcIIioi  l'iinkt 
schneidt'ii : 

./.  llitmilt,  l'hilosonhical  iiiaga/.ine  62  (1823)  p.  236  Sept.  gibt  den  (alten) 
Satz  an,  den  deryonne,  (ieryonne  14  p  334  mittels  CVüa,  beweist,  p.  374  von  li.  1).  C 
als  3  Höhen  desselben  Dreiecks;  dors.  Beweis  Gruiiert  i  p.  112,  (jrunirt  „nach 
Mitteilung";  (fcryoiiiie  und  (^uin-ret,  Oergoiiiie  15  p.  84  Verallgemeinerung  s.  aiich 
.1.  Göpel  über  Teilung  von  Vierecken:  Grunert  4  p.  237.  Aus  der  von  Max  Ciirtze 
gefundenen  lateinischen  Übersetzung  des  ,'1»-J\^aiW2!'-Kommentars  erfahren  wir, 
daß  schon  Hevon  den  Satz  yekaMit  htit  (Supplem.  zu  Heihcry  und  Me)iyc's  Euklid 
1899). 

Pi/tlia(joras,  der  „schöne"  Beweis  vou  E.  liiddk;  A  Treatise  on 
iiavigation  etc.  (1849)  5.  Äuti.  iu  allgemeiner  Fassung:  Errichtet  mau 
über  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  beliebige  Parallelogramme,  bringt 
die  Gegenseiten  der  Dreiecks.seiten  zum  Schnitt  und  verbindet  diesen 
mit  der  gemeinsamen  Ecke,  so  ist  das  Parallelogramm  aus  der  3.  Seite 
und  dieser  Verbindungsstrecke  nach  Richtung  und  Größe  gleich  der 
Summe  der  beiden  ersten.  —  Pappus!  nicht  nur  bei  Blanchet-Legendre 
1845  Anhang,  sondern  schon  bei  Hoff'muHU,  der  AiKjustlns  Elementar- 
geometrie  (I812j  als  Quelle  nennt;  s.  auch  licchtayel,  Ebene  Geometrie 
(1896)  ö.  Aufl.  und  Henrici  und  Treutlein,  noch  als  ne-u  von  Scliönemann 
(Soest),  Schlöm.  37  (1892)! 

Der  Beweis  vom  Sechseck,  der  in  sehr  viele  Lehrbücher,  z.  B. 
Mehler  übergegangen  ist,  nicht  zuerst  bei  T('dcn(U  (^Manuel),  sondern 
findet  sich  in  der  2.  Aufl.  von  Hoffmann  als  No.  33  aus  älteren  Schriften 
(Lionardo  da   Vinci). 

Meyer,  Corresp.  Quetelef  2  (1826)  p.  69  {Fappus). 

H.  d' Andre,  Nouv.  annal.  5  (1846)  p.  324;  quelques  observations  ä  la  figure 
du  carre  de  Thypotenuse.  U.  a.  wenn  die  Spitze  sich  auf  dem  Halbkreis  über 
der  Hypotenuse  bewegt,  so  dreht  sich  die  durch  die  Spitze  gehende  Diagonale 
des  Kathetenquadrates  um  den  Mittelpunkt  E  des  Halbkreises;  die  betreifeuden 
Ecken  beschreiben  Kreise,  welche  sich  in  R  berühren. 

P.  Möllmann,  Grunert  17  p.  298. 

n.  Umpfenhach,  Grelle  26  (1843)  p.  92.  Beweis,  daß  der  P.  sich  nicht  ver- 
allgemeinern läßt. 

C.  Adams  (1846)  p.  12,  Satz  9,5.  Die  merkwürdigen  Eigenschaften  des 
geradlinigen  Dreiecks. 

Nouv.  annal.  8  (1849)  p.  400,  s.  Umpfenbach ,  dessen  Satz  aus  Grelle  26  über- 
setzt wird. 

Wenn  im  Dreieck  a"  =h"  +0",  so  ist  «=2,  ^=-— ,   unvollständig r   dazu 

J.  Sacchi,  Nouv.  annal.  (2)  1  (1862)  p.  330. 

Aufgabe:  Nouv.  annal.  (5)  p.  167  (Tergucm'f)  gelöst  von  C.  Droiiets  p.  413  und 
479.  Im  rechtwinkligen  Dreieck  ist  x"  <iy"  -\- z" ,  solange  h  <  2  und  >,  wenn 
»i]>2;    Nouv.  annal.  11,    p.  4.57,  weit   einfacher   von   Colombier,   Nouv.  annal.  11 
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11.  20,  Brief  von  H.  Vincent,  Zerlegung  eines  Quadrats  in  die  Summe  zweier,  dazu 
Poinsot,  Sitzung  der  Akademie  (1849)  7.  Mai. 

Oscar  Werner,  Grunert  24  (1855)  p.  93;  hübscher  Beweis  (1)  des  Satzes  vom 
Quadrat  der  Kathete. 

R.  Hoppe,  Grunert  8  (1846)  p.  450,  Zerlegung  in  fünf  kongruente  Stücke  mit 
einer  Hilfslinie. 

The  matheniatician  monthly  (Runde,  Cambridge,  Amerika)  Bd.  1  (1859) 
zwei  Beweise  des  Pyth.\  No.  1  Variante  von  Bhnscara. 

Messenger  5  (1870)  p.  186  aus  Smith'a  Prize  Paper,  ibid.  9.  II.  M.  Taylor, 
Erweiterung  des  Pyth. 

Mesfienger  (2)  2  (1872)  108,  H.  Perifiiil,  Eleganter  Beweis  von  Knidid  1,  47, 
On     geometrical  di.ssection  and  transformation. 

A.  de  Morgan,  Quarterly  Journal  1  (1857)  p.  236;  Methode  von  Airy  {Hoff- 
mami  17!)  und  Erweiterung. 

Erweiterung  des  Pyth-.  M.  Azzarelli,  Atti  nuovi  Lincei,  Rom  77  (1874)  p.  66. 
A.  H.  Anglin,  Edinb.  Proeeedings  12  (1885)  p.  703. 

Präsident  Garfield  (The  mathem.  magazine,  mitgeteilt:  Mathesis  2  p.  121) 
\'arianten  von  Bhascara. 

A.  Thiry,  Mathesis  4  (1884)  p.  54: 

J=  —  /)(•  =  sr  =  s{s  —  a),  d.h.  26c  ^  (h  -f-  c)'  —  «'• 

Wirkliche  Verallgemeinerung  durch  Affinität  von  P.  Scla'inemann,  ScldömilcJi 
29  (1884)   p.  316. 

ir.  Harrey,  Notes  on  Kuclid,  Edinburgh  mathem.  society  Proceed.  4  (1886) 
p.  17. 

G.  Tarry,  Bourget  (1895)  p.  104  (A'  +  7J  +  £'  +  C -+ B'  =  A  +  L-irl)  +  E -\-C) 

Brand,  Bourget  (1897)  p.  36,  Wolhiw,  Bourget  (1897)  p.  107,  sehr  hübsch 
aber  schon  Nouv.  annal.  und  Hoffmaim  27  p.  165.  JaVoh  Steiner,  Ähnliche  recht- 
winklige Dreiecke  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  ihi-er  Hypotenusen.  Dieser 
einfachste  Beweis  gewiß  oft  vorher  und  nachher,  z.  B.  ItalieuLsches  Journal  von 
1899  und  andere,  auch  The  mathem.  monthly  (1859)  J.  E.  Oliver,  p.  10,  vgl.  auch 
Gaiiß,  Tagebuch  No.  81. 

Einfaches  Modell  zum  Pyth.,  lloffmann   17  p.  99.   .7.  E.  Böttcher  (Leipzig). 

Ij.  Mandic,  Methode  und  Apparat  zur  anschaulichen  Entwickeluug  des  Pyth., 
Wien  (1896). 

K.  Zahradnik,  Grunert  (2)  14  (1895)  p.  105;  Dreieck  der  Zentren  der  Quadrate 
und  Grunddreieck  haben  denselben  Schwerpunkt  etc.  E.  Ceniiro,  Mt-moire  de 
Liege  (1899);  Hilfslinien  paarweise  aufeinander  senkrecht. 

Aboulu-ufa's  Lösung  von  a:'  =  3fj-  ohne  Pyth.,  Nouv.  annal.  1^2)  3  (1864) 
p.  165.     Anonym. 

Pythagoras  im  Raum. 

Veibiuilet  man  3  Punkte  auf  den  3  senkrechten  Koonlinatriiaclisen, 
so   ist  ABC' =  äSC'-\-  .  .  .,  wo  S  Scheitel: 

Riid.  Wolf,  Grunert  7  p.  44.  Beau,  Schlöm.  38  p.  383,  aber  schon  G^runert, 
Lehrbuch  der  Mathem.  1832  und  noch  früher  Carnot  1801  (Convlation)  und  1803 
Geometrie  de  positiou,  und   Tin.wuu,  Memoires  presentes  etc.  9  i_1780> 
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Dor  Satz  wurde  von  Tinsmu  1774  vorgelegt  iu  der  allgemeinen 
Fassung:  Das  Quadrat  einer  Fläche  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
ihrer  3  Projektionen  auf  die  ?>  senkrechten  Koordinatenebenen.  Der 
spezielle  Satz  1783,  auf  ihn  erhob  De  Gua  Prioritätsanspruch  (Essai 
de  Tetraedronietrie,  Memoires  de  l'Academie  1783).  Der  wahrhaft  ent- 
sprcclwmh;  Satz  der  Sphärik:  A.  W.  Veiten,  Schlöm.  40  p.  312,  vielleicht 
noch  entsprechender  zeigt  Ch.  Gtidermonn,  CreUe  42  p.  3<S0,  daß  für 
die  sphärischen  Quadrate  (Vierecke  mit  gleichen  Winkeln  und  Seiten) 

die  Formel  gilt  Z  (—  c]  =  Z  (-7- «)  +  L  (—bj,  wo  L  die  hyperbolische 
Längenfunktion. 

Sphärisclter  Fythayoras. 

S.  L'Huilier,  Gergonne  1  p.  197,  Die  Analogie  zu  den  fünf  bekanntesten 
Sätzen  des  rechtwinkligen  ebenen  Dreiecks;  für  den  Pythayoras  selbst 

Bin''  —  a  =  sin-  -—  0  cos-  —  c  +  sin-  —  e  cos^    -  o. 
2  2  2        "^  2  2 

Joseph  7?/7Zes,  Orun.  44  (1865)  p.  440. 

tg*c  =  tg*a  +  tg't  +  tg'«tg=&. 

(Ableitung  Schulz  Sphärik  Bd.  2  p.  114),  nur  wenn  a  und  b  gleichartig. 

H.  Gretschel  verbessert  ibid.  45  p.  231  und  zeigt,  daß  die  Formel  allgemein 
gilt  und  mit  dem  „eigentlichen  Pythagoras''  cos  c  =  cos  a  cos  6  identisch  ist;  das- 
selbe K.  Knorrc  p.  234. 

Frz.  Uiiferdiiiger,  Gruii.  53  (1871)  p.  344;  wenn  a -|- (5  ^  y,  so  ist 

sin'  — c  =  sin-—  etc. 

Eine  Verallgemeinerung  gibt  auch  Eetali,  Sui  sistemi  pentasferie.  ortogou., 
Periodico  13  p.  108.     Wenn  5  Kugeln  zu  je  zwei  orthogonal,  so  ist 

i>,-'  =  0. 

iJ.  E.  Allardice,  Note  on  spherical  trigonometry,  Edinb.  Math.  Soc.  Proc.  2 
p.  53  (1884.) 

14.  Ftolemäos,  vgl.  Kreisviereck.  Die  logische  Notwendigkeit 
der  Hilfslinie,  welche  Ptolemäos  selbst  benutzte,  weist  Freier,  Programm 
Ilfeld  1872  (vgl.  Methodik)  nach.  Bezeichnung,  wie  sie  jetzt  für  Vier- 
ecke gebräuchlich  (Seiten  a,  b,  c,  d,  Diagonalen  e  und  /").  Die  Beweise 
zerfallen  in  vier  Gruppen:  Durch  die  Ähnlichkeit  mittels  der  Hilfslinie 
des  Ftolemäos,  durch  Flächenvergleichung,  durch  Trigonometrie,  wie 
denn  die  Additionstheoreme  der  Trigonometrie  im  wesentlichen  sich 
mit  dem  Ftolemäos  decken,  und  durch  Inversion,  meist  aus  der  be- 
kannten gleichlautenden  Eidersch.ea  Relation  auf  der  Geraden,  z.  B. 
Clasen,  Transformation  der  Figuren  durch  reziproke  Radien  1872. 
Dazu    kommt    meist    der    Beweis    von  e:f,    der    im  wesentlichen    beim 

Simon,   Elementargeometrie.  8 
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analytischen  Beweis  des  CastiJloii  (s.  d.)  von  Lar/rcnnfc  gegeben  und 
dann  von  CastiUon  elementargeometrisch  bewiesen;  er  erklärt  den  Satz, 
den  man  heute  in  der  Obertertia  als  Übungsaufgabe  gibt,  für  ziemlich 
schwierig.  Schwieriger  ist  der  Beweis  der  Umkehrungen  des  Ptolemäos 
und   von    e:f.     (Zeichen    U  und    l".) 

Historisch : 

Glaisher,  Educat.  times  1874. 

J.  Ph.  Giiison,  Crelle  10  (1833)  p.  275.  In  jedem  nach  den  Ecken  nicht  zen- 
trischen Viereck  mit  lauter  hohlen  Winkeln  ist  die  Summe  der  Rechtecke  aus  den 
Gegenseiten  ]>  als  ef,  davon  ist  der  Ftolemäos  die  Umkehruug. 

1'.  Gerwien,  Crelle  11  p.  2(U  (fehlt  Angabe,  daß  Viereck  hohl,  sehr  hübscher 
Salz  1).     Umkehrung  des  Ptohniäos. 

Crelle  13  p.  233  beweist  W.  A.  Forstemann  die  allgemeine  Relation  AC-\-B^ 
aus  Carnot,  geomctrie  de  position.     Umkehrung  des  PtoUmäos. 

F.  Strehlke,  Grunert  2  (1842)  p.  325;  umkehrbar  aus  Formel  F;  zugleich 
für  Kugel,  aber  schon  Lexell  p.  80,  Acta  Petropolitana  il872),  wo  das  Viereck 
ACDB  heißt: 

sin  4-  AI)  sin  ~  BC=  sin  —  AB  sin  —  DC  +  sin  —  AC  sin  —  DB 
2  2  2  2  2  2 

und  Cagnoli  No.  1159  seiner  Trigonometrie. 

C.  A.  Bretschneüler,  Grunert  2  p.  239;  in  jedem  Viereck  ist 
e'^f  =  a'-c-  +  fc-d'  —  iabed  cos  {a  +  y), 
daraus   Umkehrung  des  Ptolemäos  und  Ausdehnung  auf  die  Summe  der  0  Recht- 
ecke aus  je  2  der  4  Seiten. 

Aus  J.  F.  Pfaff's  Papieren,  Grunert  5  (1844j  p.  435,  Umkehruug  rein  geo- 
metrisch (indirekt)  desgl. 

J.  F.  Ch.  Hessel  (s.  Eulerscher  Satz,  oder  Paul?),  Grunert  8  (1846)  p.  215 
(direkt,  aber  nicht  frei  von  Trigonometrie). 

A.  Jacobi,  Crelle  31;  (1846)  p.  40  Itolemäos  und  Umkehrung,  Doppelverhältnis, 
auch  der  Satz  bewiesen.  Im  Kreisviereck  ist  das  Quadrat  der  3.  Diagonale  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  zur  fünften  und  sechsten  Ecke  gehörigen  Tangenten. 

E  Brassine,  Nouv.  annal.  6  (1847)  p.  226  e :  f. 

Ptolemäos  durch  Inversion  zuerst  Mobius  1852  Sächsische  Berichte;  gesam- 
melte Werke  2,  p.  200  in  der  Longimetrie.     Dann : 

N.  Ferrers,  Quarterly  Journal  1  (1857)  p.  32  einfacher,  dito:  Taylor,  Messenger 
(1874)  s.  u. 

A.  Desboves,  Nouv.  annal.  17  p.  263  und  Zusatz  von  C.  C.  Gerono.  Wenn: 
e  :  f'={ad -\- bc)  :  (ab -\- C(h,  so  Ptol.,  falls  Viereck  konvex,  und  v  ■  i\  wenn  Vier- 
eck konvex  und  Ptol.,  so  e :  f  etc.  und  Umkehrung.  Amour,  Caffarelli :  Nouv. 
annal.  (2)   6  (1867)  p.  186. 

A.  Enneper,  Schlömilch  13  p.  261;  Über  die  Bedingung,  daß  4  Punkte  auf 
einem  Kreis  etc.  Ptol.  analytisch. 

H.  M.  Taylor,  Messenger  3  (1874)  p.  164.  Kurzer  indirekter  Beweis  des 
Ptol.  (und  Euklid  6,  3  und  4.) 

W.  Stamnter,  Grunert  46  p.  332,  Umkehruug  des   Ptol.  einfach. 

P.  Mansion,  Nouv.  Correspondance  (2)  (1875)  p.  181,  sehr  einfache  Beweise 
beider  Sätze. 
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H.  Hart,  Messenger  4  (1875)  p.  1)7  trigonometrisch. 
A'.   Weihrauch,  Schlöm.  26  (1880)  p.  133. 

{ah  ■  cdf  +{ad-  6c)«  —  2a&  •  bc  cos  (^a)  =  («c  •  ftd)«. 

//.  Schnell,  Grunert  G7  p.  22.^)  (nc^2lih). 

eil.  W.  Merrifield,  London  mathem.  society  proceed.  12  (1881)  p.  214. 

A.  Andrani,  Periodico  2  (1887)  p.  17,5  aus  dem  Satz  ibid.  p.  (j  über  Flächen- 
gleichheit. 

0.  Herrmann,  Hoffmann  24  p.  430  (1893)  durch  Flächenvergleichung  ohne 
Ähnlichkeit.  Anschaulicher  Beweis  nach  l'ajiptis  von  Trauh,  Hoff'nunin  26  p.  2ü6, 
ibid.  p.  269  Nickel  ^Sinus).     ,1.  Emmerich,  ibid.  p.  260. 

Lecocq,  Bourget  (1897)  p.  9,  p.  32,  Quadrate  der  3  Diagonalen. 

E.  Catalan,  Nouv.  Corresp.  ü  (1879)  p.  295,  Ausdehnung  des  Ptol.  auf  ein 
Sechseck  im  Kreis. 

/.  Cnsey's  Ausdehnung:  Wenn  Kreise  von  beliebigem  Radius  den  Trägerkreis 
in  den  4  Ecken  berühren,  so  kann  für  die  Distanz  zwischen  zwei  Punkten  die 
gemeinsame  Tangente  gesetzt  werden.  Casey,  Koyal  Irish  academy  (1866),  In- 
version; A  sequel  to  Euclid  103,  ganz  elementar  bewiesen  durch  /.  H.  Taylor, 
Quarterly  jouinal  26  (1893)  p.  228  und  Umkehrung  durch  die  schönen  Sätze  von 
Leudesdorf,  Messenger  19  (1889)  p.  14  mit  Rechnung. 

Bei  meiner  Anwesenheit  iti  Göttingen  im  Herbst  11)U3  bewies 
Herr  F.  Klein  diesen  Satz  momentan  durch  „Dihitation"  der  Kreise, 
wobei  die  Seiten  des  Kreisvierecks  in  die  gemeinsamen  Tangenten 
übergehen  als  Beispiel  der  elementaren  Anwendbarkeit  der  Lieschen 
Kugelgeometrie:  Annaleu  5  (1872). 

15.  Inhalt,  (Flächenvergleichung).  Der  Begriff  Inhalt,  Feld 
ursprünglich  ein  rein  intuitiver,  ist  mehr  und  mehr  arithmetisiert,  vgl. 
Poincare,  Enseignement  1  (1898)  p.  1,  und  Hadamard  (s.  Lehrbücher) 
definiert  (1897)  den  Inhalt  eines  Dreiecks  geradezu  als  Zahl— ^9/;,  vgl. 

auch  Ruusenherger  unten. 

G.  Monge,  Journal  de  l'ecole  polytechn.  cah.  13  p.  68.  Ist  0  ein 
Punkt  und  ABC  ein  Dreieck,  so  ist  OAB+OBG-^  OCA^ABÜ,  der 
Satz,  auf  dem  die  Einführung  der  Dreieckskoordinaten  beruht.  Die 
Unterscheiduug  des  Flächeninhalts  als  positiv  und  negativ,  je  nachdem 
die  Fläche  zur  Linken  oder  zur  Rechten  des  den  Umfang  Durch- 
laufenden liegt,  rührt  von  3Ivbiits  her,  doch  haben  schon  3Ieititcr,  der 
Gründer  der  Hamburger  mathematischen  Gesellschaft,  und  Poinsot  in 
seinem  Memoire  (s.  Polygon)  die  verschiedenen  Ufer  des  Umfanges 
durch  verschiedene  Farben  gekennzeichnet,  und  Meister,  auf  den 
R.  Baltzer  aufmerksam  gemacht  hat,  hat  schon  positive  und  negative 
Flächenteile  unterschieden.  Der  Satz  von  Monge  ist  durch  Möhius, 
baryzentrischer  Kalkül  18,  allgemein  gültig  gemacht  und  dann  auf 
beliebige  Polygone  ausgedehnt,  ibid.  165;  vgl.  auch:  Über  Bestimmung 
des   Inhalts   der  Polyeder;    Leipziger   Berichte    (1865)   p.  13.     Für   ein 

8* 
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Polygon,  dessen  Seiten  sieb  schneiden  (Stempolygon  bezw.  Polygon 
mit  mehrfachen  Punkten),  können  die  einzelnen  vom  Radiusvektor,  der 
von  O  ausgebt  und  längs  des  Umfangs  gleitet,  beschriebenen  Dreiecke 
die  Zellen,  in  die  ein  solches  Polygon  zerfällt,  mehrfach  bedecken. 

R  Baltzer  gab  in  seinen  „Elementen"  (1893)  (%%  9  und  10  der 
5.  Aufl.)  folgende  einfache  Regel:  Indem  man  von  der  unendlichen 
Fläche  9^0 ,  deren  Koeffizient  Ziffer  0  ist,  nach  und  nach  in  die  einzelnen 
Zeilen  eintritt,  bildet  man  aus  dem  Koeffizienten  der  verlassenen  Zelle 
den  der  betretenen  durch  Addition  oder  Subtraktion  von  1,  je  nachdem 
man  den  Perimeter  von  rechts  nach  links  oder  umgekehrt  überschritten 
hat.  Bezeichnet  man  den  schließlichen  Koeffizienten  der  Ä-Zelle  mit  c,., 
so  ist  die  Fläche  gleich  ^c^9';-  So  hat  beim  Sternfünfeck  die  innere 
Zelle  den  Koeffizienten  2.     (Die  Regel  ist  aber  nicht  einwandsfrei.) 

Eine  sehr  merkwürdige  Formel  hat  0.  Hermes  aus  dem  Nachlaß 
C.  G.  J.  Jacohi's,  Grelle  65  (1866)  p.  173  mitgeteilt  und,  verallgemeinert 
auf  Polygone  mit  mehr  als  Doppelpunkten,  bewiesen. 

Eine  für  alle  Polygone  gültige  Bestimmung  des  Inhalts  aus  den 
Koordinaten  der  Ecken  gab  Gauß  in  den  Zusätzen  zu  Schumacher's 
Übersetzung  von  Canwt's  geometrie  de  position  (1860)  p.  362  und  sie 
ist  von  W.  Veitmann,  SMömilch  32  (1887)  ]).  339  auf  ihre  Allgemein- 
heit geprüft  und  bestätigt,  aber  schon  tveit  früher  von  JE.  Troultet, 
Nouv.  annal.  15  (1856)  j).  373,  der  auch  den  JfoH^feschen  Satz  vor 
Möhius  (s.  oben)  allgemein  beweist. 

Die  Lehre  Eulelid' s  von  der  Flächenvergleichung  (Parallelogramme 
von  gleicher  Grundlinie  und  Höhe  sind  einander  gleich)  ist  wohl  zu- 
erst von  Wolfgang  Boli/ai  im  Tentamen  juventutis  Maros-Vasarhely 
1832 — 33  angezweifelt  und  durch  eine  andere  ersetzt  worden.  Boli/ai 
stellt  den  Begriff  der  endlichgleichen  Flächen  auf,  d.  h.  solcher,  die 
in  eine  endliche  Anzahl  gegenseitig  gleicher  longruenter  Teile  zerlegt 
werden  können.  Indem  er  die  Ergänzungsparallelogramme  (Ful.lid  1, 43) 
in  solche  zerlegt,  beweist  er,  daß  flächengleiche  Polygone  stets  endlich- 
gleich sind,  und  versucht  zu  beweisen,  daß  Kongruentes  von  Kon- 
gruentem EndlkliglcicJws  gibt. 

Unabhängig  von  Bolyai  zeigt  P.  Gericien,  Grelle  10  (1833) 
]}.  22S,  daß  sich  Dreiecke  von  gleicher  Grundlinie  und  Höhe  in  gleich 
viel  kongruente  Stücke  zerlegen  lassen  (p.  235  Dreiecke  auf  der  Kugel). 
Am  Schlüsse  definiert  Gerwien  Inhaltsgleichheit  als  Znsammensetsbarkeit 
aus  kongruenten  StiicJcen. 

Die  Frage  nach  strenger  Begründung  wird  wieder  in  Fluß  gebracht 
durch  Ä.  De  Zoll,  Principii  dell'  eguaglianza  di  poligoni  (1881\  Er 
geht  so  weit,  daß  er  den  Versuch  macht  zu  beweisen:  Zerlegt  man  ein 
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Polygon  durch  Gerade  in  mclirere  Teile  und  läßt  auch  nur  einen  von 
ihnen  weg,  so  kann  man  mit  den  übrigen  das  Polygon  nicht  mehr  be- 
decken. Ich  bemerke,  und  das  gilt  auch  von  den  Arbeiten  Vcnmesc's, 
daß  iille  Versuche,  solche  Gemeinverständlichkeiten  zu  beweisen,  darauf 
hinauslaufen,  ein  Axiom  durch  ein  aiuleres  zu  ersetzen. 

An  De  Zi)U  schließt  sich  ii.  De  Faolis,  FAementi  di  (jeometrht,  Tarino 
(1884)  an;  er  spricht  es  als  Axiom  aus,  daß  ein  Teil  eines  Polygons 
oder  Polyeders  nicht  dem  ganzen  gleich  sein  kanu.  Faifofer  sucht 
Besso,  Periodico  di  Matematica  1  (188(3J  p.  13 — 15,  das  Axiom  zu  be- 
weisen, Paoli  zeigt  ebendort  p.  44,  daß  der  Beweis  nicht  streng. 

Es  folgt:  0.  Stolz,  der  in  seinen  Vorlesungen  über  Arithmetik 
T.  1  p.  78  beiceist,  daß  man  zu  jedem  Polygon  ein  äquivalentes  Recht- 
eck von  konstanter  Seite  finden  kann  [und  damit,  daß  die  ebenen  Viel- 
ecke (und  Winkel)  ein  ,,System  von  absoluten  Größen  im  engeren  Sinne" 
bilden].  Gegen  den  Beweis,  der  ausführlicher  von  Stolz  in  der  Zeit- 
schrift für  österreichisches  Gymnasialwesen  39.  Jahrg.  p.  297  und  576 
dargestellt  ist,  erhebt  Fr.  Sc]iur,  Sitzungsbericht  der  Dorpater  Naturf.- 
gesellschaft  (1892)  p.  1 — G  einen  Einwand  und  beweist  den  Stohschen 
Satz,  gestützt  auf  den  obigen  von  MUhhis,  zunächst  für  gewöhnliche 
Polygone;  übersetzt  im  Periodico  di  Matematica  (1893):  „SulF  area 
deUe  figure  piane  limitate  da  liuee  rette."  Stolz  hat  dann  in  den 
Wiener  Monatsheften  5  (1894)  p.  234  seinen  Beweis  mit  dem  Satz 
von  De  Zolt  als  Axiom  vervollständigt.  Er  definiert,  zwei  ebene  Viel- 
ecke sind  einander  gleich,  wenn  sie  entweder  kongnient  sind  oder 
aus  gleich  vielen  Stücken  bestehen,  die  paarweise  kongruent  sind. 

An  Fohjai  knüpfte  31.  Bctliy  an:  Clchsch  Aimalen  5S  (1891)  p.405 
„Endlich  —  gleiche  Flächen".  Gegen  seiue  Beweisführung  erhebt  H. 
Dobriner,  ibid.  42  (1893)  p.  275  Bedenken  und  sucht  zu  beweisen:  Er- 
weisen sich  zwei  Flächen  bei  einer  Zerlegung  als  endlich  gleich  im 
Sinne  Boli/ai's,  so  kann  es  keine  zweite  geben,  die  sie  als  ungleich  er- 
weist. Zum  Schluß  p.  285  zeigt  er,  daß  die  Verwandlang  eines  H-Ecks 
in  ein  (n  —  1)-Eck  vom  Parallelenaxiom  unahhängig  ist.  Ficthy  erwidert 
p.  297  und  sucht  die  Lücke  auszufüllen.  Dazu  Bnusenberger ,  ibid.  43 
(1894)  p.  301:  Das  Grundproblem  des  Flächen-  und  Rauminhalts.  Er 
beweist  unter  gewissen  Annahmen  den  Hauptsatz  von  Dobriner  und 
zeigt,  daß  ebene  Polygone  nur  flächengleich  sind  (gleiche  Maßzahlen 
haben),  wenn  sie  sich  in  eine  endliche  Anzahl  kongruenter  Stücke  zer- 
legen lassen,  und  bemerkt,  daß  dieser  Satz  nicht  für  den  Raum  gilt 
(s.  Volumen). 

G.  Veronese,  Periodico  di  matematica  10  (1895)  p.  130;  Vencfo  Ist. 
Atti  t.  6  (1895)  p.  421,  Dimostrazioue  della  proposizione  fondamentale 
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deir  eqiiivalenza  delle  figure.  Er  nimmt  als  Axiom  für  Strecken  an, 
daß  eine  endliche  Strecke  nicht  einem  ihrer  Teile  gleich  sein  kann,  und 
sucht  das  Axiom  De  Zolt's  als  Satz  für  Flächen  zu  beweisen.  Vgl. 
auch  seine  Elementi  di  geometria,  Padovn  (1897). 

Zu  erwähnen  ist  noch  G.  Biasi,  Periodico  9  (1894)  p.  19,  48; 
Suir  equivalenza  etc.  Biasi  hat  dann  1903  ibid.,  gestützt  auf  Bettazzi, 
Bulletiuo  di  Mat.  1,  15  das  Axiom  De  PaoU's  zu  beweisen  gesucht. 
Ferner  Sbrana,  Rivista  di  mateni.  4  (1894)  p.  47  und  besonders 
G.  Lazzeri,  Elementi  di  matem.  und  Periodico  10  (1895)  p.  77,  der  die 
Gleichheit  von  Polygonen  auf  Ebene  und  Kugel  i  dazu  auch  noch  Prismen  i 
unabhängig  vom  Axiom  PaoU's  oder  De  Zolfs  mit  Zerschneidung  in 
Dreiecke  nachweist,  aber  an  einer  Stelle  Ahnlichkeitslehre  voraussetzt. 
Ibid.  sucht  Fraffini.  was  vom  arithmetischen  Standpunkt  (Mächtigkeiti 
selbstverständlich,  zu  beweisen,  daß  das  Axiom  PaoJi's  oder  De  Zolt's 
im  Grunde  nur  die  Endlichkeit  des  Flächeninhalts  der  Polygone  aus- 
drückt. 

Die  Stolzsche  Definition  der  Flächengleichheit  von  Polygonen  hat 
auch  Z).  Hubert,  Grundlagen  der  Geometrie  ls99,  2.  Aufl.  1903;  er 
unterscheidet  zunächst  Inlialtsgleichheit,  wo  das  Boh/alsche  Axiom  in 
die  Definition  aufgenommen  ist,  von  Flächengleichheit  und  weist  schließ- 
lich nach,  daß  unter  Voraussetzung  des  Archimedpsschen  Axioms,  also 
eines  infinitären  Prozesses,  beides  zusammenfällt.  Die  Flächenfrage  ist 
von  Ugo  Amaldi  dargestellt  in  dem  oft  erwähnten  Werke  von  Enriques, 
Questioni  riguardanti   la   geometria   elementare,  Bologna  (1900)  Art.  5. 

Hilhert  zeigt,  daß  schon  der  Fundamentalsatz:  „Dreiecke  von  glei- 
cher Grundlage  und  Höhe  sind  flächengleich"  das  Archiniedessche  Axiom 
erfordert:  an  Hilhert  knüpft  M.  Dehn  an  (s.  Volumen).  H.  Vogt,  Pro- 
gramm Xr.  211  Breslau  (1904)  versteht  unter  Endlichgleichheit  sowohl 
„Zerlegung''-  als  „Ergünzungsgleichheit";  s.  auch  J.  M.  C.  Duhamel,  Des 
methodes,  Paris  (1865)  bezüglich  der  Stetigkeit. 

Formeln  zur  näherungsueisen  Bereelaiung  beliebig  begrenzter  Flächen 
sind  von  Simpson  (—  Regel),  elementarer  Beweis  von  Saigney,  Geometrie 
elementaire  p.  245,  Poncelet,  Cattdan,  General  TJi.  Parmentier  gegeben; 
dieselben  sind  von  P.  Mansion,  Mathesis  1  (1880)  p.  17,  p.  53  und 
Supplement  verglichen,  der  ibid.  7  p.  77  die  Fehlergrenze  der  Parmentier- 
schen  Formehi  bestimmt  hat,  vgl.  auch  J.  A.  Dupain.  Nouv.  annal.  17 
(1858)  p.  207.  Die  Simpsonsche  Regel  ist  nicht  zuerst  von  yeicton 
gegeben,  sondern  nach  Hrinrirh,  Bibl.  math.  (3)  1  (1900)  p.  92  von 
Gregortj,  Exercitationes  geom.  (1668);  sie  ersetzt  die  Kurve  durch  eine 
Parabel,  die  mit  ihr  drei  Punkte  gemein  hat.  Bei  starker  Krüm- 
mungsänderung ist  nach  Petit  Bois,  Mathesis  5  (85)  p.  8  die  Hyperbel 
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zweckmüßijrcr.  Die  Formel  von  A'.  Caldhni  findet  sicli  Nouv.  annal.  10 
(1S51;  p.  41Ü,  die  des  (Jeneral  I'armrnlicr  ibid.  14  {\»bn)  p.  i)10,  da- 
zu Brief  IG  (1857)  p.  ll'.  Die  von  I'oncclet  iu  den  Leyons  i\  la  faculte 
des  sciences  de  Paris  bei  IL  licsitl,  Elements  de  mecanique  p.  28 — 31. 
Infoltre  der  Arbeit  von  Mansion  gab  J'drmentier  Zusätze  zu  seiner 
Kormel,  Assoc.  inuu;,.  11.  Sess.  (1882)  p.  320. 

Wichtig  für  den  Inhalt  ist  aucli  die  (funktionentheoretische)  Ar- 
beit von  r.  G.  Ilciisrhlc,  drdle  24  p.  71  „Note  über  die  analytischen  Be- 
weise elementargeonietrischer  Sätze".  Zu  erwähnen  ist  au(di  <).  Tcrqucm, 
Nouv.  annal.  5  p.  232,  Sur  las  aires  etc.  Einige  Bemerkungen  über 
das  kouiniutative  und  assoziative  Gesetz  bei  Flächen  31.  Simon,  Straß- 
hnrg,  Elemente  der  Geometrie  (1890). 

EiHselheiUm: 

Zindrini,  Gergonne  6  p.  5,5,  Division  graphique  etc.  (Dreiecke  und  Tetraeder 
im  gegebenen  Verhältnis;  ibid.  18  p.  113   Valles,  Ausdehnung  auf  Tetraeder). 

P.  (iei'wien,  Crclle  10  (1833)  p.  225,  Zerschneidung  jeder  beliebigen  An- 
zahl von  gleichen  geradlinigen  Figuren  in  dieselben  (!!)  Stücke;  p.  235  Zerschnei- 
dung einer  belieliigcn  Menge  verschieden  gestalteter  Figuren  von  gleichem  Inhalt 
auf  der  Kugelflilche  in  dieselben  (!)  Stücke. 

Ch.  V.  Staudt,  Über  den  Inhalt  der  Polygone  und  Polyeder,  Crelle  34  (1842) 
p.  252. 

A.  Göjiel  gestützt  auf  Genrieii,  Grün.  4  (1844)  p.  237  (Gleichheit,  zwei  Be- 
weise des  Tijthcigoras). 

Nereiihiirger,  Correspondauce  yuetelet  (_3)  9  (1837)  p.  119;  Transfonnation  von 
unregelmäßigen  ebenen  Figuren  in  regelmäßige;  ibid.  11  (1839)  p.  216  /.  S.  Ru:>sel, 
Rechteck,  dessen  Seiten  sich  wie  1  :  y2  verhalten,  geschnitten  durch  Parallelen 
zu  seiner  kleineren  Seite,  so  daß  Kette  entsteht  mit  Exponent  (/2. 

B.  Rirah,  Nouv.  annal.  6  (1847)  p.  387,  Teilung  des  Trapezes  durch  Parallelen 
zu  den  Grundlinien,  dazu  Note  von  L.  Atme.  0.  Terquem,  ibid.  7  (1848)  p.  348 
macht  auf  den  Satz  von  Masclicruni  über  den  Inhalt  ebener  Polygone  aufmerk- 
sam, den  L'HuiUer  in  seiner  Polygonometrie  von  1789  (Genf,  auf  Kosten  des 
Verf)  nachentdeckt  hat. 

F.  Hummer,  Umwandlung  und  Teilung  von  Flächen  (1850). 

J.  Bienger,  Grün.  17  (1852)  p.  306.     Teilung  des  Dreiecks. 

Euzet,  Nouv.  annal.  (1854)  p.  114;  Polygon  in  Teile  proportional  gegebenen 
Größen  durch  Gerade  von  einem  Punkt  im  Innern  (für  die  Schule!).  Note  von 
Ph.  Kelland,  Edinburgh  transactions  (1855)  19.  Febr.  On  superposition.  Bd.  21 
p.  273,  22  p.  471  (dabei  Gnomon  auf  24  Arten  in  9  Stücke,  welche  ein  Quadrat 
bilden);  dazu  De  Morgan,  Quarterly  Journal  1  p.  236, 

Soh.  Srodie,  Je  zwei  geradlinige  flächengleiche  Figuren  in  kongruente  Stücke, 
ibid.  36  p.  307;  dazu  Muirhedd,  Proceedings  of  the  Edinburgh  mathem.  society  14 
(1896)  p.  109. 

E.  Etsen,  Grün.  22  (1854)  p.  56;  Neue  Grundlagen,  cf  Dohriner. 

Die  drei  merkwürdigen  Sätze  von  Faure    ^   -- .       Nouv     annal.     17 

^^    <f,  Vi  'Ps 
(1858)  p.  50. 
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C.  T(i;/h:i)\  Quarterly  journ.  6  (1864'i  p.  214.  Satz  über  zwei  Dreiecke  von 
konstanter  Inhaltssumme. 

H.  Hdukcl,  Heron's  Formel  fürs  Dreieck  aus  den  Xullwerten  ohne  Reclmung, 
Leipzig  (1864).  über  die  Vieldeutigkeit  der  Quadratur  und  Rektifikation  algebrai- 
scher Kurven. 

PJi.  Cullerill,  London  mathem.  society  Proceed.  1  (1866)  5;  Inhalt  von  Poly- 
gonen. 

0.  SchViiiiikh  13  (1868)  p.  162,  Geometrisches  Paradoxon:  die  Gleichheit  von 
64  und  65  (Quadraten,  VerallgemeiDening. 

Victor  SMerjel,  SchUim.  24  (1879)  p.  123.  G.  H.  Daririn,  Messenger  6  (1876) 
p.  80,  Das  Paradoxon  von  Schlümilch  „puzzle". 

L.  Crocchi,  Battaglini  10  (1872)  p.  304.     Außensektor. 

H.  Perigal,  3Icsse>tger  2  (1873)  p.  103,  Geometr.  dissections  and  transpositions, 
proof  of  Pijthdgoras,  ibid.  4  (1875)  p.  102  Note  2,  Verallgemeinerung  durch  Hurt, 
Messenger  6  (1877)  p.  150. 

liusskop,  Nouv.  corresp.  2  (1815)  p.  83;  ein  Quadrat  in  acht  Teile  zu  zer- 
legen etc.,  ibid.  3  p.  116  Cnaspont ,  Teilung  des  Quadrats  in  sieben  Teile,  welche 
zusammen  drei  Quadrate  bilden;  Erweiterung  auf  zwei  Quadrate.  —  Maurice 
d'Ocagne,  Notes  sur  le  partage  des  polygones;  Bourget,  (1S78)  p.  332;  ibid.  de 
Tilly,  Formel  für  Trapez,  s  halbe  Summe  der  Gnmdlinie;  s'  der  Diagonalen,  d 
ihre   halbe  Ditforenz,  so  ist  T*  = — (s*  —  s'-)  («'  —  d'). 

Aur.  Faifofer,  Elemente  der  Geometrie  (1880);   Flächenlehre  nach  Duhamel. 

P.  Schöuemann ,  Schlötn.  26  (1881)  p.  29;  Verwandlung  eines  Rechtecks 
(Perigal)  in  ein  Quadrat;  Programm  Soest  (1884);  die  mechanische  Verwandlung 
der  Polygone,  dito  (ISSS). 

W.  Peddie,  Edinb.  Math.  Soc.  Proceed.  4  (1885)  p.  29,  Rechteck  in  Quadrat. 

C.  Gusserow,  über  anschauliche  Quadraturen  und  Kubaturen  (s.  Volum); 
Festschrift  des  Dorotheenst.  Realgymnasiums,  Berlin  (1886),  ders.  Leitfaden  für 
Stereometrie  (1885),  Anhang  3. 

M.  Simon-Berlin,  Hoffmatin  19  (1888)  p.  401,  Zersehneidung  flächengleicher 
Figuren  in  kongruente  Stücke. 

P.  Dziwinsli,  Lemberg  (1886)  (polnisch),  desgl. 

0.  Ber ,  Lond.  mathem.  society  Proceed.  22  (1891)  p.  34  Quadrat  verdrei- 
fachen, ders.  p.  36  On  an  area  equal  to  a  given  semicircle. 

A.  LugV,  Periodico  6  (1891)  p.  93,  Polygonteilung. 

E.  C.  Hudson,  Messenger  24  (1895)  p.  177;  the  area  of  a  polygen. 

L.  Gerard,  Bulletin  de  la  societe  Math,  de  France  23  (1895)  p.  268;  Sur  le 
postulat  etc.  (statischer  Satz  von   Varignon). 

vD-MoW,  Educational  times  69  (1898)  p.  108,  13  806;  Ein  Dreieck  durch  eine 
Parallele  zur  Basis  zu  halbieren,  ohne  Ähnlichkeitssatz. 

H.  lA'besgue,  Sur  la  definition  de  l'aire  d'une  surface,  Compt.  Rend.  129  (1899) 
p.  870.  Die  Fläche  eines  krummlinig  begrenzten  Feldes  im  Raum  wird  definiert 
als  Grenze  der  Summe  der  geradlinig  begrenzten  Minimalfläehen. 

M.  Dehn,  Math.  Annal.  57  (1903)  p.  314;  über  Zerlegung  von  Rechtecken  in 
Rechtecke.  Ein  Quadrat  läßt  sich  nur  in  Quadrate  von  kommensurabeln  Seiten  zer- 
legen. Ein  Rechteck  mit  inkommensurablen  Seiten  läßt  sich  nicht  in  Quadrate 
zerlegen;  der  Beweis  erfordert  etwas  Algebra. 

H.  Dohriner,  Leitfaden  etc.  (s.  oben). 

Satz  von  Brune  (s.  bei  Viereck). 
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Der  Winkel,  als  Grenze  des  Kreissektors  aufgefaßt  von  Stein;  Geryontie, 
Nouv.  annal.  5  ji.  '2.'i2,  also  lange  vor  mir.     (Einzelheiten  auch  bei  Polygon.) 

1<>.  Isoporimetrio  mit  Einscliliiß  räuiiilicher  Probleme.  Ursprüng- 
liil)  bei  Zntodor  (NoU\  Programm  Freiburg  (1860)),  oder  Fappus,  Be- 
stimmung der  Figuren,  welche  bei  gegebenem  Umfang  größten  Inhalt 
haben,  dann  aber  auch  umgekehrt  bei  gegebenem  Inhalt  kleinsten  Um- 
fang. Im  17.  und  IS.  .lalirhundert  mit  den  verwandten  Maximums- 
aufgaben vielfach  Übung  für  Differential-  und  Variationsrechnung, 
z.  B.  G.  0.  Fdijnnno,  acta  eruditorum  (1775),  problemata  quaedam  etc.; 
clcmcniargvoinetyiach  von  Simon  L'Huilier,  De  relatione  mutua  capacita- 
tis  etc.  Warschau  (1782);  abrege  d'isoperimetrie  elementaire;  Fohjgono- 
me'trie  (1789);  De  la  correlation  des  figures  (1801),  Elements  d'analyse 
(1809).  Es  handelt  sich  besonders  um  den  (elementaren)  Nachweis, 
daß  der  Kreis  und  die  Kugel  Isoperimetrie  besitzen,  was  schon  Zenodor 
behauptet  hat  und  vor  ihm  die  Pythagoreer.  J.  Skiner  hat  Crellc  18 
und  Lioarillc  6  beide  Sätze  elementargeometrisch  zu  beweisen  gesucht. 
Der  Beweis  ist  für  den  Kreis  von  J.  Edler  vervollständigt  worden;  für 
die  Kugel  wirklich  streng  erst  von  H.  A.  Schwarz,  Göttinger  Nach- 
richten (1894)  p.  1 — 13,  aber  nicht  elementargeometrisch  gegeben; 
Schicars  ist  von  der  Voraussetzung,  daß  ein  Maximum  existiert,  frei; 
nicht  minder  streng  ist  der  Beweis  von  H.  Miul'oivslii,  Deutsche  Mathe- 
matiker-Vereinigung 9  (1901)  p.  115  (vgl.  Volumen). 

Historisch: 

Eneström,  Bibl.  math.  (2)  2  (1888)  p.  38,  Streit  der  Bernoulli;  ibid.  (.3)  2  (1901) 
p.  5  Schmidt,  Zur  Geschichte  der  Isoperimetrie  im  Altertum. 

Gergonne  4  (1813 — 14)  p.  338,  Eecherches  de  la  surface  plane  de  moindre 
contour  etc.,  Kreis  und  Kugel,  elementar  aber  nicht  streng,  Aboniic  (meist  Gergonne 
selbst).  Von  den  4  Sätzen,  welche  Gergonne  als  Aufgaben  gestellt  hat,  wird  der 
erste  vom  Trapez  p.  344  von  C.  Castenau  bewiesen,  die  drei  anderen  Prisma-,  und 
Parallepipedonstumpf  betreffend,  von  einem  Äbonne. 

Äbonne,  Gergonne  13  (1822)  p.  133,  Kreis,  Kugel.  Von  allen  Tra- 
pezen, welche  gleiche  Basen  und  Inhalt  haben,  besitzt  das  gleichschenklige 
die  Isoperimetrie,  entsprechend  für  Pyramiden.  Vervollständigimg: 
ibid.  14;  Jede  Kurve,  in  der  jede  Gerade,  welche  die  Mitten  zweier 
parallelen  Sehnen  verbindet,  auf  den  Sehnen  senkrecht  steht,  ist  ein 
Kreis,  entsprechendes  gilt  für  die  Kugel;  ibid.  15  p.  115.  C.  Bouvier, 
hübscher  Beweis  der  Isoperimetrie  des  Quadrats  und  Würfels  (elemen- 
targeometrisch schon  von  L'Huilier): 

(2  —  1)  <  0;  was  da  p  und  q>  1  absurd  (Kritik  p.  265). 
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JaKoh  Stehler,  1.  Cnlle  17  (1837)  p.  83—91  (23.  Jan.,  Vortrag 
in  der  Berliner  Akademie);  Maximum  und  Minimum  des  Bogens  einer 
beliebigen  Kurve  im  Verhältnis  zur  zugehörigen  Abszisse  oder  Ordi- 
nate (Crellescher  Satz  von  1811 1;  schon  hier  kommt  er  auf  den  Schwer- 
punkt. 2.  CreUe  18  (1838)  p.  281:  Auszug  aus  Vorlesung  am  1.  Dez 
1836.  Einfacher  Beweis  der  zwei  Hauptsätze:  1.  Unter  allen  Dreiecken 
mit  gleicher  Grundlinie  und  gleicher  Höhe  hat  das  gleichschenklige 
die  kleinste  Schenkelsumme.  2.  Satz  vom  Trapez,  Genjonne  13.  3.  Ver- 
wautUung  eines  Vielecks  in  ein  Vieleck»  kleineren  Umfanges  und 
höchstens  2n  —  2  Seiten,  welches  in  bezug  auf  irgend  eine  Achse 
X  symmetrisch  ist  und  dadurch  in  den  Kreis  (Schwäche  in  §  4), 
dann  auf  den  Raum:  Kugel,  Zylinder,  Kegel.  Limnille  6  (18411 
p.  105;  französisch  übersetzt  (Comptes  rendus  12  (1841)),  abge- 
druckt Crellc  24  p.  93,  Fortsetzung  französisch,  CrcIIe  24  (1842) 
p.  189.  In  den  gesammelten  Werken  p.  179,  p.  245  die  deutschen 
Originale.  Es  sind  die  Hauptarbeiten  Stcincr's  für  Isoperimetrie.  Auf 
fünf  verschiedene  Weisen  (die  fünfte  die  interessanteste)  wird  der 
Satz  vom  Kreis  zu  beweisen  gesucht;  die  zweite  Abhandlung  geht 
dann  in  Nr.  27  auf  den  Raum  ein  und  beweist  die  Sätze:  unter  allen 
»seifigen  Prismen  ist  dasjenige  regelmäßige  isoperimetrisch,  welches 
von  einer  Kugel  in  den  Schwerpunkten  berührt  wird  (32,  1),  desgl. 
für  Pyramide  und  Doppelpyramide.  In  64,  2  wird  die  Vermutung 
ausgesprochen,  daß  dies  für  alle  Polyeder  gelte.  Es  folgen  zwei  Be- 
weise für  die  Isoperimetrie  der  Kugel.  Ein  Teil  der  Resultate  in  den 
Aufgaben  und  Lehrsätzen  sowie  in  den  Xummern  3,  5  bis  12  der  ge- 
sammelten Werke. 

H.  Ttiibault,  Nouv.  annal.  2  (1843)  p.  480;  Sur  les  figures  planes  ou  sphe- 
riqiies  iVegal  perimetre  ou  d' egale  surface  (Kreisj. 

H.  l'mpfenbach,  CrelJe  2b  p.  184,  Kreisvieleek  von  allen  Vielecken  gegebenen 
Umfangs  größten  Inhalt;  beweist  nur,  daß  es  Maximum  sein  kann,  und  auch  nur 
für  Fünfeck;  Crelle  26  (1843)  p.  181,  Fa-siender  durch  Rechnung  und  allgemein. 
MourijHes,  Xouv.  annal.  2  (1843)  p.  229,  sehr  einfacher  Beweis,  daß  unter  den 
Streckenzügen,  welche  einem  Bogen  einbeschrieben  sind,  der  regelmäßige  der 
größte,  unter  den  umgeschriebenen  der  kleinste  sei. 

ScheU,  Grutiert  19  p.  450,  Maximum-Aufgaben,  elementargeometrisch 

E.  H.  Sehellbach,  Mathemat.  Lehrstunden  (1860),  Isoperimetrie  des  Kreises 
(Maximum  und  Minimum). 

T/u'Oflor  Berner,  Schlömilch  11  (18661  p.  81:  Über  Maximum 
und  Minimum  geometrischer  Figuren.  Satz  über  die  Linie  des  größten 
Flächeninhalts  auf  einer  beliebigen  Fläche  und  über  Polvedermaxima. 
Bei  jeder  Linie  C  größter  Fläche  auf  F  ist  der  Krümmungsradius  von 
C  in  bezug  auf  inkonstant  (^und  bleibt  bei  Verbiegung).     Satz  6:  Bei 
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einem    Polyedermaximum    fällt    der    Schwerpunkt  jeder   freien  Seiten- 
fläche   7Aisammen    mit    dem    der    begrenzenden  Kanten,  wenn  man  an 

jedem  Punkt  einer  Kante  die  Masse  cot  —  setzt,  wo  a  der  entsprechende 

Kantenwinkel  ist,  und  das  Massenverhältnis  ist  konstant. 

L.  Lindelöf,  Bulletin  de  St.  Petersbourg  1-1  (1869)  p.  257;  Auszug: 
Clehsch  Annal.  2  (18TÜ).  Unter  allen  Polyedern,  welche  gleiche  Ober- 
fläche, gleiche  Anzahl  und  gegenseitige  Neigung  der  Seiten  besitzen, 
hat  das  einer  Kugel  umschriebene  größtes  A'olumen.  Sind  die  Neigungs- 
winkel unbestimmt,  so  ist  das  isojierimetrische.  Polyeder  einer  Kugel 
umschrieben,  und  die  Berührungspunkte  fallen  mit  den  Schwerpunkten 
zusammen.  [Beide  Sätze  von  Stauer  für  Pyramiden  und  Doppelpyra- 
miden bewiesen  und  allgemein  vermutet,  im  wesentlichen  schon  bei 
TIk  Berncr,  Satz  6.]  Daß  die  Lindclöfschen  Sätze  gewissen  Einschrän- 
kungen unterworfen  sind,  hat  E.  Kotier,  Crelle  110  p.  198  rechnerisch 
gezeigt.  Lindelöf  soll  schon  Comptes  rendus  etc.  ä  Helsiugfors 
(1860)  27.  Jan.  mit  Differentialrechnung  die  Isoperimetrie  des  Höhen- 
dreiecks (s.  merkwürdige  Punkte  des  Dreiecks)  bewiesen  haben  und 
hat  in  den  Acta  soeietatis  Fenuicae  (1866)  Jan.  den  Punkt  kleinster 
Entfernungssumme  in  einer  sehr  bemerkenswerten  Arbeit  behandelt. 

Maximaltetraeder  bei  Flächen  mit  gegebenem  Inhalt  (Höhenschnittpunkt), 
(Lagrange  (1773)  Berliner  Akademie),  L.  rainvi»,  Kouv.  annal.  (2)  1  (1862)  p.  267, 
Existenzbeweis  durch  umständliche  Rechnung;  C.  W.  Borchardt,  Berliner  Aka- 
demie (1865)  29.  Juni,  sehr  elegante  Determinantenrechnung  {Baltzer,  Determi- 
nanten, 4.  Aufl.).  X.  Eronecker,  ibid.  (1872),  desgl.  Borchaidt,  der  die  algebraische 
Identität  mit  dem  Problem  Elbpsoid  von  kleinstem  Volumen  bei  gegebenem  In- 
halt einer  Anzahl  von  Querschnitten  zeigt.     V.  A.  Lehesgue,  Comptes  rendus  t.  06. 

Franz  Mertens,  Crelle  83  (1877)  p.  ISO;  sehr  kurz,  die  Lösung  und  die  Exi- 
stenz bewiesen. 

Walberger ,  Blätter  für  bayrisches  Gymnasialwesen  9  (1873)  p.  188,  sehr  ele- 
mentar, aber  Isoperimetrie  des  Kreises  nicht  streng. 

F.  Edler,  cand.  math.  in  Halle,  Hotf'mann  10  (1879)  p.  245  und  Göttinger 
Nachrichten  (18S2i  8.  März.  Bulletins  des  sciences  mathem.  2  (7)  p.  198. 

1.  Zu  jedem  gegebenen  unregelmäßigen  ebenen  «-Eck  läßt  sich  ein 
regelmäßiges  von  höchstens  2""*  Seiten  konstruieren,  welches  bei  klei- 
nerem Umfang  nicJif  kleineren  Inhalt  hat.  2.  Jedes  regelmäßige  Poly- 
gon hat  Meineren  Inhalt  als  die  Kreisfläche  von  gleich  großem  Umfang. 

Für  die  Isoperimetrie  des  Kreises  siehe  auch  Fried.  Meyer's  Be- 
arbeitttng  von  Wietjand's  Planimetrie  73  (1885)  und  sein  Programm 
Halle  1891,  wo  sich  sehr  einfache  Beweise  der  Isoperimetrie  des  gleich- 
seitigen Dreiecks  und  des  Quadrats  finden. 

i?.  Siurni,  Crelle  96  (18S4)  p.  36.  Zu  Steiners  Aufsatz  über  Maximum  und 
Minimum.     1.  Korrektur  des  Steinerschen  Satzes  über  den  .Sektor  als  isoperimetr. 
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Figur  der  vom  Winkel  abgeschnittenen.  2.  Verallgemeinerung  des  Edlerschen 
Beweises  des  Hauptsatzes  auf  den  Sektorsatz.  3.  Einbeschriebene  Polygone  vom 
kleinsten  Umfang  und  gleicher  Seitenzahl.  (Steiner,  Grelle  24  (1)  Nr.  63  etc.)  Das 
Fußpunktviereck  des  Kieisvierecks;  allgemein  sind  diejenigen  isoperimetr.,  welche 
mit  den  Seiten  des  gegebenen  Polygons  gleiche  Winkel  bilden  (wie  das  Höhen- 
dreieck). Dazu  E.  Lampe,  p.  78;  Das  Minimum  des  Inhalts  eines  Vierecks  bei 
gegebenen  Seiten  (Maximum  das  Kreisviereck).  E.  Sturm,  Grelle  97  p.  49;  tJber  den 
Punkt  kleinster  Entfernungssumme  von  gegebenen  Punkten;  dort  Literatur  des 
Problems,  das  schon  Tedenat,  Gerg.  1  p.  285 — 292  und  L'Huilier.  ibid.  p.  297  be 
handelt  haben.  Dazu  Ulrich,  Programm  Fiirstenschule  Grimma  (1886'.  G.  Bald- 
auf, Programm  Plauen  568  (1898).  Über  die  Punkte  kleinster  Summe  der  abso- 
luten Abstände  von  n  Geraden  (in  der  Ebene  und  im  Raum).  Die  Isoperimetrie 
ist  in  dem  elementaren  Lehrbuch  von  P.  A.  MacMahon,  s.  Nr.  4,  Amerika,  aus- 
giebig berücksichtigt. 

E.Sturm,  Grelle  06  p.  1;  Würfel  und  reguläres  Tetraeder  als  isoperimetr. 
Körper. 

F.  Maiision,  Mathesis  9  p.  112,  212,  L'arc  de  grand  cercle  est  le  plns  court 
chemin.  Kritik  der  Beweise  von  Legendre,  Blanchet,  J.  Delaunay,  Hoüel  (vergl. 
Sphäiik);  elementarer  Beweis  des  Satzes:  Man  kann  anf  unendlich  viele  Arten 
einer  beliebigen  Kurve  Vielecke  einschreiben,  deren  Umfang  größer  als  der  Bogen. 

/.  Lange,  Grunert  (2)  2  (p.  430)i.  Eine  Gruppe  planLmetrischer  Maxima  und 
Minima.  Educational  times  (1894)  Nr.  CO  1198.5,  neuer  (?)  Beweis,  daß  für  den 
Ferma^schen  Punkt  (Dreiecksseiten  unter  Winkeln  von  120")  die  Entfemungs- 
summe  Minimum. 

B.  Hoppe,  Grün.  (2)  13  (1895)  p.  69.  Einachsige  Polyeder  von  kleinster 
Oberfläche  bei  gegebenem  Volumen. 

E.  Neovius,  Clebsch  Annalen  31  (1887)  p.  359.  Wenn  ein  Winkel  gegeben 
und  darin  der  Punkt  M,  durch  M  die  Gerade  zu  ziehen,  welche  zwischen  den 
Schenkeln  Minimum  {L'Huilier  (1795)  und  in  Gergonne  2  p.  17). 

D.  Dreieck. 

Die  neuere  Dreieeksgeometrie,  von  den  Franzosen  auch  Geometrie 
Brocardienne  genannt,  siehe  in  dem  Referat  der  Euzykl.  von  Xeiibcrr/,  vgl. 
darüber  auch  die  Einleitung.  Bezeichnung:  Die  Seiten  a,  h,  c,  die  Winkel 
A  etc.,  der  Radius  des  Umkreises  R,  des  Inkreises  r,  die  Ankreise  »•„  etc., 
die  Zentren  0,  J,  J,.  etc.,  der  Höhen(schnitt'ipunkt  H,  der  Schwer- 
punkt S,  der  Inhalt  A,  der  halbe  Umfang  /),  die  Seitenergänzungen 
p^  etc.  oder  p  —  a  etc. 

17.  Merkwürdige  Punkte,  a.  Feuerbach.  In  der  „Solatio  facilis", 
Novae  commentationes  Petrop.  11  (1765)  p.  103  bestimmt  Euler  die 
Lage  und  die  Entfernungen  vom  Höhen(schnitt~)punkt  (=  E),  Schwer- 
punkt (=F"),  Zentrum  des  Inkreises  (=  G),  Zentrum  des  Umkreises 
(=  H)  durch  die  Koordinaten  in  bezug  auf  .1  als  Ursprung  imd  AB 
als  Abszissenachse;  er  findet  dabei  OJ-  (aber  nicht  in  der  Form 
Rü  _  2>-p),.  und  daß  HSO  in  einer  Geraden  E  (^Eulcrschn  Gerade)  und 
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SO,  daß  i/o  =  4- /TS  und  SO  =  ^  HO  ist  (p.  114).  Caniot  in  der 
geometrie  de  position  (1804)  fand  dasselbe.  Fenerhach  bewies  1822, 
daß  der  Kreis  durch  die  Seitenmitten  auch  durch  die  Höhenfußpuukte 
geht  (eigentlich  umgekehrt)  und  seiu  Zentrum  .V  auf  E  liegt  und  so, 
daß  die  Verhältnisse  1:2:3:6  sind;  er  erwähnt  iiiclit,  daß  der  Kreis 
die  oberen  Höhenabschnitte  halbiert,  dagegen  beweist  er  den  merk- 
würdigsten Satz  (^Fp((*rku7(scher  Satz\  daß  dieser  Kreis  alle  Berührungs- 
kreise des  Dreiecks  berührt.  Der  Beweis  ist  einfach  durch  rechnende 
Geometrie,  nicht  ohne  Trigonometrie  vorauszusetzen.  Daß  der  Feiter- 
bachsehe  Kreis  ÄH  etc.  halbiert,  haben  Brianchon  und  Foncelet,  Ger- 
gonne  11  p.  215  theor.  9  der  Hyperbole  equilatere  gezeigt,  wo  die 
Konfiguration  ABCH  ziemlich  erschöpfend  behandelt  ist.  Seitdem 
heißt  der  Kreis  bei  den  Franzosen,  z.  B.  BohiUier  (vielleicht  schon  1832) 
und  Mcntion,  Xouvelles  aunales  9  (1850i  Kreis  der  9  Punkte,  dagegen 
John  Casey  noch  1861  Kreis  der  6  Punkte. 

Der  FeucrhachschQ  Satz  blieb  so  unbekannt,  daß  er  von  'J'frquiDi 
(1841)  nachentdeckt  werden  konnte,  desgl.  von  Sir  W.  Hamilton  und 
Hart  etwa  1860,  obwohl  ihn  Steiner  im  Gerg.  19  und  in  den  geo- 
metrischen Konstruktionen  von  1833  (p.  55  Anmerkung)  erwähnt.  Erst 
in  allerneuester  Zeit  haben  sich  Franzosen  und  Engländer  entschlossen, 
den  Neunpunktkreis  nach  Fciurhach  zu  benennen.  Der  Satz  findet 
sich  auch  in  der  ausgezeichneten  Schrift  Ch.  Nagel' 8  „Untersuchungen 
über  die  wichtigsten  zum  Dreieck  gehörigen  Kreise"  (1836)  und  bei 
C.  Adams  (^1846)  „Die  merliwürdigsten  Eigenschaften  des  geradlinigen 
DreiecJis",  wo  sich  auch  alle  Eigenschaften  der  Sgmmediane^  sowie  des 
sogenannten  Lemoineschen  bezw.  Greheschen  Punktes  finden.  Und 
Beusehle  in  den  mathem.  Abhandlungen,  Programm  Stuttgart  1853 
spricht  schon  aus,  daß  der  Feuerhach  32  Kreise  heriihrt.  lange  vor  Ha- 
milton; endlich  H.  von  HoUehcn  und  Geruien  verwerten  ihn  ausgiebig  in 
ihrer  viel  zu  sehr  vergessenen  Aufgabensammlung  (1831). 

Geschichte: 

History  of  the  nine  point  circle  J.  S.  ^lachay.  Edinb.  Proceed.  11 
(1893)  p.  19.  —  Die  grundlegende  Schrift  heißt:  „Eigenschaften  einiger 
merkwürdigen  Punkte  [Aer  Ausdruck  hier  wohl  zuerst)  des  geradlinigen 
Dreiecks  und  mehrerer  durch  sie  bestimmter  Linien  und  Figuren." 
Eine  analytisch  trigonometrische  Abhandlung  von  Karl  Wilh.  Feuer- 
bach,  der  Philosophiae  Doktor,  mit  einer  Vorrede  von  Karl  Buzengeiger, 
ordentlichem  Professor  der  Mathematik  an  der  großherzoglich  badischen 
Universität  Freiburg,  Nürnberg  1822. 

Sie    enthält    zunächst    eine    Reihe   von    Relationen   über    die    Be- 
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rührungskreise,  davon  viele  neu,  ist  überhaupt  eine  Fundgrube  von 
Relationen,  die  seither  in  den  Nouvelles  annales,  dem  Bonnjet,  den 
Educatioual  tinies  etc.  immer  wiederkehren.     So  z.  B. 

AJBJ-  CJ=4r''E;     I)EF:r  =  D'EF  :  r   etc.  =  A  :  22?; 
a^  +  AIP  =  4:R^ 

lange  vor  Steiner  (aber  nach  Carnot,  geometrie  de  position).  Im  2.  Ab- 
schnitt wird  das  Dreieck  der  Höheufußpunkte  behandelt;  daß  sein  Umfang 
im  spitzwinkligen  Dreieck  Minimum,  wird  im  ü.  Abschnitt  rein  geometrisch 
bewiesen;  es  wird  gezeigt,  daß  die  Verbindungsgerade  der  Projektionen 
eines  Höhenfußpunktes  auf  die  beiden  anderen  Seiten  konstant  und 
gleich  dem  halben  Umfang  ist.  Im  4.  Abschnitt  Bestimmung  der 
gegenseitigen  Lage  der  vorzüglichsten  bisher  betrachteten  Punkte,  z.  B. 

OH^  etc.,   hier  in  §  57   ganz   direkt  XJ=—R  —  r;    XJ' =  r'  -{-  ^  B, 

wodurch  der  Feuerbachsche  Satz  bewiesen  ist.  Der  5.  Abschnitt  ent- 
hält dann  Sätze  wie:  Jedes  Dreieck  ist  selbst  mittlere  Proportionale 
zwischen  dem  Dreieck  der  Berührungspunkte  eines  seiner  Berührungs- 
kreise und  dem  Dreieck  der  drei  anderen  Zentren  der  Berührungskreise; 
die  Dreiecke  sind  ähnlich,  und  der  betreuende  Punkt  J  ist  Ahnlichkeits- 
punkt.  Auch  der  Satz  über  die  konstante  Potenz  von  H  ist  von 
Fcnerbach  oder  bei  Ffiicrhach;  ebenso  ist  ihm  die  Konfiguration 
ABGH  nicht  entgangen,  sowie  der  Zeichenwechsel  für  die  Radien  der 
Berühi-ungskreise. 

In  den  geometrischen  Konstruktionen  von  1833  hat  Steiner  die 
Quelle  aller  dieser  Beziehungen  (z.  B.  daß  AH  =  20 Ä,  Monge,  Carnot, 
Feuerhach)  in  der  doppelt  ähnlichen  Abbildung  von  Höhenpunkt  imd 
Schwerpimkt  aus  angegeben;  auch  noch  drei  fragwürdige  Punkte  zu 
den  neun  hinzugefügt. 

0.  Terquem,  Nouv.  annal.  1  (1842)  p.  19ij;  Feuerhachschn  Satz  mit  Erweite- 
ruujj  (projektive  Beziehung)  auf  die  Kegelschnitte  ((j),  wo  die  Höhen  durch  den 
Seiten  konjugierte  Eck-Transversalen  ersetzt  werden. 

/.  Wolstenholme ,  Quarterly  joamal  2  (1860)  p.  138  elementar;  ähnlich  wie 
Steiner,  und  Kreisviereck-Satz;  Der  Halbkreis  halbiert  die  6  Zentralen  der  4  Be- 
rührungskreise {Jlention  1850);  ibid.  Sir  W.  HamiUon,  algebraisch,  Konstruktion 
der  Berührungspunkte  und  der  gemeinsamen  Tangenten. 

A.  Hart,  Quarterly  journ.  4  (18(52)  p.  152,  geometrisch  nach  Bericht  von 
Sahnon.  Verlängert  man  0.7  über  J"  um  sich  selbst  bis  a;,  so  ist  xH^B  —  2r, 
darauf  gründet  Hart  einen  sehr  einfachen  Beweis  des  Feiierbachschen  Satzes; 
Salnion  hat  in  der  4.  Aufl.  der  C'onic  sections  vier  Beweise,  darunter  einen  sehr 
eleganten,  der  von  W.  Huiiiiltoii  stammt.  Ibid.  gibt  J.  Casei/ ,  „On  Dr.  Hart's, 
Sir  W.  Hainiltoti'a  and  other  properties  of  the  six  point  circle"  den  ersten  rein 
elementargeometrischen  Beweis  des  Feuerhachachen  Satzes,  konstruiert  zugleich 
die   Berührungspunkte,    so    auch  Ä  sequel  to  Euclid  (in  Salmon^s  Conic  sections 
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finden  sich  noch  zwei  sehr  elegante  lieweise  mit  üreieckskourdinaten);  ibid.  p.  2(JU 
Hart,  Ausdehnung  des  J'VMC/idcÄschen  Satzes  auf  die  Kugel.  Sir  W.  Hamilton  a 
Brief  an  Hurt  zeigt,  daß  der  Seitenniittenkreis  eines  sphärischen  Dreiecks  die 
Berührungskreisc  nicht  tangiert;  Haj-t  zeigt,  daß  es  einen  solchen  Kreis  gibt,  und 

berichtet,   daß  Salmon  und  Sir  W.  Hamilton  für  den  Radius r- ig B gefunden. 

Der  //arische  Satz  gehört  in  das  Taktionsproblem:  Nimmt  man  irgend  drei  von 
den  acht  Kreisen,  welche  drei  gegebene  berühren ,  so  kann  ein  Kreis  beschrieben 
werden,  der  diese  drei  berührt  und  einen  vierten  von  den  acht  Berührungskreisen. 
Von  Ciisey  durch  Inversion  bewiesen:  Proceedings  of  the  royal  Lrish  academy  (18ti6) 
9.  April  p.  396—423  (höchst  bedeutend). 

Sehr  einfache  Konstruktion  der  Berührungspunkte  des  Feuerhaclsch&n  Kreises 
mit  den  Kreisen;  s.  auch  A  sequel  to  Euclid  (18S1). 

Mc  Doirell,  Quarterly  journ.  5  (1862)  p.  269;  einfach  geometrischer  Beweis 
des  Feuerbachschen  Satzes  (kennt  den  Caseyschen  nicht)  mittels  teilweiser  Umkehr 
eines  Case^schen  Kreissatzes;  ibid.  p.  313  JST.  E.  Greer  mit  Dreieckskoordinaten; 
ibid.  p.  318  /.  Casey ,  sehr  einfache  Konstruktion  der  Berührungspunkte  des 
Feuerbachs.iih6n  Kreises  mittels  der  zweiten  gemeinsamen  Tangente  der  Ankreise 
(s.  Taktionsproblem),  G.  Battaglini ,  Rendiconti  Napoli  (1862)]  Sept.  Daß  der 
Feuerbachs,ch&  Kreis  die  12  In-  und  Ankreise  der  Dreiecke  AB H  eXc.  ebenfalls 
berührt,  ist  vor  Sir  W.  Hamilton,  Quarterly  journ.  4  p.  219,  schon  von  Mention, 
Nagel,  Reuschle  1.  c.  ausgesprochen,  Casey  für  den  Umkreis  als  Feuerhichsbher 
Kreis  der  vier  Dreiecke  aus  je  drei  Zentren  der  Berührungskreise  analoger  Satz, 
aber  vorher  Nagel.  Adams,  h'euschk,  Mention  etc.  Ibid.  6  (1864)  Salmon''B  Kon- 
struktion des  Zentrums  des  sphärischen  Feuerbachschen  Kreises.  (Die  Arbeit  ge- 
hört in  die  analytische  Geometrie  dreier  Dimensionen.)  Ibid.  p.  226  Griffiths,  Der 
Neunpunktkreis ,  der  Umkreis  und  der  Kreis,  der  in  bezug  auf  ABC  autopolar 
ist,  (Zentrum  H,  Radius  1^4  Ä' cos a  cos (3  cos p)  sind  koachsial,  .S'  ist  Pol  der  Radi- 
kalachse in  bezug  auf  den  Kreis  H\  mit  Dreieckskoordinaten.  Ibid.  7  (1866)  p.  47 
W.  F.  Walker,  Satz  von  Griffiths,  elementargeometrisch;  zuerst  dort,  daß  HP 
durch  die  SiWon-Linie  (s.  d.)  gehälftet  wird.  Griffiths  p.  50  (Dreieckskoordinaten): 
Auch  die  Polarkreise  von  A,  B,  C  und  der  Polaren  H  koachsial  mit  Feuerbach. 
Ibid.  p.  302   ir.  H.  B;  Kreis  der  9  Punkte  analog  wie  Feuerhach. 

C.  C.  Gerono,  Nouv.  annal.  (2)  4  (1865)  p.  220;  elementargeometrische  Kon- 
struktion der  4  Berührungspunkte  mit  dem  Lineal,  elementarer  Beweis  {Hamiltott'a 
Gedanke).  Gerono  erwähnt  den  elementaren  Beweis:  Giornale  di  matematica  al 
uso  degli  studenti  deUe  univers.  ital.  1  (1863)  von  X  Trudi,  Intorno  etc.  (Nota  di 
Fug.  Beltraini,  Intorno  alle  coniche  dei  nove  punti  (1863)  Bologna  Mem.  (2)  2 
p.  361). 

K.  Kücker ,  Grunert  47  (1867)  p.  1,  Über  die  ausgezeichneten  Kreise  des 
Dreiecks;  Feuerbachschei  Satz;  Satz:  Projiziert  man  eine  Ecke,  z.  B.  A  auf  M\ 
und  Wg ,  so  geht  die  Verbindung  der  Projektionen  durch  B'  und  C  (vgl.  Winkel- 
halbierende);  die  drei  Kreise,  von  denen  jeder  einen  der  Ankreise  umschließend, 
die  beiden  anderen  ausschließend  berührt,  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

iV.  Ferrers,  Quart,  journ.  9  (1868)  p.  147  kurz  analytisch.  Das  Zentrum  der 
Stemerschen  Hypocycloide  ist  das  des  Feuerbachschen  Kreises. 

J.  Lappe,  Grelle  71  p.  387,  rein  geometrisch,  aber  Lehre  von  der  Radikal- 
achse, und  Kreisbüschel.     Fuhrmann,  Grün.  62  desgl. 
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W.  Binder,  Brief  an  Baltzer  (1892)  rein  elementargeometrisch;  von  Baltzer 
publiziert  in  der  3.  Aufl. 

C.  W.  Baur,  Sehlömüch  12  (1S67)  p.  354  mittels  Reelinung  Konstruktion  der 
Berührungstangenten  zwischen  Inkreis  und  i^pi/erfcrtc/ischem  Kreis,  von  H.  Schttbert, 
Schlöm.  16  p.  83  vervollständigt. 

H.  Schröter,  Rückführung  auf  den  Ptolfmäus,  Clebscli  Ann.  7  il874)  p.  517, 
derselbe  benutzt:  Crelle  68  (1868)  p.208  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  rein  elementar- 
geometrisch, aber  vieles,  -was  schon  bei  »/.  yiention,  Nouv.  annal.  'J  (1850)  p.  324 
und  E.  BobiUer,  Elements  de  geometrie  (1831),  insbesondere  die  Benutzung  der  zur 
Dreiecksseite  symmetrischen  gemeinsamen   lange nte. 

tTohn  P.  Taylor,  Quarterly  journ.  13  iI875i  p.  117  gibt  den  bis  dato  ele- 
gantesten Beweis  des  Feuerbachschtn  Satzes  mittels  Inversion.  (Gestützt  auf  Satz 
von  Mc  DotreU{?)  weist  er  nach,  daß  A' H^  im  Feuerbachschen  Kreis  den  Winkel 
\  B  —  C  \  faßt,  was  auch  ganz  elementar  einleuchtet  etc.) 

J.  Neuherg ,  Nouv.  correspoudance  1  (1875j  p.  160,  Sur  le  cercle  des  neuf 
points;  ibid.  4  (1878)  p.  2  7.  Mennesson,  sehr  kurz,  Dreieck  und  Höhen  als 
Projektion  einer  Pyramide;  ibid.  5  (1879)  Chadu,  Feuerbachschei  Satz.  ISlalloisel, 
Bourget{18TS)p.  97  1.  Bogen  über  H^  und  A'  faßt  (B  —  C)  —  Taylor—;  2.  wenn 
man  auf  11',  von  B  und  C  die  Lote  fällt,  so  sind  die  Vierecke  H^,DA'E  inakrip- 
tibel  und  die  Zentren  dieser  Kreise  sind  auf  dem  FcU'  rbaclischen  Kreis  (vor  Taylor 
vom  Artillerieleutnant  Calabre  ohne  Beweis  Malloizel  mitgeteilt.) 

James  Booth,  Bourget  (1879)  p.  3  FcM<r6acA scher  Kreis,  Feuerbachschei  Satz, 
Fortsetzung  p.  298. 

Satz  von  ?  Wenn  B  der  Punkt,  wo  Kreis  ■/  Seite  BC  berührt 
und  E  der  zu  -/j  gehörige  und  Kreis  über  DE  die  zu  AB  konjugierte 
gemeinsame  Tangente  von  J  und  J^  in  F  und  G  schneidet,  so  liegen 
F  und  (r  auf  dem  Feucrhach. 

H.  Schubert,  Hoff'maun  13  (1882)  p.  19,  recht  elementar. 

K.  Österreicher,  Programm  Wien  (1882);  Der  Feuerhachsche  Kreis;  im  wesent- 
lichen Feuerbach,  im  Anhang  einige  eigene  Sätze. 

McMichael,  Messenger  11  |1882)  p.  77;  Feuerbachschex  Satz,  elementare 
Umkehruug  des  Casey - Hartachen  Satzes  über  die  Dilferenz  der  Quadrate  der 
Tangenten  (s.  Kreis);  ibid.  (1884)  C.  Leudesdorf,  Zusammenstellung  und  eigener 
Beweis  der  Berührung. 

E.  Catalan,  Nouv.  annal.  (3)  2  (1883)  p.  82;  Feuerbachscher  Kreis  durch  die 
3  Zentren  der  Inkreise  der  3  „Annex"dreiecke  des  Mittelpunktdreiecks;  ibid.  Lc- 
moine  (rekurrente  Geometrie);  ^1/.  Jcnkins,  Educational  times  7185  1 1883)  39.  Ders. 
On  some  geometr.  proofs  Quarterly  Joum.  21  (1886)  p.  89  und  dann  H.  M.  Taylor, 
Lond.  Math.  See.  Proc.  XV  (1884)  p.  122. 

J.  Lange,  Programm  Berlin  (1884);  Die  Berührungskreise  eines  ebenen  Drei- 
ecks und  deren  Berührungski-eise;  er  hatte  schon  vorher:  GriDiert  66  (1881 1  p.  220 
und  67  p.  191  den  Neunpunktekreis  behandelt. 

S.  Kantor,  Schlümilch  25  (1880)  p.  54;  Feuerbach.  Berührungspunkt  des 
i-^idT^'nc^ischeu  Kreises  und  des  Ankreises  ist  merkwürdiger  i  Symmetrie  i  Punkt 
für  das  Dreieck  der  3  Berührungspunkte  auf  den  3  Seiten. 

B.  Ziegler,  Zeitschrift  für  Kealschulwesen  9  (1884;)  p.  143:  Über  den  Feuerbach- 
schen Kreis  (einfach  und  elegant). 
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E.  Lemoiite,  Nouv.  annal.  (3)  5  (1886)  p.  122;  Dreieckakoordinaten;  Bezug 
auf  Gerono's  (1865)  Konstruktion  der  Berührungspunkte. 

W.Goilt,  Grunert  (2)  14  (1886)  p.  436;  sehr  liübscher  Beweis  des  Fexterhach- 
Bchen  Satzes;  Verbindet  man  jeden  der  Berührungspunkte  mit  den  Mitten  der 
Seiten,  so  ist  von  diesen  3  Strecken  immer  eine  gleich  der  Summe  der  lieiden  andern. 
Die  Diagonalptiitktc  des  Vierecks  der  4  Berührungspunkte  liegen  auf  den  Seiten 
des  Mittendreiecks. 

/.  Lange,  Grunert  (2)  3  (1886);  Beweis  des  Feuerbachschen  Satzes  nach 
Schriiter  {Clebsch  Ann.  7). 

W.  V.  Miorini ,  Programm  Bielitz  (1886);  Feuerbach  vom  Standpunkt  der 
neueren  Geometrie. 

Lignieres,  ßourgct  (1886)  p.  3;  Beweis  des  Feuerhach^chen  Satzes  (Zen- 
tralen). 

Simmons,  ibid.;  wenn  (A  —  jB)  =  90,  so  liegt  das  Zentrum  des  Feuerbachschen 
Kreises  auf  AB  (l'aylor,  Malloizel);  ibid.  F.  Lemoine,  p.  1'J3  Gleichung  der  gemein- 
samen Tangente  an  den  Feuerbachschtn  Kreis  und  einen  Berührungskieis.  (Größte 
eingeschriebene  Ellipse.) 

M  F.  F.  Tarjon,  Nouv.  annal.  (3)  7  (1888)  p.  288  (Kreis  um  H  mit  konstanter 
Potenz  von  B,  vgl.  Griffiths,  Feuerbach  als  Ort  der  Schwerpunkte  einer  Schar  von 
Vierecken,  etc.). 

7?.  ir.  Gf»iesf,  London  niathem.  society  proceedings  19  (1888)  p.  216;  beweist 
elementar  den  Feuerbachschen  Satz. 

A.  Gob,  Mem.  Soc.  Roy.  Liege  (2)  16  Nr.  3  (Suppl.  Mathesis  9,  1889);  Sur 
la  droite  et  le  cercle  d'Fuler. 

F.  Lemoine,  Bouryet  (1889);  question  803.  Zieht  man  durch  A'  etc.  die 
Symmetrischen  zu  a  etc.  in  bezug  auf  eine  beliebige  Richtung,  so  schneiden  sich 
diese  3  Geraden  auf  dem  Feuerbachschen  Kreise. 

R.  Slawyk,  Sehlömüch  35  (1890)  p.  36;  Feuerbach  projektiv. 

J.  J.  Milne,  Bourget  (3)  4  (1890)  p.  3 — 5,  sehr  einfach  und  elegant,  mit  ganz 
elementarem  Satz:  AB  feste  Tangente  an  Kreis  K  in  B  und  durch  D  Gerade, 
welche  AB  in  E  trifft  und  auf  DE  Punkt  M  so  gewählt,  daß  DE  ■  DM  =  Puteuz 
von  D,  so  ist  der  Ort  von  M  ein  Kreis,  der  durch  D  geht  i^Peripheriew.)  vmd 
Kreis  K  in  B  berührt. 

Friedrich  Meyer,  Städtisches  Gymnasium  zu  Halle,  Programm  (1891). 

Arth.  Cayley,  3Iessenger  23  (1893)  p.  23;  On  the  nine-points  eircle;  analytisch 
geometrisch.  Radien  nach  den  Berührungspunkten  halbieren  Winkel  zwischen  den 
Radien  nach  den  nicht  zugehörigen  Höhenijunkteu. 

/.  Keuberg,  Mathesis  14  (1894)  p.  183  elementarer  Beweis  des  Feuerbachschen 
Satzes;  ibid.  p.  42  einfache  Ableitung  der  Nennpunktigkeit  in  bekannter  Weise 
durch  Kreisviereck. 

tT.  Lange,  Geschichte  des  Feuerbachschen  Kreises,  Progr.  Berlin  1 18'J4\  34  S., 
20  Beweise  mit  Quellenangabe  sachlich  geordnet;  voraugeschickt  Abriß  der  Ge- 
schichte der  merkwürdigen  Punkte    des  Dreiecks.*) 


*)  Diese  wichtige  Schrift  war  Ref  entgangen,  und  ist  er  durch  Herrn  Lampe 
bei  der  Korrektur  auf  sie  hingewiesen  worden,  auch  die  Aufgaben  in  Hoffimnni's 
Zeitschrift  wären  zu  berücksichtigen  gewesen.  Vergl.  „Sammlung  der  Aufgaben 
des  Aufgaben -Repertoriums  der  ersten  25  Bände".  Leipzig,  TeuLuer  1888, 
p.  246 — 287  „Neuere  Geometrie  des  Dreiecks". 
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J.  S.  MacTcny,  Edinb.  mathemat.  society  (1883)  13.  April,  gedruclit  1894;  ibid. 
13  (1895)  p.  20,  R.  F.  Davis,  sehr  einfach  Feucrhachscher  Satz. 

L.  Vaittre,  Bourget,  (4)  4  (1895)  63  p  83;  FeuerbachscheT  Satz,  ganz  elementar. 

Soons,  Mathesis  IG  p.  57;  Man  projiziert  die  Ecken  auf  eine  Gerade  »i  und 
die  Fußpunkte  wieder  auf  die  3  Seiten,  die  3  Projektionslote  schneiden  sich  in 
M,   geht  ?n  durch  0.  so  liegt  31  auf  dem  Feuerbuchschen  Kreis. 

ir.  Godt,  Münchener  Berichte  26  (1896j  p.  119—166  (aber  nicht  elementar,; 
Über  den  Feuerbachschen  Kreis  und  eine  Steinerache  Kurve. 

Davis,  Educational  times  (9484)  64  (1896)  p.  57;  dito  (12  801)  Hilhjer. 

V.  B.  Aiyar,  Edinb.  mathem.  society  proceedings  15  (1897)  p.  74;  Beziehung 
zwischen  dem  Kreis  durch  die  Schnitte  zweier  koufokaler  Kegelschnitte  und  dem 
i^t'i«j-6(((7(schen  Kreis.  Verallgemeinerung  der  allgemeineren  Sätze  von  McCay 
^Irish    Aoad.  Juli  1885). 

J.  Lativernay,  Bourget  (1899)  p.  193  (einfach  aber  künstlich). 

N.  Schmidt,  Programm  Athenäum  Luxemburg  (1901);  Sur  le  cercle  des  neuf 
poiuts;  sehr  vollständige  Zusammenstellung. 

Feiierbachscher  Kreis  im.  Baum. 

E.  Proiihet,  Nouv.  annal.  (2)  2  (1863)  p.  132;  Im  Tetraeder  mit  Höhen- 
schnittpunkt M  geht  eine  Kugel  durch  die  Fußpunkte  der  Höhen,  die  Schwer- 
punkte der  Seiten  und  teilt  die  oberen  Höhenabschnitte  im  Yerhältnis  2:1. 

•7".  C.  Lewis,  Messenger  11  (1882)  p.  36;  Wenn  die  Gegenkanten  eines  Te- 
traeders aufeinander  senkrecht  stehen,  so  liegen  die  4  Feuerbachschen  Kreise 
der  Seiten   auf  einer  Kugel. 

C  Intrigila,  Nap.  rendiconti  (1883)  p.  69;  Sul  tetraedro ,  die  wahre  Ver- 
allgemeinerung: Kugel  durch  die  Schwerpunkte  der  Seitenflächen  geht  durch 
12  merkwürdige  Punkte.  Ihr  Zentrum  harmonisch  zu  dem  der  Umkugel,  dem 
Schwerpunkt  und  dem  Zentrum  des  Höhenhyperboloids. 

S.  Boberts,  London  mathem.  society  proceedings  19  (1888)  p.  152.  Zwei 
Verallgemeinerungen  des  Satzes  für  den  Raum  (Kugel  der  16  Punkte  etc.). 

Die  erste  Aufgabensammlung,  in  der  der  Feuerhachsche  Satz  aus- 
giebig verwandt  ist,  ist  v.  Holleben  und  Gcncicn  (1832). 

Eulersclie  Gerade,  E;  J.  Wolstenhohne,  Educat.  times  40,  5426 
(1884)  p.  74;  die  beiden  Punkte,  deren  Abstände  von  den  Ecken  des 
Dreiecks  ABC  proportional  den  Sinus,  ebenso  die,  deren  Abstände 
proportional  den  Kosinus  der  zugehörigen  Winkel  sind,  liegen  auf  E. 
Beweis  analytisch  durch  Rechnung  {J.  Lange,  geometrisch  beim  Re- 
ferat in  den  Fortschritten). 

E.  Schonte,  Schlömileh  32  (1887)  p.  59;  Ein  geometr.  Problem. 

Eine  elementare  VeraUgemeinerung  des  Feuerbachschen.  Satzes  am 
Dreieck,  MacMahon,  London  mathem.  society  proceed.  14  (1883) 
p.  129.  (Note  von  M.  Jenkins  p.  132.)  Der  Feuerbachsche  Kreis  spaltet 
sich  in  2  Kreise  mit  gleichen  Radien,  elementar. 
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w  ,  Faktor  b  —  a,  was  schon 
W.  Mink,  Grunert  15    (1850)    p.  358.    Lehmiis  selbst  zwei 


b.  Wiukelliiilbiereude. 

Zumeist  der  sogenannte  Lehmus-Steinersche  Satz,  der  mit  dem- 
selben Recht  auch  Terqucmscher  heißen  könnte.  Zu  gleichen  (inneren) 
Winkelhalbierenden  ffehören  gleiche  Winkel.  Die  Winkelhalbierenden 
sind  dabei  bis  zur  (iegenseite  gerechnet.  Dann  das  Problem:  Das 
Dreieck  aus  den  3  Winkelhalbierenden  zu  konstruieren. 

Der  LehniHS-Stritursche  Satz  „L"  wurde  1840  von  Lrlnnufs  brief- 
lich Sk'incr  mitgeteilt  und  von  diesem  ziemlich  umstiindlicli,  Crcllr  28 
(1844)  p.  375,  Gesammelte  Werke  2  p.  321,  bewiesen,  auch  für  das 
sphärische  Dreieck  und  verallgemeinert:  Wenn  die  Winkel  eines  Drei- 
ecks durch  gleichliegende  Linien  in  gleichem  Verhältnis  geteilt  werden, 
so  sind  die  Winkel  gleich,  Zeichen:     (A.  L.) 

0.  Tcrquem,  Nouvelles  annales  2  (1842)  p.  79  (Trigonometrie  nach  Eukr);  tri- 
gonometrischer Beweis  p  87 ;  der  Satz  ist  p.  54  als  Aufgabe  gestellt  und  die 
folgotden  sind  ausdrücklich  als  Steincrache  bezeichnet. 

Eougeoin,  ibid.  p.  138;  durch  hübsche  Betrachtung  von  Grundlinie  und 
Winkel  an  der  Spitze;  Dreiecke  kongruent,  wenn  sie  in  &,  (J  und  lü^  überein- 
stimmen; ibid.  311,  St.  Paer,  Peripheriewinkelkreis;  Bud.  Woi/' (Züricher  Astronom), 
Grunert  3  (1843)  p.  449  (auch  sphärisch,  wenn  a  -\-  y  <^7i)\  Th.  Lange  Grunert  13 
(1849)  p.  337  (A.  L.);  Grunert  selbst  p.  341  L,  w.  = 
Terqurtn    angedeutet.       ""  '      ~ 

Beweise,  mitgeteilt  von  Th.  Lange  ibid.  p.  223  der  erste  ganz  elementargeometrisch. 
B.  Ballzer,  Gricnert  16  (1851)  p.  201;    Ä  L    sehr   hübsch:    Ä.  SeebecJc,  ibid.  p.  202, 
Satz:    Wenn    die    Ecktransversalen  durch  einen 
Punkt  einer  Winkelhalbierenden  gleich  sind,  so 
sind    die    Winkel    gleich.     Von   den    Querlinien 
durch   eine  Winkelhalbierende   ist  die    auf  der 
Winkelhalbierenden  Senkrechte  die  kürzeste,  von 
je   zweien  die    die  längere,   welche  von   ihr  am 
meisten  abweicht  (also  symmetrisch  gleich),  auch 
für    sphär.   Dreieck,    und   von   F.  August    ibid. 
p.  259    ähnlich    wie     B.    Baltzer;    Zech    p.  ;^56 
(länger  wie  August)  ibid.  18  p.  357,  C.Schmidt; 
T.  Clausen  20   p.  459;  C?i.  Gaffel,   p.  470    sehr  j^j 
hübsch  und  rein  geometrisch,  den  Umkreis  her- 
anziehend;  auf  denselben   Gedanken    verfiel  H. 

A.Schwarz  in  seiner  ersten  Arbeit,  Grunert  37  (1861)  p.  445  (fehlt  in  den  ge- 
sammelten Werken);  A.  Niegemann,  Grunert  41  (1863)  p.  151,  sehr  einfach,  trigo- 
nometrisch. 

Anonymus,  Nouv.  annal.  13  (1854)  p.  192. 

N.  Devylder,  ibid.  p.  332  A  L  (aber  nicht  einfach) ; 

E.  Lavelaine,  p.  333,  w^' =  bc  —  pei;  ibid.  14  p.  32,  Note  zu  13  p.  332.    Zu- 
satz von  L.  Bourdelles  16  (1857)  p.  102.     (Fig.  22.) 

S.  Günther,  Hoff'mann  23  (1892),    Literatur,    eigener,    nicht    strenger    Beweis; 
P.  V.  Scliaetven,  ibid.  24  (1893)  p.  438,  einfach  trigonometrisch;  Gerluch,  algebraisch 
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wie  B.  Wulf,  p.  430;  Krüger,  Hoffmann  25,  untersucht  auch  die  Gleichheit  von 
innerer  und  äußerer  Winkelhalbierender. 

A.  Emmerich,  Hofjmcnin  26  (1895)  p.  173;  Wenn  j«^ '  ^  m?^,',  so  ist  entweder 
a  =  c  oder  AJ- ^=  BJ  ■  CT,  trigonom.;  ders.,  Hoff  mann,  21)  (1898)  p.  91  trigonom.; 
A.  Schiappu  3Ionteira,  Teixeira  8  (1886)  p.  51,  zwei  neue  Beweise. 

A.  Bernotti,  Supplemente  al  periodico  2  (1899;  p.  C6,  Beweis  mit  den  Mitteln 
vou  Euklid  I  (Lösung  der  9'  quistione  a  concorso). 

Der  kürzeste  Beweis  ist  wohl  der  folgende: 

"'*  (fl  4-  <^)  äi°  ^  =  2'/,  also  wenn  jr^  =  «i^,,  so  ist: 

ß  ,       .       y  .       y  ß 

c  sm  ~ 0  Bin  -^  =  a  (sin sm  -!^). 

y  .     ß         .  y  ß 

Wenn  aber  sin  —  >  sin  — ,  so  ist:  cos  —  <C  sin  — , 

2  2  2  2 

also  müssen  infolge  des  SinuBsatzes  beide  Seiten  0  sein  (derselbe  Beweis  auch 
sphärisch,  wenn  /  den  Eckensinus  bedeutet). 

Nach  einer  Mitteilung  von  E.  Lampe  soll  sich  neben  verschiedenen 
recht  einfachen  Beweisen  auch  dieser  im  Supplemente  al  periodico  di 
matemat,  1899  finden.  Im  Suppl.  al  Per.  2  (1899)  p.  5  ist  außer  der 
oben  angeführten  Literatur  noch  zitiert: 

Rieke,  Mathematische  Unterhaltung,  1867  p.  38,  1868  p.  48. 

F.  Giudice,  F.  Ferrari,  Periodico  di  Mat.  8  (1893)  p.  31  u.  186. 

In  Lehrbüchern:  C.  Adams  (1846);  Die  merhtviirdigen  Eigen- 
acliaften  des  geradlinigen  Dreiecks  p.  10  und  11;  zwei  Beweise,  1  von 
L.  Moosbnigger. 

L.  A.  Kunze,  (1851)  p.  221.  .7.  MacBowell,  London  (1881)  p.  116  der  Exercises 
on  Euklid.  Einen  Beweis,  der  vom  Parallelenaxiom  wuibhängig,  gab  G.  Tarry, 
Bourget  19  (1896)  und  H.  F.  Blichfeldt,  Annais  of  math.  (2)  4  ri902)  p.  22. 

Eine  Fundgrube  von  literarischen  Notizen  über  Eigenschaften  der 
Winkelhalbierenden  ist  3Iackay's:  Properties  connected  with  the 
angular  bisectors  of  a  triangle;  Edinb.  Math,  society  proceedings  lo 
(1895)  p.  37;  doch  sind  die  Angaben  nicht  absolut  richtig.  So 
gibt  3Iacl;ay  für  den  Satz:  „Projiziert  man  2  Ecken  auf  eine  Winkel- 
halbierende, so  entsteht  ein  harmonisches  Punktsystem"  Fuhrmann 
1890!  an,  und  ebenso  ist  mir  der  Satz  von  ,,Tutcnscnd'\  Educat. 
times  14  (1870)  p.  76  vom  harmonischen  Mittel  zwischen  h  und  c 
schon  seit  meiner  Schülerzeit  bekannt,  da  beide  Sätze  unmittelbare 
Folgen  des  Fundamentalsatzes  der  harmonischeu  Teilung  und  des  Satzes 
des  Apollonios  sind.  Es  fehlt  z.  B.  C.  G.  lieuselde's  Programm  von 
1850  Stuttgart:  Über  die  Winkelhalbierenden  Strecken  im  Dreieck.  In 
der  Nouv.  correspondance   (1880)  p.   186  steht  der  Satz:   .,Das  Dreieck 
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der  Fußpunkte  der  Winkelhalbierenden  auf  den  Seiten  ist  gleich  dem 
Produkt  der  Winkelhalbierenden  dividiert  durch  den  di)])pelten  Umfang." 

Hind,  Trigonometrie,  4.  edition  (1H41)  p.  304.  Wenn  F  und  Q  die  Pro- 
jektionen von  B  und  C  auf  ii\  etc,  so  ist  AQBP  =  A  =  AQ'  ■  BP'  etc.    {Mackay). 

W  H.  Levy,  Ladies'  and  gentlemen's  diary  (1855)  p.  71.  Die  Kreise  um  einen 
Ilölicnfußininkt  und  die  zusammengehörige  Projektion  der  beiden  andern  Ecken 
iiuf   die   Winkelhalbierende     sind    gleich    dem    Umkreis.      Ebendort    s.   auch     'Ih. 

Wedillc,  Symmetrical  jiroperties  of  plane  triangle  (1843,  45,  48)  und  die  Sätze 
von  /.  W.  Elliott. 

Ärth.  Lascases,  Nouv.  annal.  18  p.  171.  Question.  Die  4  Projektionen 
einer  Ecke  A  auf  die  4  nicht  zugehörigen  Winkelhalbierenden  sind  auf  einer 
Geraden  B'C;  Beweis  äußerst  einfach;  einen  Beweis  mit  Hilfe  der  Simsoiiachen 
Geraden  von  Wilkinson  (1862)  s.  Mackay  1.  c.  p,  4,  aber  schon  Nouv.  annal.  18 
(2)  11  p.  265  bei  Leon  Vidal  (Schüler)  derselbe  Gedanke.  ('ompa<juon ,  Nouv. 
annal.  (1872)  p.  127;  E.  Hai»,  Grimcrt  58  (1875)  p.  UO;  Über  die  Winkelhalbieren- 
den; Dreiecke  der  Winkelhalbierenden.  iJdsirc  Andre,  Nouv.  correspond.  1  (1874) 
p  25;  Nouv.  annal.  (2j  13  p.  10;  Theoreme  über  innere  und  äußere  Winkel- 
halbierende aufeinander  zurückgeführt;  t(\^^  =  hc  —  pq{'^vo  p  und  q  die  Abschnitte 
auf  a);  Miehez,  Nouv.  correspond.  5  p.  157;  Satz  wie  bei  Towiisend;  ibid.  (1880) 
E.  Cesäro,  Jeder  Punkt  der  Geraden,  welche  die  Endpunkte  zweier  ir  verbindet, 
hat  von  der  dritten  Seite  einen  Abstand  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Abstände  von  den  beiden  andern  (entsprechend  für  Tetraeder). 

G.  Dostor,  Boiirget  (1880)  p.  20;  Einfache  Beziehung  der  Abstände  der  »;; 
Bouryd.  (1883)  p.  118;  Aufgabe  in  Verbindung  mit  dem  Feuerbachschen  Kreis, 
Gleichung  von  Droz-Farny  ganz  elementar.  Hockstra  Wiskund.  Opgaweu  (h;^  ist 
auch  Winkelhalbierende  von  §Ay^  wo  §  und  y  die  Punkte  sind,  in  denen  m'j  und 
xv^  die  Seiten  von  LMN  treffen. 

J.  Lauvernay,  Bourget  (1894);  AEDr^AH);  AD^  =  AE ■  AF=  (c  +  p) 
(6  —  q)  =  hc—  pq  etc.;  ders.  Bourget  (1896)  p.  36.    Fig.  22  vgl.  Laveleine. 

Meurice,  Mathesis  14  p.  92  (auch  Beweis  des  Lehmusschen  Satzes);  v.  Jett- 
mar  (?)  Das  Dreieck,  welches  die  Berührungspunkte  der  In-  bezw.  Ankreise  ver- 
bindet (Resultate  schon  bei  Feuerbach  1822). 

Das  Problem:  Das  Dreieck  aus  den  3  Winkelhalbierenden  auf- 
zulösen: V.  Rctithe-Fink  (Premierleutnant):  Grelle  26  p.  273.  Gleichung 
IG.  Grades  für  r,  welche  er  aber  nicht  aufstellt.  F.  Biitzberger,  Ein 
mit  der  Theorie  algebraischer  Flüchen  zusammenhängendes  plani- 
metrisches  Problem,  Dissertation  Bern  (1889).  W.  Heymann,  Hoffniamt 
28  (1897)  p.  165.  Zum  Problem  der  Winkelhalbierenden.  Drei  Gruppen 
1)  tv^tv„tv^;  w^tv^'iv,';  2)  wjic^w^:,  wjw.w^-  3)  «'„«'««'^  etc.  Gruppe 
1  und  3  auf  Gleichung  10.  Grades;  Gruppe  2  mittels  quadratischer 
und  kubischer  Gleichungen  lösbar;  ders.  SchKmilch.  35  p.  254  w's  bis 
an  den  Umkreis  s^  und  d  Durchmesser  des  Umkreises: 

cV  —  (Sj-  -f  sJ"  +  S3-)  (/  +  2s^s^Si  =  0. 
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F.  J.  van  den  Berg,  Nieuw.  Arch.  16  (ISS'j)  p.  179.  r  als  Hilfsgröße;  noch 
Gleichung  l(j.  Grades. 

P.  Baibarin,  Mathesis  16  (1896)  p.  143. 

A.  KorgfJf.  Hoffmann  28  (1897)  p.  81;  Gleichung  3.  Grades,  wena 
b  =  c  und  Lchmus - Steincrscher  Satz;  und  ahscldießend:  A.  Kurself, 
SclilöniiJrJi  42  (1897)  p.  304;  über  das  Problem  der  Winkelhalbierenden; 
er  stellt  die  Gleichung  10.  Grades  auf  für  »'„«',,"'1.  wnd  beweist,  daß 
das  Problem  sich  im  allgemeinen  weder  mit  Lineal  and  Zirl;d.  Hoch 
mit  Hilfe  beliebiger  Wurzclgrößcn  lösen  läßt  (vgl.  auch  idem  Progr. 
Hauen,  N.  G29  (1901). 

Der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Basiswinkel  im  gleichschenkligen 
Dreieck  ist  selbst  Gegenstand  einer  sehr  wichtigen  asiomatischen 
Untersuchung  Hilberfs  geworden:  London  mathem.  society  proceedings 
35  (1903)  p  50 — 68  und  erweitert  Anhang  11  der  2.  Aufl.  seiner  Grund 
lagen  (1903).  Daraufhin  sind  dann  die  Voraussetzungen  untersucht, 
unter  denen  sich  der  Satz  und  damit  die  Kongruenz  symmetrischer 
Dreiecke  der  Ebene  ohne  Hineingehen  in  den  Raum  beweisen  läßt. 

V.    Die  gewöliiilichen   merkwürdigen  Punkte   dos  Dreiecks  (vgl.  Feuerbach). 

/.  Höhcnpunld. 

Daß  die  3  Höhen  sich  in  einem  Punkt  //  schneiden,  findet  sich, 
obwohl  vermutlich  schou  früher  bekannt,  bei  Archimedes  und  wird 
durch  den  Satz  vom  Kreisviereck  in  den  Schollen  bewiesen.  Als 
spezieller  Fall  des  Ceroschen  Satzes  ist  der  Satz  trigonometrisch  un- 
mittelbar gegeben.  Der  einfache  Beweis  mittels  der  Parallelen  durch 
die  Ecken  (Symmetrieachsen)  stammt  vielleicht  von  Gauß.  Note  zu 
Schumachers  Übersetzung  von  Caruoi's  geometrie  de  position  (1810, 
Werke  4  p,  396).  Daß  die  Höhen  die  Winkelhalbierenden  des  Höheu- 
dreiecks  A,  B,  C  sind,  ist  von  Feuerbach  1.  c.  §  24  bemerkt,  vgl.  auch 
Brianchon  et  Poncclet  1.  c.  J.  Macl;a>j  hat  in  seiner  so  vollständigen 
Zusammenstellung:  Edinb.  Math.  Soc.  proc.  1,  für  den  ersten  Beweis 
F.  J.  Servüis  als  Quelle  angegeben  (Solutions  peu  connues  Metz  1804 
p.  15,  Aufgabe  12).  Dort  wird  nur  der  Satz  l)ewiesen,  daß  die  oberen 
Höhenabschnitte  doppelt  so  groß  sind  wie  die  Lote  in  den  Mitten  der 
Seiten;  für  den  zweiten  Beweis  gibt  er  irrtümlich  Möllma)in.  Grunert, 
Archiv  17    als  erste  Quelle  an. 

Der  2.  Beweis  ist  von  Gh.  Gadcrnnuni.  niedere  Sphärik  (18341  auf 
das  sphärische  Dreieck  ausgedehnt,  aber  der  Satz  ist  schon  1809  von 
De  Stanii'ille.  Recueil  de  problemes,  Paris,  analytisch  bewiesen  und  von 
Cornely,    Correspondance    Hachettc    (^1814)    3.  Jan.   p.   5    elementargeo- 
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metrisch.  Mittels  des  l'oteuzsatzes  (lüidikalzentrum  der  3  Kreise  über 
den  SeiteuJ  von  G.  F.  Arndt,  Gnui.  5,  dito  der  3  Kreise  über  den 
Höhen  C.  G.  Reusdile,  Scidömilch  11  (1866)  p.  475. 

Als  der  homologe  Punkt  zu  0  von  S  aus  im  Grundverhältnis  1 : 2 
ist  H  bei  Steiner,  geometrische  Konstruktionen  etc.  (183;J)  iServois.'). 

Die  Konfiguration  AB  GH  ist  von  Garnot,  De  la  correlation 
(1801)  §  143,  von  Fcucrhach  1.  c,  von  Brianchon  et  Pemcelet  1.  c. 
(Hyperbel)  und  andern  behandelt;  dazu  G.  Beyel,  Sätze  über  das  ortho- 
gonale Viereck  ABGH:  ScMömilch  34  (1889)  p.  218.  Eine  Menge 
Sätze,  besonders  über  die  Schnitte  der  Potenzkreise  (um  H  mit 
YAH^IIA^,  um  .1  mit  YAH-  AÄ^,  etc.),  aber  das  meiste  schon  bei 
den  Erwähnten  utul  Grnnert  (Grün.  4\\  IS^igd  (1836),  Beuschle  (1866), 
am  vollständigsten  B.  Tuicnseiid,  Modern  geometry  (1863)  p.  220. 

Das  Höhenclreieck  hat  im  spitzwinkligen  Dreieck  Minimum  des 
Perimeters,  wie  Fagnano  (problemata  quaedam  etc.)  acta  eruditorum 
(1775)  Juni  rechnerisch  gezeigt  hat;  elementargeometrisch  bei  La  Fre- 
moire-Catalan  und  sehr  hübsch  (Triest)  Laudi ,  Bourget  (1877) 
p.  170;  aber  schon  (1863)  G.  B.  Marsano,  Considerazioni  .sul  triangulo 
rettilineo  p.  IS;  die  elementare  Ableitung  von  H.  A.  Scluvars,  Gesam- 
melte Werke  2  p.  344  ist  aus  Versehen  in  Stcincr's  Werke  auf- 
genommen; Friedrich  Meyer,  Mitteilung  aus  dem  Lehrplan  etc.  Halle 
(1891).  Der  Umfang  ist  bei  Feuerbach  bestimmt  (2.  Abschnitt).  Die 
Eigenschaften  von  //  sind  bei  Beuschle,  ScJdömilch  11  (1866j  p.  475 
zusam  mengesteUt. 

Der  Name  „Orthocentre''  zuerst  bei  W.  H.  Besaut  (1869)  in  conic 
sections  treated  geometrieally. 

Als  Zentrum  des  Kreises,  für  den  das  Dreieck  auivpolar  ist,  hat 
ihn  unabhängig  von  den  Engländern  Grunert,  Grün.  41  (1863)  be- 
trachtet (rechnerisch).  Der  Name  Orfitozcntrum  für  H  rührt  nicht 
von  James  Booth  her,  wie  in  Mathesis  erwälmt  wird. 

Die  6  Projektionen  der  Fußpunkte  auf  die  Seiten  liegen  auf  einem 
Kreis*),  die  3  Hauptdiagonalen  des  Sechsecks  sind  gleich.  Umkehi-ung 
des  Satzes  vom  Dreieck  A^Bß^,  E.  CataJan.  Nouv.  correspondance  1 
(1874)  p.  31.  Die  Hauptsache  schon  bei  Fcuerhach  §  20.  Dort  geht 
auch  schon  aus  Fig.  6  hervor,  daß  die  Radien  auf  den  Seiten  des 
Höheudreiecks  senkrecht  stehen  (vgl.  Beweis  des  3.  J\''flr;e/schen 
Satzes,  Nouv.  annal.  14  p.  440),  s.  auch  Nouv.  correspondance  (1880) 
p.  183. 


*)   Vuibert,  Journ.  Mathem.  Element.  Nov.  1877  von  Etitaris  (Pseudonym  für 
Mestiau)  cf.  MacBay,  Proc.  Edinb.  Math.  Sc.  Yol.  14,  Session  1895—1896  p.  43. 
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^.  Lucas,  NouT.  correspondance  1874  p.  218.  Die  Lote  von  den  Mitten  der 
Seit«n  des  Dreiecks  A^B^C^  sehneiden  sich;  ibid.  Brocard,  Die  Höhen  eines 
Dreiecks  bestimmen  auf  dem  Umkreis  ein  Dreieck  a§y.  Die  Gerade  aß  schneidet 
AB  in  Cj  etc.,  so  sind  a^\c^  kollinear:  ibid.  6  '1--80)  p.  182  J/i7Z«(scher  Satz 
{Nagel?).  Die  Geraden  von  den  Ecken  nach  den  Mitten  des  Höhendreiecka 
schneiden  sich  in  eimm  Punkt  (die  Ecken  des  Urdreiecks  sind  für  AjB^C\  die  /,); 
ibid.,  p.  145  Brocard  (Not«  von  Catalait)  Schar  der  Höhendreiecke  und  ihrer  Winkel. 

./.  .S'yZcf.^f'r,  Educational  times  40  (1884)  p.  77,Xr.  7428.  Ist  3/ Angriffspunkt  der 
3  gleichen  Kräfte  MA,  MB,  MC,  so  geht  die  Resultierende  durch  H;  SchlörniV-h, 
Hoffm.  10  (1880)  p.  351,  Aufg.  87,  vgl.  Snimons  Satz  bei  Feuerbach.  Droz-Farny, 
Bourget  (1894)  p.  215;  Lote  von  S  auf  die  beiden  Winkelhalbierenden  von  A 
seien  HF,  HG,  so  geht  FG  durch  die  Mitte  von  BC;  Lösung  von  Greenstreet 
sehr  elementar;  Zusatz  von  Dhavernas,  Bourget  (1S95)  p.  37. 

Relationen  zwischen  den  Höhen  selbst  und  ihren  Abschnitten 
(vgl.  auch  Trigonometrie)  sehr  zahlreich  bei  C.  Ädatns,  Die  merk- 
würdigen Eigenschaften  des  geradlinigen  Dreiecks  (1846)  Abschnitt  3; 
C.  Uelhvig,  Gnmcrt  18  (1852)  p.  14  ganz  elementargeometrisch.  Der 
Potenzkreis  um  H  wird  auch  sehr  häufig  behandelt  z.  B.  Farjon.  Xout. 
annal.  (3)  7  (1888)  p.  2^^:  vor  allem  Beusclde,  Schlömilch  11  p.475  und 
ToHusend  (1863):  Chapter  of  modern  geometry.  Aufgaben  bei  E.  Grebe, 
ProOTamm  Marburg  1856.  Eine  wichtige  Schrift  füi'  die  merkwürdigen 
Punkte  etc.  ist  auch  G.  B.  Marsano,  Considerazioni  sul  triangolo  ret- 
tilineo  Genova  (1863).  . 

Berühnoigskreise. 
Zentren  J  Jj  etc.  Satz  von  Geryotine.  Die  3  Ecktransversalen 
nach  den  Berührungspunkten  des  Inkreises  schneiden  sieh  in  einem 
Punkt  (Punkt  von  G).  Der  entsprechende  Satz  von  Ch.  H.  Sagel, 
„Untersuchungen  über  die  wichtigsten  zum  Dreieck  gehörigen  Kreise" 
(1836).  Die  3  Ecktransversalen  nach  den  Berührungspunkten  der  An- 
kreise auf  den  Seiten  selbst  schneiden  sich  in  rinem  Punkt  (Punkt  von  2^). 
Mitteilungen  nach  Xae/cl.  Geryonne,  Nouv.  annales  19  (1860)  p.  354. 
Der  Satz  wurde  nachentdeckt  von  Toicnsend,  modern  geometry  p.  171, 
p.  172.  F.  J.  Harnischmacher.  Grunert  42  (1864)  p.  90.  Beweis  nach 
Harnischniacher  von  W.  MiiiJ:,  Grim.  43  p.  1.  Griin.  43  p.  483  gibt 
Reuschle  wichtige  XaffeJsche  Sätze  über  das  Zentralendreieck  aus  je 
3  iT  an ;  aber  fast  alle  diese  Sätze  finden  sich  ihrerseits  wieder  schon 
bei  Feuerhach  (1822),  wie  sie  auch  im  wesentlichen  darauf  zurück- 
gehen, daß  0  für  die  Konfiguration  der  4  J  der  Feneriachsche  Kreis 
ist;  z.  B.  der  Satz:  Je  3  </  bestimmen  ein  Dreieck,  das  dem  Berührungs- 
dreieck der  4  J  ähnlich  und  ähnlich  liegend  (0)  ist.  Das  Zentralen- 
dreieck und  das  aus  den  Mitten  seiner  Umkreise  sind  kongruent  und 
perspektiv  (0)  etc. 
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Audi  die  wichtigsten  Relationen  zwischen  den  4  r  und  E  etc. 
(vgl.  Trigonometrie),  soweit  sie  nicht  schon  bei  lüilcr,  Fuß,  L'Huilicr, 
Carthit,  sind  bei  Fcuerhuch  zuerst,  z.  B  die  u.  a.  von  Steiner  und 
Bohillior  nachentdeckte  Relation  }\  +  r^  +  r^  =  >"  +  4jR  (p.  4  und  nicht 
p.  5,  wie  Balker  angibt). 

^r^r^  —  r^r^  =  —  (a^  +  t-  +  c")  etc.  etc. 

Relationen,  die  in  den  Journalen  der  elementaren  Geometrie  immer 
wiederkehren  (auch  bei  Adnms  (1846)).  Bciischlc  erwähnt  1.  c.  das 
gleichseitige  Sechseck  aus  J^  \ind  0\  (0'  Zentrum  des  Zentralen- 
dreiecks); aber  auch  diese  Gleichseitigkeit  ist  bei  Fcuerhach  bemerkt, 
nur  nicht  der  Satz,  daß  die  Seiten  des  Sechsecks  die  Seiten  des  TJr- 
dreiecks  in  den  Berührungspunkten  der  Ankreise  schneiden.  Die  Aus- 
drücke Inkreise  und  Ankreise  von  Beusclile,  Programm  Stuttgart 
(1853)  (wohl  auch  Xa</cJ)  gebraucht. 

Zu  den  Relationen  gehört  auch  Schlümilch,  Scldöin.  38  (1893)  p.  310; 
aus  den  4r  lassen  sich  Vierecke  konstruieren,  welche  für  des  spitz- 
winklige Dreieck  reell,  für  das  rechtwinklige  Dreiei/k  in  eine  Gerade 
ausarten  und  für  das  stumpfwinklige  imaginär  sind. 

Die  Sätze  von  Nagel  über  das  Zentralendreieck,  z.  B.:  Die 
12  Radien  von  den  iJ  auf  die  Seiten  schneiden  sich  in  den  Zentren  etc., 
beansprucht  Macl-aij  für  T.  S.  Davics,  Philosophical  magazine  2  (1827) 
p.  26 — 34.  Bei  Adams  (1.  c.)  der  Satz  (12):  Die  Zentrale  wird  durch 
Ecke  und  Gegenseite  harmonisch  geteilt. 

F.  J.  Eklieht,  Astronomische  Nachrichten  42  p.  215;  ZPA  sin  (PB,  PC) 
Maximum  für  das  Zentrum  des  Inkreises. 

r.  Javnt,    NoUT.  annal.   (2)  11  (1872)  p.  35;    2  {E -\- r)  =  AH -\- B H  +  CH. 

J-  iSViföern,  Nouv.  correspond.  l  (1874)  p  63;  Gamhcy,  Nouv.  annal.  (2i  13  (1874) 
p.  35.  43  trigonometrisch;  Berührungsdreieck  des  Kreises  ./  ist  ^^  J^J^J^  [Fcuerbach, 
Kagel);  Nouv.  Corresp.  3  p.  221  van  Aubcl,  Die  Geraden,  welche  einen  beliebigen 
Punkt  mit  den  Zentren  der  3  Ankreise  verbinden,  bestimmen  auf  den  Seiten  6  Segmente 

AJ- 
in  Involution   (Ctva)-,  ibid.  4  p.  315,  364  Mansion,  van  Auhel,    V  - —  :=  1   etc; 

ibid.  5  p.  413  Haerhis:  In  jedem  Dreieck  liegen  die  symmetrischen  Punkte  von 
.7,  etc.  in  bezug  auf  O  auf  einem  Kreise,  dessen  Zentrum  J  und  dessen  Radius 
2r  ist. 

James  Booth.  Bourget  (1879)  p.  298;  die  Summe  der  4  Dreiecke  aus  den 
Berührungspunkten  ist  gleich  dem  doppelten  Urdreieck,  wenn  man  das  Inkreis- 
dreieck negativ  nimmt  {Feuerbach). 

Harry  Hart,  Quarterly  Journal  18  (1882 1  p.  363;  die  4  Kreise,  welche  die 
4  Inkreise  orthogonal  schneiden,  haben  jeder  das  fehlende  J  zum  Zentrum,  die 
6  Radikalachsen  sind  die  Winkelhalbierenden. 

H  M.  Jeffcry,  Quarterly  joum.  23  (1888)  p.  180;  Berührungskreise  der  4  / 
zu  je  3,  sphärisch  p.  190. 
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Satz  von  A.  Mannheim,  Ein  Kreis  berührt  zwei  Dreiecksseiten  und  den 
Umkreis  von  innen,  so  ist  J  die  Mitte  der  Sehne,  welche  die  Berührungspunkte 
auf  den  Seiten  verbindet.  Bourgct  (1897)  p.  124;  drei  neue  Beweise  von 
A.  Mannheim,  der  p.  142  die  Fetierbachsche  Relation  010, j^  beweist. 

Eine  äußerst  vollständige  Ziisammenstelluna  der  Relationen  zwischen 
den  4  r  und  B,  auch  den  Höhen,  Seiteuergäuzungen  p  (d.  i.  s),  (j) — a) 
bezw.  2h  (oder  s^]  etc.  bei  Maclmy  in  den  Edinb.  Math.  Soc.  proceedings 
1  (1883)  und  (Nachtrag)  12  (1894)  p.  86. 

Umlcreis. 

Zentrum  0;  AH  =  20ä^\  elementargeometriseh  bei  Fcuerbach, 
Abschnitt  6  und  Steiner  (1833),  aber  vorher  Carnol,  geometrie  de 
Position  und  F.  J.  Scrvois,  Solutions  peu  connues  (1804).  Jumct, 
Nouvelles  annales  {2)  11  (1872)  p.  35:  Die  3  Lote  vom  Zentrum  ./auf 
die  Seiten  li  +  ;•.  Als  Feuerhachscher  Kreis  der  Konfiguration  der  4  ./ 
ist  er  von  Fenerhach,  Na(/el,  liohiUkr,  Meution  etc.  erkanut  worden; 
damit  ist  denn  auch  zugleich  der  sogenannte  BeJtnimische  Satz  be- 
wiesen:  Der  Umkreis  halbiert  alle  6  Zentralen  der  Inkreise  (und  daher 
ist  sein  Zentrum  0  der  Schwerpunkt  der  4  J).  Feuerhaeh  hat  den 
Satz  nicht  direkt  ausgesprochen,  wohl  aber  Xar/el  (1836);  sehr  ele- 
mentar ist  der  Beweis  bei  Adams  (1846)  Lehrsatz  10,  der  umgekehrt 
dadurch  beweist,  daß  der  Feuerhaeh  die  Seiten  halbiert;  und  31.  G.  A.  Os- 
boriie,  The  mathematiciau  monthly  (Eiiiicle)  Cambridge  (Amerika)  1 
(1859)  p.  159.  Der  Satz  findet  .sich  bei  BeJtrami  (als  Spezialfall  eines 
allgemeineren)  in  den  Memorie  di  Bologna  (2)  2  (1862)  p.  361  (letta 
nella  sessione  12.  März  1863).  Bcltr.  spricht  die  Halbierung  nicht 
dii-ekt  aus.  Der  Satz  ist  als  Belframi' scher  von  Grunert,  Gran,  42 
(1864)  p.  354  mitgeteilt  und  durch  Rechnung  von  Ed.  Söggerath  43 
p.  89,  B.  Lohatto  p.  234  bewiesen,  von  C.  Schmidt  p.  238  geometrisch 
und  sehr  ähnlich  von  Beusclde  p.  364,  der  p.  483  den  Satz  für  Nagel 
reklamiert  und  den  eigentlichen  Satz  angibt.  C.  Strure,  Grun.  44 
p.  119  wie  Seh»iidt;  ibid.  p.  120  Schmidt  den  verlängerten  Adamsschen 
Beweis,  p.  385    W.  Stammer  (nur  den  statischen  Teil). 

Noch  vor  Adams,  vielleicht  vor  Nagel  ist  Bohillier  zu  erwähnen, 
den  J.  3Iention,  Nouv.  aunal.  9  (1850)  p.  120  zitiert,  Dupont,  Nouv. 
annal.  18  (1859)  p.  223,  auch  vor  Beltrami. 

Satz  von  Beltrami  (l.  c):  Zieht  man  durch  3  Ecken  eines  Drei- 
ecks beliebige  parallele  Geraden  und  durch  dieselben  Ecken  für  die 
entsprechenden  Winkelhalbierenden  die  gleichgeneigte  andere,  so 
schneiden  sie  sich  auf  Kreis  0.  Ekmerdarer  Beweis  von  Beltrami 
selbst:  Grun.-ko  p.  482^  rechnerisch:    Grunert,  ibid.  p.  105;  ibid.  p.  290 
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C.  Schniidt  mit  Dreieckskoordinaten  (allgoniemer  Satz)  und  p.  291   pro 
jpktiv    (wo  der  Satz  selbstverständlich);   ibid.   p.  .'349,  ganz  elementarer 
Beweis  durch  F.  König. 

Evans,  Educational  times  (51)  4101  p.  47;  Sind  0'()"U"'  zu  0  konjugiert  in 
bezug  auf  A  Zentrum  und  a  Achse  etc.,  so  ist 

00'  :  00"  :  00'"  -=  cos^4  :  cos'-li  :  cos=C'. 

IL  Brocard,  Nouv.  corresiio^d.  3  p.  9G,  p.  173,  z.  B.:  Ist  J>  beliebig  auf  O 
und  schneidet  DA  Seite  a  in  A'  etc.,  so  ist  0  von  ÄB'C  der  Punkt  // 
von  ABC. 

E.  Cesäro,  Nouv.  corrcspond.  6  (1880)  p.  360.  Wenn  man  von  Punkt  3/ 
auf  O  Lote  3Ix  und  3Iy  auf  2  Seiten  fällt,  so  ist  xij  gleich  der  Projektion  der 
dritten  Seite  auf  .nj. 

J.  Neuherg,  direkte  Ableitung  der  Gleichung  des  Umkreises  in  Dreieckskoor- 
dinaten   aus    der    allfrenieinen    lSturm-Steinersc\iw)    Relation — r +  ■••  =  -<  t.^,  . 

ab  ABC 

wo  D  etc.  Fußpunkte  der  Lote  auf  k  etc.  und  d  etc.  die  Lote  selbst  und  der  Pol 
ganz  beliebig. 

R.  Tueker,  London  mathem.  society  proceedings  22  (1891)  p.  470.  A  prop- 
erty  of  the  circumcircle. 

L.  Kiepert,  Zeitschrift  für  Vermessungen  16  (1887)  p.  5;  Ist  P  die  Potenz  des 
Punktes  P  in  bezug  auf  den  Umkreis,  so  ist  K=  I'A  ■  FB  ■  PC :  !'•  Minimum, 
wenn  P  das  Inzentrum  J  ist. 

Distansen   (s.  auch  Trigonometrie  und  Fencrhach). 

Die  Distanzbestimmung  der  merkwürdigen  Punkte  ist  von  Eidcr, 
Fuß,  Carnof,  L'Hmlkr  meist  rechnerisch  gegeben.  Feucrhach  erzielt 
1.  c.  wesentliche  Vereinfachung  durch  Einführung  von  q,  dem  Kadius 
des  dem  Höhendreieck  eingeschriebenen  Kreises. 

Sehr  einfach  geometrisch  sind  die  Ableitungen  bei  Adams  (1.  c.) 
(1846). 

C.  G.  Beuschle,  Über  die  Punkte,  Transversalen  und  Kreise  der  Dreiecke. 
Stuttgart  (1853). 

/.  Mention,  Nouv.  annal.  5  p.  403  z.  B.:  HJ  etc.  —  d' =  i B'  -f  2/  =  —  2  7', 
wo  2P=a-  +  6«  +  c-. 

Fidersche  Relation  (Schließungsproblem),  elementargeometrisch. 
Fuß,  Novi  commentarii.  Petrop.  (10).  Vngcr,  CrelJe  4  p.  395;  Gruncrt, 
Supplement  zum  Kliigel;  Jacobi  (vaii  Sirnideii)  (1834);  Ph.  Grüsm}, 
Grelle  10  p.  275;  Naucl;  Programm  Schleusingen  (1840),  sehr  einfach; 
F.  StreJdke,  Grün.  53  (1871)  p.  127;  Hellwig,  Schule  der  Geometrie 
t.  2  (1866)  p.  69;  Grün.  19  p.  37  und  sehr  viele  andere,  zuletzt  noch 
Duporeq,  Bourgct  (1896)  p.  12  mittels  der  Potenz  '2Iir  von  J  in  bezug 
auf  Kreis  0,  aber  nach  3Iachiij  kommt  die  Relation  und  speziell  die 
Bestimmung  der  Potenz  von  -/.  William  Chapple  zu.  3Iac]:ay  hat: 
Edinb.  proceedings  1  (1883),  gedruckt  1894,  p.  109  die  Geschichte  de.s 
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Problems  geschrieben  und  zitiert  dort  W.  Gh.,  Miscellanea  curiosa  matlie- 
matica  (1)  123  (1746). 

SO  sehr  elegant  von  Mattlit'io  CoJIinft,  geometry  miscellaneous 
(1870);  von  E.  Barisien,  Bounjct  (1896)  durch  zweimalige  Anwendung 
des  Potenzsatzes  als  II'  —  "  P.  Distanzbestimmung  auch  bei  G.  Dostor, 
Nouv.  annal.  (2)  3  p.  368;  Gmn.  36  No.  18. 

James  Booth,  Bounjct  (1879)  p.  298  LOJ^. 

Haerins,  Nouv.  correspond.  JJ^-  =  iB{ri  ^r);  bei  E.  Catalan,  Theoremes  et 
problemes  //,  ■  JJ^  ■  JJ^  =  IdR'r. 

E.  Lemoine,  Nouv.  annal.  (2)  9  p.  371. 

Entfernung  von  H.  Satz  von  G.  Salmon,  Quarterlj'  journ.  4  p.  152  (siehe 
Feuerbach). 

Naf/ehcheT  Punkt  T  hat  von  0  die  Entfernung  E  —  2r,  im  Drei- 
eck 13,  14,  15  ist  TJ=  1,  Hdruischmachcr,  Grün.  42  p.  90. 

Cayley,  Quarterly  jouru.  5  p.  381    (mit  Determinanten). 

Heute  sind  die  Distanzbestimmungen  sehr  gebräuchliche  Schul- 
aufgaben geworden. 

Eine  allgemeine  Formel  gibt  ('lein.  Thirij,  Bulletin  Academie  de  Bel- 
gique  (3)  21  (1891)  p.  471  gestützt  auf  den  Stcu-artsohen  Satz:  Ist  P 
ein  Punkt,  sind  A  P  etc.  Ecktransversalen  und  /l'^.I  etc.  solche,  welche 
die  Gegenseiten  im  Verhältnis  der  ;i""°  Potenzen  der  anliegenden  schneiden, 
so  ist  PA'^  =  Sa"       ^  —  E^^,  wo  E^  eine  Konstante  unabhängig  von  P. 

DreiecJis  -  SchiverpunM. 

Bei  den  Engländern  jetzt  Centroid'*),  der  fundamentale  Satz  sowie 
der  Name  (xivxQov  ßaQüv)  bei  Architnedcs. 

Weil  sein  Abstand  von  einer  lieliebigen  Geraden  (mit  Rücksicht 
auf  die  Zeichen)  der  Durchschnitt  der  Abstandssumme  der  Ecken  ist, 
hat  ihn  Carnot,  Geometrie  de  positiou  p.  269  Zentrum  der  mittleren 
Entfernungen  genannt.  Als  Ähnlichkeitspunkt  der  Dreiecke  ABC  und 
A'BC  ist  er  lange  vor  Steiner  (1833)  schon  von  F.  J.  Servois  (Solu- 
tions de  problemes  etc.  Nouvelles  annales  12)  aufgefaßt,  der  p.  17  her- 
vorhebt, daß  S  die  Grenze  ist,  der  sich  die  Schar  der  eingeschriebenen 
Mittendreiecke  nähert  (vgl.  Schwerpunkt).  Daß  die  Summe  der  Qua- 
drate seiner  Abstände  von  den  Ecken  ein  Minimum,  ist  eine  Folge  des 
allgemeinen  Satzes  über  den  Schwerpunkt  (s.  d. ),  wonach 

SPA^-  =  USA,'  +  n  ■  PS'. 
Der  Satz  selbst  ist  bei  Fagnano  (1.  c.)  mit  Differentialrechnung  bewiesen. 

*)  Nach  MacBay  stammt  das  Wort  von  T.  S.  I)(ii-ies  in  the  Mathematician 
I  p.  58. 
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Die  Punkte,  wclclie  sieh  in  bezug  auf  <S'  invers  älinlicb  entsprecben, 
nennt  E.  l7//«»-/r',  Matbesis  7  (1887)  p.  6, 57,  etc.  komplementär  bezw.  anti- 
kumjilenientär.  Die  Siitze  sind  im  wesentlicben  scbou  bei  Nayil,  Unter- 
suchungen (1836),  und  bei  lieuschle,  Schlömilch  11  (1866).  Eeuscide 
nennt  sie  X((i/rlsche  Punktepaare,  sie  liegen  mit  S  in  einer  Geraden, 
und  die  Abstünde  verhalten  sich  wie  1:2.  Zu  ihnen  gehören  u.  a. 
0  und  H;  N  und   0;  iS^rfscher  Punkt  T  und  J. 

Aus  der  Formel  folgt  ohne  weiteres,  daß  Punkte  gleicher  Ent- 
fernung von  S  gleiche  Summe  PA,.-  besitzen  (fürs  Dreieck  C.  F.  A. 
Jacobi,  De  trianguli  proprietat.  (1825)  p.  7). 

Der  Satz  von  Pappiis,  daß  auch  die  Dreiecke,  welche  man  erhält, 
indem  man  die  Seiten  in  gleichmäßigem  Umgang  im  Verhältnis  der 
Seiten  teilt,  S  zum  Schwerpunkt  haben  (und  damit  die  ganze  Kette), 
ist  geometrisch  von  Fuhrmann  bewiesen  (synthetische  Beweise  plani- 
metrischer  Sätze  (1890))  (s.  Schwerpunkt). 

Der  Satz  von  Maclaurin  für  die  Transversalen  durch  S,  welche  die 
Seiten  in  D,  E  und  F  schneiden,  (algebraische  Summe)  ^  <^jj=^^j 
ist  von  E.  V.  Humjadi,  Schlönükh  7  (1862)  p.  268  bewiesen. 

Daß  der  größeren  Seite  die  kleinere  Mediane  zukommt,  ist  geo- 
metrisch z.  B.  bei  Catalan  et  La  Fre'moire,  theoremes  et  problemes, 
bewiesen. 

Für  die  Winkel  u.  ß,  y  der  Medianen  (Schwerlinien)  mit  den  Seiten 
fand  Fashcndcr,  Chun.  49  (1869): 

2^ cot«  =  0;     cos  (tt  +  ß  -\-  y)  =  cosa  cos/3  cosy, 

Beweis  von  Hnckd,  ibid.  p.  346;  ders.  Grün.  52  (1870)  p.  62;  Winkel, 
welche  die  Medianeu  unter  sich  bilden  (s.  Bretschtieider's  Verallgemeine- 
rung, Grün.  50  p.  103);  Kreis  über  AA'  und  JBB'  hat  Ji^  zur  Itadikal- 
achse.     Hindi,  Educational  times  60  (1894)  Nr.  12  036. 

Die  zahlreichen  Relationen  zwischen  den  Seiten  und  Medianen 
finden  sich  in  den  Lehrbüchern  und  Aufgabensammlungen  besonders  der 
Trigonometrie  zerstreut;  sie  sind  zusammengestellt:  Battaylini  1  (1863) 
p.  126  und  bei  Mackay  1.  c. 

Mit  S  im  Zusammenhange  steht  der  Schnittpunkt  K  der  Symme- 
dianen,  der  sogenannte  Punkt  von  Lemoine  oder  Grebe,  der  mit  ebenso 
großem  Recht  Punkt  von  Adams  heißen  könnte,  da  sich  bei  Adams,  Die 
merkwürdigen  Eigenschaften  etc.  (1846),  alle  seine  Eigenschaften  ent- 
wickelt finden  bis  auf  den  von  Grebe,  Grün.  9  (1847)  gegebenen  Satz,  daß 
für  iL  die  Summe  der  Quadrate  der  Abstände  von  den  Seiten  ein  Minimum 
ist,  den  Jacobi,  Die  Entfernungsörter  des  geradlinigen  Dreiecks  (1851), 
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ebenfalls  beweist,  sowie  Jtmsclüe,  Programm  Tübingen  (1853)  §  8. 
Sehr  wichtig  für  Ä'  und  die  merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  über- 
haupt sind  die  Arbeiten  von  Franz  Wetzig.  Grelle  G2  (18G3)  p.  340 
und  erweitert:  Schlümilch  12  (1809)  p.  281.  Vgl.  auch  K.  H.  Lieher, 
Über  die  Gegenmittellinien  und  den  ö>'e6eschen  Punkt,  Stettin  188G, 
und  Ilarkaif,  Edinb.M.  S,  proceed.  11  (1892 — 93);  siehe  auch  J.  Neuberg, 
Mathesis  1  (1881)  p.  153,  173,  185;  Maurice  d'Ocagne,  Nouv.  annal.  (3) 
4  (1885)  p.  360. 

Ich  füge  hinzu,  daß,  wenn  man  den  UrocnrJschea.  Punkt  Crelle 
absprechen  will,  die  Priorität  dem  Danziger  Gymnasiallehrer  H.  Hoff- 
viaiiii  zukommt,  der  (rrnn.  9  (1847)  p.  280  „In  ein  gegebenes  Dreieck 
ein  ähnliches  zu  zeichnen,  dessen  Seiten  mit  den  homologen  des  ersten 
einen  gegebenen  Winkel  (p  bilden  (Fall  2)",  beide  Brocardschen  Punkte 
und  die  wesentlichen  Eigenschaften  samt  cot.r  =  ^cot^  und 

2  sin'  X  =  sin  I^A  —  x)  sin  {B  —  x)  sin  (C  —  x) 

fand,  und  daß  auch  schon  Reuschle  (1.  c.)  (1853)  §  4  lange  vor  3Iarq- 
frog,  Nouv.  annal.  ( 2)  10  (1871)  p.  142  dieselbe  Gleichung  hat  und  zeigt,  daß 
sie  mit  der  ersten  gleichwertig  ist.  Übrigens  hat  C.  F.  A.  Jacobi  in  der 
mehrfach  erwähnten  Dissertation:  De  trianguli  rectilinei  proprietatibus, 
Leipzig  (1825)  den  Brocardschen  Punkt  schon  vor  Hoß'mann  be- 
handelt. 

Über  den  Schwerpunkt  des  Umfangs,  den  Mittelpunkt  des  dem 
Seitenmittendreiecke  eingeschriebenen  Kreises  vgl.  Xaicrath,  Über  das 
Mittendreieck,  Programm  (1890)  Nr.  190. 

Ich  erwähne,  obwohl  methodisch  nicht  elementar,  die  Abhandlung 
von  Theodor  Meyer  (Saarbrücken),  (irini.  (1890)  p.  507,  wo  sich  u.  a. 
der  Satz  findet:  Die  EulerscXxQ  Gerade  jedes  Dreiecks,  welche  einen 
Winkel  von  60°  (120")  enthält,  ist  normal  (parallel)  zu  der  Halbierungs- 
linie dieses  Winkels. 

18.  Stewart  und  Simsen.  Unter  den  „general  theorems"  (vgl. 
reguläre  Polygone)  findet  sich  der  Satz:  „Wenn  ABC  in  gerader  Linie 
und   0  ein  beliebiger  Punkt  ist,  so  ist 

OA'  ■  BC  +  OB'  ■  CA  +  OC-  ■  AB  +  BC  ■  CA  ■  AB  =  0" 

(Titiry)  ohne  Beweis  (1746);  er  wurde  1751  von  Tliom.  Simpson  be- 
wiesen, 1780  von  Euler,  Acta  Petrop.  1  p.  92 — 93,  1803  von  Carnot; 
Chasles,  Apercu  historique  zeigt  seine  Wichtigkeit  und  Clement  TItiry 
schrieb  1891  eine  eigene  Broschüre:  Application  du  theoreme  de 
Steward. 
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A.  Mdckay,  Mathesis  13  (1893)  p.  G3  gab  di«  Literatur  und  vindizierte  den 
Satz  liobert  Simson  „loci  plani  1749",  der  ihn  vor  1741  seinem  Schüler  Stewart 
mitteilte.  Vgl.  auch  A.  Mackai/,  „On  Mathematics",  Stewart'»  theorem,  Edinb. 
mathem.  society  proceedings  li)  iI892)  p.  90. 

Adams  1.  c.  sub  Nr.  17. 

Ji.  Blindow,  (irutiert  32  p.  1'24;  Bretschneidir,  Grunert  42  (1869)  p.  12. 

67.  llnry,  (1887)  Sur  le  theoreme  de  Stewurt  IC  p.  (Brux.);  id.  Mathesis 
(1888)  p.  93  sehr  allgemeiner  Satz,  von  dem  Simart,  Mathesis  18  (1898)  p.  17  den 
Spezialfall  AA"'  BC-] \-  AB  ■  BC ■  CA  =  0  (yo  AA  etc.  Tangenten  an  dem- 
selben Kreis)  gibt;  Cl.  Thiry ,  Mathesis  (1889)  p.  95,  ders.  Academie  de  Bel- 
gique  (3)  21  (1891). 

B.  Niewenglowski,  Nouvelles  annales  (3)  6  (1«87)  wendet  Stewart  auf  die 
Apollonische  Aufgabe:  Kreis  duich  2  Punkte  etc.  an;  sehr  einfache  Konstruktion 
mittels  einer  Relation  zwischen  den  Potenzen  dreier  Punkte  einer  Geraden  (iSV- 
viart'.);  dic.selbe  Aufgabe  in  derselben  Weise  (iuimaräes,  Edinb.  mathem.  society 
proceed.  16  (18117)  p.  47,  der  im  „Progreso"  (Zaragossa)  (1892)  p.  69,  94,  124  den 
S/eii'orischen  Satz  bearbeitet  hatte. 

W.  S.  Spaczimki  Bote  128  (1891)  russisch  (Ptolemäos). 

Stewartscher  Satz  auf  der  Kugel  aus  einem  allgemeineren  von  Mijhius, 
Crelle  24  (1848),  Gesammelte  Werke  1  p.  577  Note. 

Den  Steicarlschen  Satz  habe  ich  in  einem  Lehrbuch  für  die  Schule 
zuerst  bei  Catalaii  und  La  Fn'moird  getroffen. 

Stewurtschcx  Satz  mittels  Inversion  zum  Beweis  des  Ptolemäos  benutzt  (siehe 
Ptolemäos  und  Inversion). 

Mittels  des  Ptolemäos  wird  eine  Ausdehnung  des  Stewartschen  Satzes  auf 
das  Sehnensechseck  Nouv.  ann.  17  (1858)  p.  263  unter  anderen  von  A.  Borgis  be- 
wiesen. 

Simsonsche  oder   Wallaeesche  Gerade  (=  s). 

J.  Maclcay  hat:  Proceedings  of  the  Edinburgh  mathematical 
society  9  (1890 — 91)  p.  83  angegeben,  daß  der  Satz:  Die  Fußpuukte 
der  3  Lote  von  einem  beliebigen  Punkt  P  des  Umkreises  auf  die  drei 
Seiten  des  Dreiecks  liegen  in  einer  Geraden,  nicht  bei  Bobert  Simsoit 
(wie  Servois,  Gcn/omie  4  p.  250  sagt),  sondern  bei  Wallace,  Leyhournes 
mathem.  repository  (old  series)  2  1798  p.  111  vorkomme. 

Es  sind  hauptsächlich  4  Sätze,  welche  oft  wiederkehren: 

1.  Wenn  P  der  „Pol"  auf  dem  Umkreis  und  H  Orthozeutrum,  so 
wird  HF  von  der  s  zu  P  halbiert. 

2.  Auch  die  schrägen  Projektionen  des  Punktes  P  auf  die  Seiten 
liegen  in  einer  Geraden  „s'". 

3.  Wenn  P  ein  Punkt  eines  mit  dem  Umkreis  konzentrischen 
Kreises  ist,  so  ist  das  Dreieck  aus  den  drei  Projektionen  konstanten 
Inhalts. 

4.  Die  beiden  s  zweier  diametralen  Pole  stehen  aufeinander  senk- 
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recht  und  schneideu  sicli  auf  dem  i^eMerfo«c7(scheii  Kreis;   allgemein  ist 
der  Winkel  der  s  dem  Peripheriewinkel  der  Pole  gleich. 

Satz  1:  J.  Skiner,  Geig.  18  QuaJrilatere  complet  Crelle;  53  (1856)  p.  231 
im  Zusammenhang  mit  der  dreispitzigen  Hypozykloide;  vergl.  aber  SchläflVs  Anteil 
im  Briefwechsel  zwischen  J.  Steiner  und  L    Schliifli,  hrsg.  v.  Graf,  p.  208. 

W.  F.  Walker,  Quarterly  Journal  8  (1867)  p.  47  elementargeometriech;  W.  H. 
Besant,  Quart,  journ.  11  (1878)  p.  41. 

Eetsin,  Nouvelles  annalea  (2)  8  (1869)  p.  530  aufs  Viereck  übertragen. 

i?.  Vigarie,  Bourgtt  12  (1888)  p.  253;  Ort  des  Halbierungspunktes  ist  der 
Feuerhachach^  Kreis  {Steiner). 

Satz  2:  Poncekt,  Nr.  468  de.s  Traite  (1822)  (Brennpunktseigenschaften  der 
Parabel). 

Jal\  Steiner,  Gcrg.  19  (1828)  p.  37;  Theoremes  relatifa  aux  sections  coniques; 
Gesammelte  Werke  1  p.  197. 

31.  Chasles,  Geomätrie  superieure  (1852;  p.  281.  Der  Satz:  Die  4  Umkreise 
der  4  Dreiecke  eines  vollständigen  Vierseits  schneiden  sich  in  einem  Punkt,  üm- 
kehrung  von  Satz  2. 

Boymann,  Grinicrt  13  (48)  p.  364,  ganz  direkter  Beweis,  Umkehrung  etc. 

P.  A.  MacMalwn ,  Messenger  12  (1883)  p.  138;  Gerade,  die  mit  den  Loten 
gleiche  Winkel  S  nach  derselben  Seite  hin  bilden;  wenn  S  beweglich  und  P  fest, 
so  umhüllen  die  s  eine  Parabel,  wie  schon  Steiner,  Gerg.  19  (1828)  p.  37;  wenn 
S  fest  und  P  auf  dem  Umkreis  beweglich ,  so  eine  dreispitzige  Hyjiozykloide 
(S<ejH«-sche  Kurve). 

H.  Schotten,  SchKinikh  34  (1889)  p.  311. 

N.  Quint,  Nieuw  archief  (2)  3  (1897)  p.  163  The  general   Wallace  liue. 

Satz  3:  Gergonnc  als  Frage:  Gergonne  14  (1823 — 24)  p.  28  Querret,  ibid. 
p.  280;  Inhaltsformel: 

T 

K  =  —   ,  ( JJ*  —  r°) ;     r  ^  A .     Äquivalenz  wenn 

r'  -|-  rj*  =  2Ji'  (analytisch);  Inhalt  negativ,  wenn: 
Ti  >  B.     Sturm  ibid.  p.  286  id. 
Th.  Clausen,  Crelle  3  p.  196;  4i  =  (1  +  IP)J,  wo 
K  =  B  :  r  und  .7  Inhalt  des  Urdreiecks. 

J.  Älison  (s,  u.)  gibt  an:  Analytische  Lösung  in  the  Mathematician  Vol.  1 
(1843)  und  geometrische  Beweise  von  Davis,  ibid.  2  (1847)  p.  37,  wo  die  Lote 
durch  unter  dem  Winkel  qp  gegen  die  Seiten  geneigte  Geraden  ersetzt  sind 
und  dann: 

t   ^  i  :  sin*q).     F.  Cesäro,  Nouv.  correspondance  6  (1880)  p.  161. 

Satz  3  ist  von  L'HtüUer  (s.  Polygon)  auf  reguläre  Polygone  und 
von  J.  Steiner  auf  beliebige  Polygone  erweitert:  Crelle  1  (1826)  p.  38 
und  bewiesen:  Crelle  2  p.  'J6ö.  Fällt  man  aus  einem  in  der  Ebene 
eines  gegebenen  Vielecks  beliebig  angenommenen  Punkte  P  Lote  auf 
die  Seite  desselben,  so  ist,  wenn  der  Flächeninhalt  des  Vielecks,  dessen 
Scheitel  in  den  Fußpunkten  der  Lote  liegen,  konstant  bleiben  soll,  der 
Ort    des    Punktes    P   die    Peripherie    eines    bestimmten    Kreises,    der 
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Mittel]iunkt  dieses  Kreises  ist  ein  bestimmter  fester  Punkt,  il.  h.  er 
bleibt  derselbe,  wenn  auch  der  Inhalt  des  eiugesciiriebenen  Vielecks 
kleiner  oder  größer  angenommen  wird,  nämlich  er  ist  der  Mittelpunkt 
(Schwerpunkt)  von  Kräften,  die  in  paralleler  Richtung  auf  die  Ecken 
des  gegebenen  Vielecks  wirken  imd  sich  verhalten  wie  die  Humme  der 
respektive  doppelten  Winkel  des  Vielecks. 

Ueoonders  lieweis  2  ganz  elementar  mit  Hille  des  Satzes  von  Meier  Hirsch, 
AutVaben  2  (1807)  p.  338  (s.  Schwerpunkt).  Der  6'to)ie;-sche  Satz  imd  die  Er- 
weiterung auf  schräge  Projektion  ist  schon  bei  l^turm  (1.  c)  am  Schluß  an- 
gedeutet. 

Satz  3:  Mit  Erweiterung  von  Steiner  und  erweitert  auf  beliebigen  Punkt  im 
Kaum,  wo  dann  der  Ort  des  Fußpunktpolygons  konstanten  Inhalts  ein  Rotations- 
zyünder  ist,  bei  Combette,  Kevue  de.s  societes  savantes  ö  ;1870)  p.  iOS — 233  (Mit- 
teilung \oa'  Mackay). 

Satz  4 :  Jakob  Steiner,  Grelle  53  p.  237  (s.  Sammlung  Schubert  Nr.  8  Abschnitt  13). 
W.  H.  Besa/i«,  Quarterly  Journal  10  (1870)  p.llO;  ^MC^■er,  Educat.  times  9  Nr.  2489; 
E.  Lemoine  (Mathesis  und  Bonrget);  Caiidido,  Nouv.  aunalea  (1899)  p.  173. 

F.  J.  Sercois,  Gerg.  4  p.  250  benutzt  die  *',  um  eine  Gerade  über  ein  Hinder- 
nis zu  verlängern,  er  beweist  analytisch  den  identischen  Satz:  Wenn  man  über 
3  Sehnen  eines  Kreises  von  demselben  l'unkte  Kreise  beschreibt,  so  liegen  die 
freien  Schnittpunkte  in  einer  Geraden. 

J.  ti.  Durrande,  Gerg.  7  p.  253  beweist  s  durch  Meiiiiaos  (statt  durch  Kreis- 
viereckj  und  zeigt,  daß  sie  beim  Tetraeder  keine  Analogie  hat  is.  ibid.  4  p.  320.) 

Reinen,  Grelle  3  p.  287;  Konstruktion  des  Pols  zu  gegebener  Richtung  der  s, 
dito    V.  Metali  im  Progreso  matematico  2  {A.  Reyes  y  Prosper  1892). 

Die  Sätze  über  die  s  am  vollständigen  Vierseit,  z.  B.  die  s  des 
Vierseits  steht  auf  seiner  Gaii/Jscheu  Geraden  senkrecht  {Steiner,  Be- 
weis z.  B.  Älison  [s.  u.));  siehe  bei  Viereck  desgleichen  die  Sätze  über 
die  6"  des  Kreisvierecks. 

N.  M.  Ferrers,  Quarterly  journ.  2  (1858)  p.  120,  Dreieckskonstruktiou ;  Quart, 
journ.  ö  noch  erweitert  von   W.  Walton,  Das  sphärische  Problem  daselbst  p.  328. 

F.  Catalan ,  Theoremes  et  problemes.  Die  s  ist  parallel  deu  drei  Sehnen, 
welche  die  Ecken  mit  den  Punkten  verbinden,  in  denen  die  zugehörigen  Lote  den 
Umkreis  treifen. 

N.  M.  Ferreis,  Quart,  journ.  8  (1867)  p.  209 ;  Zusammenhang  mit  der  Steinerschen 
Kurve,  vgl.  dazu  Sammlung  Schubert  Nr.  8. 

F.  Lemoine,  Nouv.  annal.  (2)  8  (1869)  p.  317;  die  4  »  eines  Kreisvierecks 
schneiden  sich  in  einem  Punkt  i^s.  Kreisviereck)". 

G.  de  Longchamps,  Nouv.  correspond.  (1877);  Die  4  Projektionen  eines 
Punktes  0  des  Umkreises  auf  die  4  Simsordinien  eines  Kreisvierecks  liegen  in 
einer  Geraden,  der  s  des  Vierecks,  ein  6.  Punkt  des  Umkreises  gibt  durch  seine 
Projektion  puf  die  5  s  der  Vierecke  die  .s  des  Fünfecks  usf.,  reproduziert  von 
Langley  als  Aufgabe  der  Educat.  times  und  gelöst  51  Nr.  9917;  52  Nr.  12  212. 

JuUiard,  Bourget  (1878)  p.  69  (\  =  k  +  ij);  ibid.  (1885)  p.  8  u.  27  Maurice 
d'Ocagne. 

N.  Goffard,  Nouv.  annal.  (2)  20  (1881)  p.  523;   Die  Projektion  von  BG  auf 
Simon,  Elemontsrgeometri«.  10 
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die  Ä  ist  gleich  der  zugehörigen  Fußpunktenstrecke  auf  y.  Beweis  von  E.  Cisäro 
Mathesis  6  (1885)  p.  128;  femer  Verniory,  Mathesis  6  p.  32. 

J.  Alison,  Proceedings  of  the  Kdinb.  mathem.  society  (1885)  p.  77;  sehr  reich 
haltige  Zusammenstellung  von  Eigenschaften  der  s. 

A.  Stniad,  C asojiif-  lö  (1886)  p.  114;  13  Sätze,  darunter:  Der  Winkel  der  s 
ist  gleich  dem  Peripheriewinkel  der  Pole  (Satz  4). 

E.  van  Aubel,  Mathesis  5  (85)  p.  58  (Aufg.  99);  hübsche  Sätze  über  die  s. 
Die  s  des  Dreiecks  ABC  in  bezug  auf  die  Pole  A"  etc.,  in  denen  die  Höhen  den 
Umkreis  schneiden,  bilden  ein  Dreieck  A'" B" C" ,  welches  denselben  Schwerpunkt 
wie  A'B'C  (Höheudreieck)  hat  etc.  Die  Geraden  A"A"'  etc.  sind  konpunktisch; 
vgl.  dazu  ran  Anbei,  Mathesis  1  p.  lü.i. 

Solleriinski,  Mathesis  XII  p.  118. 

JV^.  Quint,  Nieuw  archief.  (2)  3  (1897)  p.  163;  The  general  Wallacf  line  of 
an  inscribed  polygon.  Der  Satz  von  Longcfiainps  bleibt  bestehen,  auch  wenn  die 
Lote  vom  Pol  um  denselben  Winkel  nach  derselben  Seite  gedreht  werden;  id. 
bid.  3  p.  180;  On  an  extensiou  of  the   M'allare  problem.     Dazu: 

.7.  E.  A.  Sterigall,  Edinb.  M.  S.  Proceedings  p.  122  (1896  ;  die  Longchamps- 
schen  s  eines  regulären  Polygons  umhüUen,  wenn  der  Pol  den  Kreis  durch- 
läuft, eine  ((-spitzige  Hypozykloide,  und  wenn  der  Pol  fest  und  das  Polygon  sich 
auf  den  Kreis  wälzt,  gehen  sie  durch  einen  festen  Punkt. 

Deprez.  Edncat.  timei^  69  (1898)  p.  27;  vgl.  66  p.  31,  66  p.  48,  49  Nr.  13  653 
und  13  684;   Watson,  ABC;  Ä,  B\  C  3  andere  Punkte  auf  0;  ist 

arc  AA'-\-  arc  B B'  -\-  arc  CC  =  2n  n, 

so  schneiden  sich  die  3s  in  einein  Punkt;  ist  die  Summe  =  (2  )i  -(-  l;Jt,  so  ist 
der  Feuerbach  des  von  den  s  gebildeten  Dreiecks  identisch  mit  dem  von  ABC. 

A.  Droz-Farmj,  ibid.  71  (1899)  p.  106  Nr.  14075;  6' Berührungspunkt  von  J  und 
Feiierbach,  die  s  von  jS'  mit  Rücksicht  auf  das  Kontaktdreieck  ist  parallel  der 
i5«/crschen  Geraden  diese.-j  Dreiecks.  {OJ  geht  durch  das  Orthozentrum  desselben.) 
HiUyer  (1900)  p.  91  Nr.  14190;  P  auf  0,  a  Orthozentrum  von  PBC,  alsdann  ist  s 
von  P  auch  s  von  a  in  Hinsicht  auf  PBC  etc.  67  (1897)  13  311  Schicatt. 

3Iachiy  setzt  die  Entdeckung  der  s  (1.  c.)  auf  1799  oder  1800 
aus  dem  Parabeltangenteudreieck  wie  Poncplet;  nach  einer  historischen 
Note  von  Muir,  Edinb.  M.  S.  proceedings  1  Abt.  3  p.  104  hat  Mackay 
den  Satz  bisher  nicht  bei  Simson  gefunden.  Immerhin  bleibt  es  auf- 
fällig, daß  Sercois  1814  einen  Satz  aus  1800  Simso>i  zugeschrieben  hat 

Literarische  Notizen  finden  sich  auch: 

Chasles,  Aper9u  historique  (2.  Aufl.  Nr.  395). 

Ich  füge  hinzu: 

G.  Biasi,  Sopra  una  estensione  del  teorema  di  Wallace.  Mat.  pure  et  applic. 
1  (1902)  p.  264  und  (?.  Biasi,  Di  due  nuove  forme  del  teorema  di  Wallace  nelle 
sue  estensioni.     Period.  17  (1902). 

L.  Ripert,  Sur  une  extension  elem.  du  theoreme  de  Wallace.  Mat.  pure  et 
applic.  2  (1902)  p.  30. 

19.  Malfatti.  (Das  3falfattische  Problem  =  M.)  Gerflotme  und 
Lavenii'de  behandeln  selbständig  die  Aufgabe:  In  ein  Dreieck  drei  Kreise 
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einzuschreiben,  deren  jeder  die  beiden  anderen  und  je  zwei  Dreiecks- 
seiteii  heriilirt,  sie  gelangen  durch  nüihsainc  Kechnung:  Grr<j.  1  p.  345 
zu  Ausdrücken  für  den  lüulius,  die  nur  der  Möglichkeit  nach  kon- 
struierbar; sie  erhalten  von  ]>l<l(iiic  die  Mitteilung,  daß  bereits  G.F.S. 
Miilfafti.  Memorie  di  matematica  c  di  Hsica  della  societä  italiana  delle 
scienze,  Modena  t.  10  (1)  (1803)  p.  285-,  Memoria  su  uu  problema 
stereotomico,  das  Problem  gelöst  habe.  Malfattl  gibt  dort  die  Glei- 
chung, ohne  Zwischenrechnung  ihre  Auflösung  und  gründet  auf  den 
Ausdruck  für  die  Tangenten  von  den  Ecken  die  Konstruktion,  welche 
zum  Zeichnen  bedeutend  einfacher  als  die  Sfcinersche  ist,  und  die  von 
Mertens  noch  wesentlich  vereinfacht  wurde.  Gerg.  2  p.  üO  zeigen  Gcr- 
i/onna  und  Ltircnirdc,  daß  die  Formeln  von  MalfdUi  ihren  Gleichungen 
genügen;  die  Ableitung  gelingt  ihnen  nicht.    Tedenat,  ibid.  p.  165  gibt 

die  Formel  r  —   „     ,  wo  a  Stück  der  Winkelhalbierenden  zwischen  In- 

kreis  und  dem  Schnitt  durch  den  Kreis  um  A  mit  der  Tangente  an 
den  Inkreis  {j)  — «)  und  r  der  Radius  de.«  zu  A  gehörigen  M.- 
Kreises  ist. 

Gerg.  10  p.  289  gibt  „Lrclnuntz",  das  ist  der  bekannte  Berliner 
Mathematiker  Lelimus,  trigonometrisch  mit  etwas  umständlicher  Rech- 
nung  die   einfache  Konstruktion   auf  Grund    der  Formeln  von  Tddätat. 

E.  Catalan  kürzt  Nouvelles  annales  5  (1846)  p.  60  die  Rechnung 
erheblich.  Die  Lösung  von  Lchmus  ist  auch  im  Anhang  zum  2.  Band 
seines  Lehrbuches  der  Geometrie,  Berlin  (^l.s20),  auch  im  wesentlichen 
in  Crelle's  Sammlung  mathematischer  Aufsätze  und  Bemerkungen  (1821), 
wo  Gergonne  und  Tedenat  reproduziert  sind;  auch  Gninert  [Klügel, 
Supplement,  2.  Abt.,  Artikel:  Anwendung  der  „Analysis'')  gibt,  etwas 
eleganter,  diese  Lösung,  welche  unbewußt  von  H.  Scheff'ler,  Grün.  16 
(1851)  p.  423,  reproduziert  wird. 

Jal'ob  Steiner  gibt  dann  Crelle  1  (1826)  p.  178  ohne  Beweis,  der 
nur  durch  den  Zusammenhang  mit  den  Kreispotenzsätzen  angedeutet 
wird,  seine  Konstruktion,  welche  zwar  mühsamer  als  die  von  Malfatti 
ist,  doch  sehr  merkwürdige  Sätze  über  die  Kreise  enthält.  Er  löst  die 
Aufgabe  auch  für  die  Kugelfläche  und  verallgemeinert  sie  auf  3  Kreise 
statt  der  3  geraden  Seiten  und  auf  beliebige  F^,  darin  3  Kurven  Cg;  es 
sollen  3  andere  C^  gefunden  werden,  welche  einander  berühren  und 
deren  jede  je  zwei  der  gegebenen  L\  berührt  p.  183,  und  stellt  die  Auf- 
gabe für  das  Tetraeder  p.  184  richtig. 

A.  R.  Zornow  (Königsberg)  gibt  Crelle  10  (1833)  p.  300  einfach, 
aber  ohne  Zusammenhang  mit  den  Kreisbüschelsätzen,  den  Beweis  von 
Steiners  Lösung  durch  Rechnung. 

10* 
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J.  Plücker,  Grelle  11  p.  117;  Geometrische  Aphorismen.  Mittels 
des  Satzes:  Die  4  Tangenten  von  2  Punkten  der  Chordale  bestimmen 
ein  Tangentenviereck,  die  Steinerache  Konstruktion  mit  zwei  Va- 
rianten bewiesen;  die  Verallgemeinerung  ist  falsch,  wie  Mertens  (s.  ii.) 
gezeigt  hat. 

C.  Adams,  Das  M.  neu  gelöst,  Winterthur  lS4ß.  1.  Mnlfatti's 
Lösung.  2.  Gergonnc  und  Lavcrncdc.  3.  Umformung  von  (rcrgonnf, 
er  gelangt  zu  sehr  ähnlichen  Ausdrücken  wie  Malfatti.  4.  Die  Steiner- 
ache Konstruktion;  er  akzeptiert  die  Vermutung  Atuii-ra  (Danzig  1841) 
über  den  Ursprung  derselben  aus  der  projektiven  Beziehung  vom  gleich- 
seitigen Dreieck  aus,  die  vermutlich  falsch  ist.  5.  Beweis  der  Steiner- 
sehen  Konstruktion;  Abschn.  3  p.  20  neue  Variante  derselben,  welche 
die  Formeln  3Ialfatti's  gibt;  wiederholt  1848  Programm  der  Gewerbe- 
schule zu  Winterthur,  Bericht:  Nouv.  annal.  8  p.  (32. 

Quidde,  Programm  Herford  (184'.l);  Beweis  der  ,SYc(/(f)'3chen  Konstruktiou. 
A.  Caylry,  Analytical   researches  etc.  il85-2),   Philosophical  tran.sactions  isö2 
p.  253;   ZU    drei    auf   einer   i'"  gegebenen   ebenen  Kurven    drei    andere  etc.    alge- 
braisch gelöst. 

K.  H.  Schellbacli ,  Crellc  45  p.  91  und  p.  187  geradlinig  und  sphärisch; 
schöne  algebraische  Behandlung  und  hübsche  Konstruktion  aber  ohne  Analyse 
(Elliptische  Funktionen^,  auch  ausführlich:  Mathematische  Aufgaben  p.  100:  auch 
in  Karl  Schwerinij'B  100  Aufgaljen  (ls91i,  wo  auf  Gudermann,  Crclk  18  §  1  und  2 
verwiesen  ist. 

H.  Hart,  Quarterly  journ.  1  (1857)  p.  219;  sehr  einfacher  Beweis  der 
/Sto'nerschen  Lösung  durch  die  Kreisbüschelsätze;  ebendort  p.  222  reproduziert 
Cayley  die  Lösung  Schell/i(tcl('s.  Mit  Hart'a  Beweis  steht  die  Nal/atli^che  Aufgabe 
in  Catalaiis  Theoremes  et  problemes. 

.1.  Clehsch,  Crellc  53  p.  292.  Die  Schcllbachsche  Lösung  auf  3  kleine  Kreise 
einer  Kugel  erweitert  (elliptische  Punktionen). 

H.  Fox  Talbot,  Edinb.  transactions  24  (1864 — 69)  p.  121;  Recent  researches 
on  mathematics,  auch  Geschichte  [Lechmatz).  PlücJcer's  Koustr.  rein  synthetisch 
bewiesen. 

IV.  Binder,  Das  M.  (1808)  Programm  Schönthal,  Beweis  der  Steinerschen 
Konstruktion  weit  besser  als  (^nidde ,  Grün.  15  (1850)  p.  197,  besonders  auch 
Literatur. 

F.  Zorer ,  Programm  Ellwangen  (1870»;  Trigonometrische  Auflösung  und 
mehrere  Konstruktionen. 

Arn.  Wittstein,  Programm  Erlangen  (1871),  Nördlingen  (1878);  Geschichte 
des  ilfaZ/«Mischen  Problems. 

Ergänzung  dazu:  F.  Hall,  Programm  384  Watterscheid  (1898). 

Mendtlial,  Grün.  55  (1873)  p.  211;  Beweis  der  jSY«'Herscheu  Konstruktiou  mit 
Plückerschm  Sätzen  aus  Grelle  11. 

G.  Afj'olter,  Clebsch  Annalen  6  (1873j  p.  597,  auch  für  sphärisches  Dreieck 
und  Kugeln  im  Kaum  nebst  Erweiterung. 

Fr.  Mertens,  Grelle  76  (1873)  p.  92  zeigt,  daß  Malfatti  s  Formeln  auch  für 
das   sphärische  Dreieck   gelten;   in   der  großen  Arbeit   Wiener  Denkschr.  36(1875) 
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p.  197  beweist  er  die  Skinirnchc  Konstruktion,  zeigt  die  Fiilsthheit  der  l'likker- 
sehen  Lösung  des  verallgemeinerten  M.  und  gibt  die  riclitigc  Konstruktion. 
Prag.  Ber.  1894,  Die  Mal/'atti-Steinerschc  Aufgabe,  uälicrt  die  analytische  Lösung 
der  synthetischen. 

1'.  A.  Siiiwns,  Bulletin  de  l'academie  de  Belgique  (2)  38  (1874)  p.  88;  lite- 
rarische .\nalyse,  nicht  frei  von  Irrtümern;  er  leitet  aus  den  Formeln  Gcryonnes 
die  Formeln  Malfatti«  her;  ibid.  p.  48ü  vereinfacht  Catalan  seine  Lösung  oder 
besser  die  von  Lehmus  noch  mehr  als  1846. 

H.  Schröter,  Creltc  77  (1874')  p.  230;  er  zeigt  den  Zusammenhang  mit  den 
Kreisbüschelsiitzen  Steiners.    Literatur. 

(i.  Biadeijo,  Catalogo  (.'i2  Arbeitern:  liuUctino  Boucompagni  20  (1876)  p.  388. 

Julius  Petersen,  Methoden  und  Theorien  (1879)  p.  102  und  Crelle  82  (18.S0) 
p.  127;  die  Steiiiersche  Lösung  mit  den  Kreissätzen. 

W.Godt,  Crelle  84  (1878)  p.  259;  Über  die  Siaiifrsche  Verallgemeinerung  des 
^L  (nicht  eigentlich  elementar). 

.¥.  Bahr.  Washington  Bullet.  2  (1880)  p.  113;  Tlie  history  of  M.  problem 
(mir  nicht  zugänglich  geweseuV 

Franz  viertens,  Schlümilch  21  (,1876)  p.  297,  sehr  einfache  Ableitung  der 
Formeln  Malfatti's. 

J.  Sachs,  Über  die  Aufgaben  des  31.,  ihre  Erweiterung  und  Lösung,  sehr 
ausführliche  historisch -bibliographische  Tabelle;  analytisch  geometrische  Behand- 
lung, aus  welcher  sich  128  Lösungen  ergeben.  Sichtung  durch  den  Verfasser 
Programm  Freiburg  in  Breisgau  (,1885). 

Nakonazny,  Programm  Stanislawo  (polnisch;;  hibtorisch  (,1885). 

C.  Neumann,  Leipziger  Berichte  41  (1889)  p.  22—30;  Über  das  M.,  Neimi. 
entfernt  Ähnlichkeit  aus  Schröter  s  Beweis  von  1874,  und  nur  durch  reziproke  Ra- 
dien beweist  er,  daß  die  drei  zweiten  gemeinsamen  inneren  Tangenten  die  Tan- 
genten an  die  Malfattischen  Kreise  sind. 

£.  LeboH,  Rendiconti  Palermo  3  (,1889)  p.  120;  Solution  du  probleme  de 
Malfatti.  Geschichte  (sonderbare  Kritik  der  Steinerschen  Lösung,  „Lecliitiutz"), 
sehr  einfache  Ableitung  der  Segmente  Malfatti's,  behandelt  auch  den  Fall,  wo 
jeder  Kreis  die  dritte  Seite  schneidet,  und  die  Fälle,  in  denen  zwei  Kreise  sich 
von  außen  berühren  und  den  dritten  einschließen  und  umschließen. 

C.  Lavids,  Grün.  (2)  13  (1895)  p.  10.  13  Auflösungen;  kritisiert  und  ver- 
bessert zuerst  die  von  Crelle;  erst  6  Lösungen  und  dann;  Grün.  (2)  14  p.  276  die 
anderen  7;  zuletzt  eigener  sehr  langwieriger  Beweis  der  SteinerschQu  Lösung. 

/.  Derousseaii,  Liege  memoire  (2)  18  ^1895)  Nr.  1;  Geschichte,  aber  nicht  voll- 
ständig, und  eigene  Vervollständigung.  Bei  ihm  noch  augeführt,  Jakob  Ber- 
noulli,  Oeuvres  completes  (1747)  für  den  Fall  des  gleichseitigen  Dreiecks;  A.  Cayley, 
Cambr.  and  Dubl.  Math.  Journ.  4,  p.  270;  Desbove^s  .Application  de  trigonometrie 
(1872),  drei  Lösungsmethoden;  Pelletereaa  (1888),  neue  Lösung,  Assoc.  Frani,'..  Av.  Sc. 

G.  Bellacchi.  Periodicü  di  matematica  10  (1895)  p.  25  if.,  11  (1896)  p.  56  tri- 
gonometrisch. 

A.  Pampnch,  (1897)  Das  verallgemeinerte  M.  nebst  5  etc.,  Konstruktion 
durch  Inversion;  (1900)  Das  verallgemeinerte  M.  (Geometrie  der  Lage;,  beides: 
Programm  Straßburg  i.  Eis.  (dito  1902). 

L\  N.  Barisien,  Mathesis  (1902)  p.92;  besonderer  Fall,  in  dem  eine  Kcke  im 
Unendlichen  mittels  des  Satzes:  Der  Radius  des  gegebenen  Kreises  ist  gleich  der 
gemeinsamen  Tangente  der  beiden  kleinen  Kreise;  sehr  einfache  Lösung. 
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Derselbe,  Ge'neralisation  du  probleme  de  M.  Nouv.  ann.  (4)  2  (1902)  p.  411, 
im  Anschluß  an  A.  Desboies,  Questions  de  Trigonometrie  (s.  d.).  Er  fand  statt 
der  32  Lösungen  nur  20. 

AJle  32  Lösungen  leitet  algebraisch,  elementar  und  aus  einem 
einzigen  Glcic]ii(ii(/s.s)jstem  ab,  und  mittels  nur  einer  Zwischent'ormel: 

A.  Pampueh,  Grnn.  Archiv  (3)  8  (1904)  p.  36.  Die  32  Lösungen 
des  3Ialfattisc\ien  Problems. 

20,  Vermischte  Dreieckssätze. 
Querret,  Ger<j(j)iiii-  lö  p.  84. 

Wenn  AP  ±  AC ,  BQ±VB  und  AP  :  B(^  =  AC  :  BC,  und  C 
Schnittpunkt    von  AQ  und  BP  ist,  soist  C C _L  AB  (Hilfslinien  zum 


Fig.  23. 

Pythagorus).  Ibid.  Gerg.  p.  188:  Wenn  AP  beliebig  lang  und  parallel 
CB,  desgl.  BQ  \\  AC  und  PD  und  QD  \\  AC  und  BC,  so  geht  DE 
durch  den  Schnitt  von  PB  und  A  Q.    (Fig.  23.) 

C.  F.  A.  Jacobi,  Entfernungsorter  geradliniger  Dreiecke  (1851)  (algebraische 
Summe  der  Entfernungen  von  den  3  Seiten  konstant).  Ort:  gerade  Linie;  W.  SchrU. 
Grunert  18  (1852;  p.  79  (Gerade  und  Ebenen);  elementar  analytisch  (analytisch  tri- 
vial); dazu  Timmermans  Nouvelles  annales  18  p.  217,  der  schon  in  Gerg.  18  {1828 
p.  1 77   die  Entf  für  Gerade  und  Ebene  behandelt  hat. 

•7.  .1.  Grunert,  Gruit.  17  p  3(51  analytisch.  H.  Em»mann,  Grün.  46  (1866) 
p.  121,  p.  147;  Die  ./oeoiischeu  Entfernungsorter  zu  Dreieckskonstruktionen 
benutzt. 

A.  Dietrich,  Programm  Greifenberg  i.  Pommern  (1869).  Jocofetsche  Ent- 
fernungsorter; 4  NulUinien,  schöne  Konstruktionen  und  neue  Sätze. 

Gleichseitige  Dreiecke  über  den  Seiten  (i^ermofschen  Punkt  F  nennt  man  den 
Schnitt  ihrer  Umkreise  i.  D.  Cli.  L.  Lehinus,  Grelle  50  (1855)  p.  -'66;  Minimum  der 
Gesamtentfernnngen  etc.  Grunert,  Grün.  48  p.  37;  Spitzen  von  den  Ecken  gleich 
•weit  entfernt  um 


^Byl  -\-  cos«  cos^  cosy  +  sin«  sin^  siny  ^/S. 

H.  Brocard,  Nouv.  conespondance  3  (1876i;  auf  den  Seiten  von  ABC  nach 
innen  gleichseitige  Dreiecke,  so  sind  aA,  hB,  cC  gleich  lang  und  schneiden  sich 
im  Schnittpunkt  der  3  Umkreise  der  gleichseitigen  Dreiecke. 

E.  van  Aubel,  Xouv.  corresp.  6  (1880)  p.  363.  Die  Zentren  der  gleichseitigen 
Dreiecke  nach  außen  oder  nach  innen  sind  die  Ecken  eines  neuen  gleichseitigen 
Dreiecks.  Errichtet  man  auf  den  Seiten  gleichseitige  Dreiecke,  so  ist  .-1  Mitte 
von  ^Ij^u  etc.,   ders.  Mathesis  'J  (1889)  p.  188,  aber  s.  Holmes,   Messenger  (1873) 
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p.  5(5;  Innen-  und  Außenseiten  t  und  t\  so  ist  '6  {f  -|-  ('-)  =  «'-(-  6°  -|-  c';  Ver- 
allgeineinenuig  ibid.  p.  57  von   (Haislwr. 

E.  Engelbrecht,  Grün,  lio  (1877)  p.  447;  belicbio-c  lUmliclH^  Dreiecke  über  den 
Seiten,  analoger  Satz. 

J.  Ncuherg,  Nouv.  corresp.  4  (1878)  p.  14-J;  hübsche  Sätze  über  ein  beliebiges 

Dreieclc  und  die  Zentren  der  Chiadrato  über  den  Seiten  -r-  ^^  1  +       cotu),  wo  lu 

lirocard{Hoffmann)acheT  Winkel,  aber  schon  vorher  Terqitem,  Nouv.  annal.  8 
(1S40)  p.  47  aus  Programme  de  l'universite  de  Dublin  (1848)  (s.  Griiu.  22  p.  4S0). 
Dahin  gehört  auch  der  6'n7^e8che  Punkt;  E.  Grebe,  Grün.  '.)  p.  250;  das  gerad- 
linige Dreieck  in  bezug  auf  die  Quadrate  der  Perpendikel,  welche  man  von  einem 
Punkt  seiner  Ebene  auf  seine  Seiten  fällen  kann. 

C.  Adams,  Nageische  Punkte,  Untersuchung  über  die  wichtigsten  zum  Drei- 
eck gehörigen  Kreise.     Leipzig  (1836). 

C.  G.  BeuKchlr,  Programm  (1853);  Über  die  Punkte,  Transversalen  und  Kreise 
des  Dreiecks. 

J.  B.  Fcaux,  Vollständige  Theorie  des  ebenen  Dreiecks.  Auf  eigentümliche 
Weise  dargestellt.     Münster  (1846). 

N.  Hofftnann  (Gymnasiallehrer  zu  Danzig):  Grün.  Ü  (1847)  p.  280;  In  ein 
gegebenes  Dreieck  ein  ähnliches  zu  zeichnen,  dessen  Seiten  mit  den  homologen 
des  ersten  einen  Winkel  qp  bilden;  Brordrdschet  Punkt,  dito  Winkel;  Relation  p.  289. 

cotj-  ^  cot  J.  -|-  cotJS  -|-  cotC. 

M.  Jenkins,  Quarterly  journ.  21  (1888)  p.  84;  Dreieck  von  konstanter  Form 
im  Dreieck;  im  Anschluß  an  Taylor:  Ou  the  relation  of  the  intersection  of  a 
circle  with  a  triangle,  l'roceedings  of  the  London  mathem.  society  15  (1884)  p.  122. 

R.  E.  Allardice,  dito,  Edinb.  M.  S.  proceed.  'J  (1800)  p.  39.  (Minimum  des 
Höhendreiecks). 

E.  Cesäro,  Nouv.  corresp.  2  (1875)  p.  429.  Schreibt  man  in  ein  Dreieck  zwei 
andere  ein,  deren  Ecken  symmetrisch  in  bezug  auf  die  Seitenmitten,  so  sind  sie 
flächengleich,  und  die  Verbindungslinie   ihrer  S  geht  durch  .S'  des  Grunddreiecks. 

A.  Mare,  Nouv.  annal.  8  (1844)  p.  317.  Bringt  man  die  Höhen  zum  Schnitt 
mit  dem  Umkreis,  so  ist  das  Sechseck  das  Doppelte  des  Dreiecks. 

H.  Emsmann,  Grün.  45  (1860)  p.  353.  Um  A  mit  AB,  um  B  mit  AB  Kreise 
und  Schnittpunkte  M  und  N  auf  AC  und  BC  verbunden  etc.,  so  bat  J/JV  eine 
konstante  Richtung. 

E.  Vigaric,  Bourget  (1885)  p.  54.  Die  Produkte  der  Segmeute,  welche  von 
derselben  Ecke  ausgehen  und  von  zwei  isogonalen  Geraden  hervorgerufen  werden, 
verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  anliegenden  Seiten;  ders..-  Bourget  (1886). 

Maur.  d'Ocagne,  Mathesis  7  (1887)  p.  265;  Figur,  die  entsteht,  wenn  man 
die  3  Seiten  um  gleiche  Strecken  in  gleichem  Sinne  verlängert. 

A.  Mdiudieim ,  Educational  times  52  (1890)  p.  48,  Nr.  10145.  Nimmt  man 
auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  drei  beliebige  Punkte  A',  B',  C,  so  schneiden  sich 
die  3  Kreise  BGA  etc.  in  einem  Punkte  B-,  zieht  man  ferner  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  31  die  Sehnen  A3IE,  BMF,  CMG,  so  sind  die  5  Punkte  EEG  MB 
konzyklisoh. 

/.  S.  Mackag,  Edinb.  M.  S.  proceed.  6  (1888)  p.  2.  Dreieck  und  die  Quadrate 
auf  seinen  Seiten  als  Konfiguration. 

i^.  Benucci,  Periodico  4  (1889)  p.  52.     Dreieck   aus  den  Mittellinien;  er  kon- 
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Btruiert  in  sehr  einfacher  Weise  unendliche  Scharen  von  Dreiecken,  jedes  folgende 
au8  den  Mittellinien  des  vorigen. 

H.  W.  Curjel.  Educational  times  61  IS'.l-t  Nr.  4858.  Fällt  man  von  -2  isogo- 
nalkonJDgierten  Punkten  V  und  Q,  z.  B  77  und  0.  Lote  auf  die  Seiten  und  verbindet 
über  Kreuz,  so  schneiden  sich  die  3  Linien  auf  P^.  E.  Lanvernay,  Bourget  il896; 
p.  101.  Ist  J  die  Mitte  der  Mediane  Aa  und  P  die  Mitte  der  bis  znm  Umkreis 
verlängerten  5Iediane,  so  ist  2Aci  ■  P.T  =  Bu^  [0  braucht  nicht  fest  zu  sein)  nnd 
andere  Sätze    ohne  Beweist 

B.  Titclcer,  Educ  times  G4  ( 1896 1  p.  4".  Xr.  12  793.  Durch  einen  Punkt  x  inner- 
halb eines  Dreiecks  Parallelen  zu  den  3  Seiten  zu  ziehen,  deren  Abschnitte  zwischen 
den  Seiten  gleich  lang  sind:   [3a6c  :  {ab  +  6e  -(-  ca}\. 

Soons,  Mathesis  16  i'1896)  p.  57;  Theoreme  der  Geometrie.  Projiziert  man 
die  3  Ecken  auf  eine  Gerade  m,  fällt  dann  von  den  Projektionen  Lote  auf  die 
Seiten,  so  schneiden  sie  sich  in  M  {Neuherg).  nnd  wenn  m  durch  0  geht,  so  liegt 
Jd  auf  dem  Feuerbacluchan  Kreis. 

Ungleichheiten. 

H.  Hoffmcoui,  Gnin.  9  (1847)  p.  317:  Bemerkungen  zu  Adams  Buch;  Merk- 
würdige Eigenschaften  des  geradlinigen  Dreiecks: 

1^1         1         ,1^1,1 

"a        "b         ".1  "a        "l,         "c 

0.  ScMömilch,  Schlön.  30  (l.?85)  p.  351;  Note  über  Ungleichheiten,  und  Hoff- 
mann 17  (1886)  p.  1;  Über  Ungleichheiten  in  der  geometrischen  Anwendung  zur 
Beantwortung  der  Fragen:  Wann  sich  aus  p  —  «  etc.,  den  3  Höhen,  den  3  Medi- 
anen und  den  3  .abständen  von  0  und  .7  ein  Dreieck  konstruieren  läßt. 

Eine  eigentümliche  Gruppe  elementarer  Sätze:  Durcli  einen  Punkt 
eines  Dreiecks  sind  Parallelen  zu  den  Seiten  gezogen,  oder  durch  einen 
Punkt  des  Tetraeders  sind  Parallelebenen  zu  den  Seitenflächen  gelegt, 
und  dann  Verallgemeinerung  auf  beliebige  Parallelen  zu  den  Seiten. 

E.  Boliillur  und  andere  Gerg.  18  p.  111  Aufgabe  p.  "28.  Das  Produkt  der 
3  Parallelogramme  gleich  dem  Achtfachen  des  Produkts  der  Dreiecke;  für  Tetraeder 
ValUs  p.  113:  nicht  durch  eineu  Punkt  id.  p.  202. 

Jf.  Lobatto,  Correspondance  mathematique  de  Quetelet  4  (1828)  p.  205. 
A  =  {zyf^.)-\  Gerg.  19  p.  374  M  PL'  ,  der  Satz  wird  abgeleitet  und  auf  Te- 
traeder erweitert,  der  allgemeine  Satz:  Wenn  n  Punkte  und  Parallelen,  so  («  -f-  li 
Dreiecke  T;  und  A  =  {zyi\)'  und  entsprechend  für  Tetraeder.  Siehe  auch  J/. 
MetUrnich,  Mainz  (1821);  Geometrische  Abhandlung  etc. 

Spezielle  Dreiecke. 

Fi/thagoreische  Dreiecke. 

C.  C.  Gerono,  Nouv.  annal.  17  (1858)  p.  395;  Dreieck  3,  4,  ö,  Inhalt  6.  ein- 
zige arithmetische  Reihe  der  Differenz  1;  ibid.  18  p.  44.  Lebcsgue  (einz.  arithm. 
Reihe);  rechtwinklige  Dreiecke,  deren  Seiten  sich  um  die  Einheit  unterscheiden: 
L.  Murtill,  Analyst  3  p.  476.     Simerka,  Grün.  51  (65)  p.  196. 

Th.  Gauß,  Programm  Bunzlau  (1894).  Über  Pythagoreische  Zahlen. 
Graeber,  Grün.  (2)  15  (1897)  p.  337.  Über  Pythagoreische  Dreiecke  und  Kreis- 
teilung (lang,  aber  wenig  Inhalt). 
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Ebene  Dreiecke,  deren  Seiten  mit  R  im  rationalen  Verhältnis 
stellen. 

C.  F.  Gaiiß,  Rriet'  an  NchiiiiKichir  ■>.  Okt.  1847:  dazu  firun.  45  p.  220,  J).  221, 
p.  224,  ]i.  229,  p.  'l'M. 

E.  W.  Grebe,  Grün.  17  (1852)  p.  467  Dreieck  mit  rationalen  Seiten  und 
Mittellinien;  Zusammenstellung  von  Stücken  rationaler  ebener  Dreiecke:  Programm 
Halle  (18641. 

ir.  Li(i(>irski,  Grün.  46  (1866)  p.  503.  H.  Grußmann,  Grün.  49.  Wenn  man 
aus  den  Gruppen  p.,  ^j  —  a  etc.  und  r,  r^  etc.  drei  beliebige  auswählt,  die  1.  nicht 
alle  derselben  (iruppe,  2.  keine  zwei  mit  gleicher  Marke,  so  sind  die  Dreiecke 
rational,  sobald  jene  in  rationalem  Verhältnis  stehen.  Grün.  51  p.  383,  Rationale 
Dreiecksaut'gaben  aus  Paul  Hallen,  Mathem.  Sinnenkonfekt. 

^[.  Az'zardli ,  Atti  nuovi  Lincei,  Rom  26  (1S731  p.  43;  Rechtwinklige  Drei- 
ecke, deren  Seiten  relative  Primzahlen,  und  Fonneln  zu  ihrer  Bildung. 

WeiU,  Bulletin  de  la  societe  mathematique  de  France  10  (1882)  p.  55  (J)rei- 
eck  4,  5,  6).  Rationales  Dreieck,  Seiten  teilerfremde  ganze  Zahlen  und  das  Ver- 
hältnis zweier  Winkel  eine  ganze  Zahl. 

,'1.  Strnnd,  Casojiis  12  (1884)  p.  28;  Note  über  rationale  Dreiecke.  Wenn 
zwei  Eckpunkte  eines  rationalen  Dreiecks  rationale  Koordinaten  haben,  so  auch 
der  dritte  {Kejilersches  Dreieck). 

/.  Worpitzki,  Hoff'mann  17  p.  256;  siehe  auch  seine  Sammlung  trigono- 
metrischer Aufgaben,  Anhang  1,  Pythagoreische  Dreiecke  (und  beliebige  recht- 
winklige DreieckeL  Notwendige  und  hinreichende  Bedingung  ist,  daß  die  Tau- 
genten von  zwei  halben  Dreieckswinkcin  rational  sind. 

a  =^  xy  (u-  -\-  V-);     b  =  uv  (x-  -\-  y'); 
c  =  {xu  —  yv)  {xv  -j-  yii)  =  xy  (m-  —  v')  -\-  tiv  {.v-  —  y-); 
f  ^  xy  UV  (xu  —  yv)  (xv  -\-  yu), 
die  Höhen,  die  ir  alle  rational;  sollen  auch  die  Winkel  rational  sein,  so  muß 
x  =  u.-  —  v-\     y  =  2(1  j';     »  =  U|'  —  V,-;     y  =  2(ij  v^     sein. 
Jr.  Ky.wnk,  Programm  (1890);  Rationale  Dreiecke,  spezieller  Fall. 
iJ.  Müller,    Grün.  (1889)    p.  111.     Über  rationale    Dreiecke   und    ihren    Zu- 
sammenhang mit  der  PeZfachen  Gleichung. 

C.  Ä.  Eobetis,  Mathem.  magazine  2  (1894)  p.  136 :  On  rational  triangles. 

n=ß*-f2-/*;     b=p-  +  iq-;     c  =  2p^  -\-  2q'-;      A  =  2pq(p'-  +  2q'-). 
H.  F.  Blichfeldt,  Annais  of  mathematics  11  (1896)  p.  57. 

a  =  m  -\ ;     b  ^  n  A ;     c  =  m \-  n , 

m  11  m  n 

wo  m  und  n  rationale  Brüche. 

.         ,       ,      .  (m  n  —  1) 

A  =  (m  +  n) ■ 

mn 

D.  N.  Lehmer,  Annais  of  Math.  (2)  1  (1900)  p.  97,    Rational  triangles: 

a  =  u§  (•/-  -f  d*)  etc.  (vgl.   Worpitzki). 

J.  M.  Iversen,  Nyt  Tidsskrift  for  Mathem.  (1898)  p.  91. 

P.  Dultjuschin,  Russ.  Pädag.  Samml.  4  (1897)  p.  421 ;  Rationalität  der  Win- 
kelhalbierenden in  Dreiecken   mit  rationalen  Seiten. 
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H.  Schubert,\:nteviichtsh\Utev (Pietzkcr)  6(1900)  p.  70.  Ganzzahlige  Medianen. 

E.  E.  Kummer,  Grelle  37  (1848)  p.  1.  Vierecke  mit  rationalen  Seiten  und 
Diagonalen  (auch  die  Stücke  der  Diagonalen  sind  rational).     Dazu: 

K.  Sduverinij,  Crellc  115  (1895)  p.  301;  Rationale  Tetraeder;  ders  Programm 
Düren  (1898)  Geometrische  Aufgaben  mit  rationalen  Lösungen  (im  2.  Teile  nicht 
elementar). 

0.  Schlömilrh,  Hoffmann  24  (18'j;i)  p.  101.  Rationale  Dreiecke  und  Vierecke 
aus  pythagoreischen  Dreiecken. 

A.  Droz-Famy,  Boiirgct  18  (1894)  p.  19S.  Dreiecke,  deren  Seiten  in  arith- 
metischer Progression  stehen,  geometrische  Ableitung  {r  =  ^a,  wo  a  mittlere 
Seite);  siehe  auch  Fiihrmanii,  Synthetische  Beweise  geometrischer  Sätze. 

A.  Libicky,  (asopis  '27  (1898)  p.  141,  desgl.,  aber  weit  früher,  Borner,  Pro- 
gramm Münster  (1845). 


Pergotti,  Nouv.  con-espond.  2  (1875).  Dreiecke,  die  in  den  Winkeln  und  zwei 
Seiten  übereinstimmen  und  nicht  kongruent  sind: 

a,  aq,  aq^  und  aq,  aq',  aq^,  wo   2q  zwischen  yö  —  1    und  yZ  -\-  1. 

Enr.  Presutti,  BaUaglini  21  (1883)  p.  169.  Dreiecke,  wo  C=  2.4  (z.  B.  das 
Dreieck  mit  den  Seiten  4,  5,  6),  (Trisection,  lima(,'on  de  Pascat),  dazu: 

Karl  Schicering,    Programm    Coesfeld    (1886);    Über    Dreiecke,    deren    einer 
Winkel  das  Vielfache  eines  anderen  ist,  und  E.  Sachse,  Grün.  48  (1868)  p.  358 
[wenn  a  =  2^,  so  ist  «'  =  &(&  +  c)]. 

A.  S.  Bang,  Zeuthen  Tydskr.  (5)  2  (1884)  p.  53.  Über  Dreiecke,  zwischen 
deren  Winkeln  eine  lineare  Relation 

aA-\-ßB-\-yC=n  Rechte,  wo  a,  ß,  •/,  n  ganze  Zahlen. 

./.  ^1  Lüienthal,  Programm  Braunsberg  (1845),  54  Aufgaben  über  die  recht- 
winkligen Dreiecke;  dazu  4  Sätze,  Grxin.  21,  p.  99. 

Serrais,  Progres  (1888)  9.  Sept.  abgedruckt  Mathesis  4  (1884)  p.  53.  Im  recht- 
winkligen Dreieck  ist  7i  =  r  +  r^  +r, ,  wo  r^  und  r,  die  Radien  der  beiden  Inkreise 
der  Tcildreiecke  durch  die  Höhe. 

L.  Benezcch,  Bourget  13  (1889)  p.  193,  p.  241.  Proprietes  des  triangles 
rectangulaires. 

Gleichseitige  Dreiecke. 

Newcastle  magazine  (^1823)  Dez.  p.  665;  Beweis  von  Gergonne, 
Gergome  14  p.  376:  Fällt  man  von  einem  Punkt  des  Inkreises  auf 
die  Seiten  Lote,  so  ist  die  Summe  der  Rechtecke  aus  je  2  Loten 
konstant,  weil  gleich  — /(l  J.  Steiner,  Crclh;  45  p.  177.  Für  jeden  Punkt 
p  des  Umkreises  ist  aj)  •  bp  ■  cp  =  a'p  ■  h'p  ■  cp,  wo  a  Scluiitt  mit  der 
Gegenseite. 

Grunert,  Grün.  20  p.  473.     SPA^  =  3  {PH-  -(-  HA^. 

F.  Pollock,  Quarterly  journ.  1  (1857),  verallgemeinert  von  Cayley,  ibid. 
p.  381.     (S^ciHcrsche  Kurve.) 
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Glcichschenldige  Dreirclc 

E.  Catdia»,  Bour/iet  7  (1883)  )).  öH.  Zielit  man  vciri  clor  Spit/o  li  eine 
beliebifje  Transversale,  welche  die  Basis  in  /','  und  den  Umkreis  in  D  selmeidct, 
80  ist  BE  ■  BD  =  AB-. 

H.   Stade,    Gm».    (2)    5    (1887)    p.   '2'23.       Dreieck,     in     dem    h,^  =  r^  —  r; 

K  =  r,,  +  r. 

E.  Lampe,  Educat.  times  54  (1891)  p.  ül,  Nr.  OtOi;.  Wenn  JK  =  2r  ist,  so  ist 
das  Dreieck  gleichseitig. 

J.n'Avillez,  BouryH  -20  (IS'Jß)  p.  246.  Association  fran^aise  (1897).  Con- 
grfes  St.  Etienne.    Dreiecke,  deren  Eulmehe  Gerade  einer  Seite  parallel  ist;  dazu: 

Tlieodor  Meyer,  Grün.  (1890)  p.  307.     Die  merkwürdigen  Punkte  etc. 

Sarijdna,  Educat.  times  (1896)  p.  dh,  Nr.  12  G41.  S,  auf  dem  umfang  des  In- 
kreises, Bedingung  5  Sa^  =  ^ Zab. 

E.  N.  Barisien,  Cougres  St.  Etieune  (1897);  Dreiecke,  in  denen  h^-{- a 
=  6  +  c  ist. 

Als  zusammenfassende  und  elementare  Arbeiten  seien  hier  zusammen- 
gestellt: 

C.  F.  A.  Jacobi,  Leipzig  (1825),    De  trianguli  rectilinii  proprietatibus. 

Ch.  H.  NageJ  (1836);  Untersuchnngen  über  die  wichtigsten  zum  Dreieck 
gehörigen  Kreise. 

C.  Adams,  Winterthur  (1846);  Die  merkwürdigen  Eigenschaften  des  gerad- 
linigen Dreiecks. 

G.  B.  Marsano,  (1863);  Con.'<iderazioni  sui  triangolo  rettilineo  Genova;  und 
die  verschiedenen  Arbeiten  von 

./.  S.  Mackay  in  den  Edinburgh  M.  R.  proceedings. 

E.  Polygone. 

21.  Viereck.  Die  eigentliche  Quelle  für  die  große  Mehrzahl  der 
Viereckssätze  sind  die  Kegelschnitte  und  die  projektive  Geometrie, 
und  es  knüpft  sich  daran  die  Aufgabe,  die  so  erhaltenen  Sätze  ele- 
mentar zu  beweisen.  Immer  wieder  kehrt  der  sogenannte  Gaußsche 
Satz,  der  mit  demselben  Recht  Newtonsch&r  (so  nennt  ihn  Steiner), 
auch  Rochatscher  Satz  heißen  könnte,  und  die  andern  Sätze,  welche 
Steiner  als  Theoremes  sur  le  quadrilatere  complet,  Gcrgoniie  18  (1827) 
p.  302  ohne  Beweis  mitteilt,  und  die  Sätze  über  das  Kreisviereck, 
Grelle  2  p.  96  und  desgl.  Grrcj.  19  p.  37.  Viele  von  den  Sätzen  lassen 
sich  bis  Lahirc  und  weiter  verfolgen  uud  die  meisten  ließen  sich  wohl 
als  spezielle  Fälle  der  Porismen  und  Sätze  von  Pappus  erweisen. 

Das  ,,quadrilatere  complet''  hat  als  solches  vielleicht  zuerst  Carnot 
(1801)  betrachtet,  die  genaue  Unterscheidung  zwischen  vollständigem 
Vierseit  und  vollständigem  Viereck  rührt  von  Steiner  her.  Bezeich- 
nung: Seiten  a,  h,  c,  d,  Diagonale  AG  =  e,  BD  =  f,  Fläche  =  i^, 
Eckenschwerpunkt  (Schnitt  der  beiden  Medianen)  M,  Flächenschwer- 
punkt S,  halber  Umfang  p. 
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Einfaclies   Vierech. 

T..  Puisscint,  Die  4  Zentren  der  Kreise,  welche  innen  je  3  Seiten  eines  ein- 
faclien  Vierecks  berühren,  sind  konzyklisch.  Hachette,  CoiTespondance  sur  l'ecole 
polytechnique  1  (1806)  I.Juli,  bewiesen  vom  Schüler  B. 

üulcraQhe  Formel  von  Bochat  etc.:  Gcrr/.  2  p.  31  bewiesen: 
a-  +  b-  +  c'-  +  d^  =  e'-  +  r-  +  H^'"^-, 
wo  R  lind  ,S'  die  Mitten  der  Diagonalen;  dazn  I).  Bcssu,  Periodico  1  (1886)  p.  53, 
auch  für  windschiefe  Vierecke. 

Bnine,  Crdle  22  (1840)  p.  37;i.  Verbindet  man  den  Schnittpunkt  der  Pa- 
rallelen zu  jeder  Diagonalen  durch  die  Mitte  der  andern  mit  den  Mitten  der 
4  Seiten,  so  zerfallt  das  einfache  Viereck  in  4  gleiche  Teilvierecke ;  s.  auch  ^N^ou- 
velles  annales  8  p.  365. 

./.  Slciner,  Systematische  Entwicklung  §  23,  3;  Teilt  man  ein  einfaches  Vier- 
eik  durch  eine  Transversale  in  zwei  Vierecke,  so  liegen  die  Schnitte  der  Diago- 
nalen der  3  Vierecke  in  einer  Geraden;  elementarer  Beweis  von  ./.  Bnuschinger 
SMumüch  2  (1857)  p.  122  (und  bclbstverständliche  Krweiterung) ;  derselbe  Satz: 
Nouvelle  coriespondance  2  (1875)  p.    lOli. 

Fr.  Strelüke,  Grunert  2  (1842)  p.  325; 

F*  =  (p  —  a)  (p  —  h)  {p  -c)  ip—d)  —  abcd  cos-  ^-~, 

entsprechend  für  das  sphärische  Viereck;  dieselbe  Eormel  bei  Bretschneider, 
Gnin.  2  p.  225  sowie  A.  H.  Anglin,  Quarterly  Journal  l'J  (1883)  p.  138.  Tangenten- 
viereck :  7«' ^  |/a  ö  c  (Z  sin  tt),  wo  2cu  die  Summe  zweier  Gegenwinkel. 

G.  Dostor,  Nouv.  annal.  7  (1847)  p.  289: 

16F-  =  4eY'  — («'  — Ö'  +  c'  — d')'  im  Tangentenviereck; 
16  7'"' =  4  (o'/'-  —  (ac-f&rf)-)  im  Tangenten-  und  Sehnenviereck. 

I'.  Serret,  Des  methodes,  Paris  (1855)  p.  U.  Wenn  abcd  ein  einfaches  Vier- 
eck und  Punkt  0  so  liegt,  daß  Dreieck  Oab -\- Ocd  ^  Obc -\- Oda,  so  liegt  0  in 
der  Geraden  durch  die  Mitten  der  Diagonalen  {yeictoiischet  Satz  vom  Tangenten- 
viereck   spezieller  Fall). 

E.  Caialan,  Nouv.  correspond.  1  (1873)  p.  31.  Wenn  im  einfachen  Viereck 
2  Seiten  gleich,  so  sind  sie  gleich  geneigt  gegen  die  Mediane  der  beiden 
andern.     Sätze  von 

P.  Meutzner,  Grwn.  55  (1868)  p.  42  u.  a.:  Die  Projektion  der  Ecken  eines 
einfachen  Vierecks  auf  die  Diagonalen  bilden  ein  (negativ)  ähnliches  einfaches 
Viereck  (i  =  cos  tf,  wo  cf  Diagonalwinkel),  schon  bei  Bochat,  Gerg.  1 ;  der  Schwer- 
punktsatz bei  Sj/lvester,  Quarterly  Journal  6  p.  130. 

i'.  Catalan,  Theoremes  et  problemes,  hübsche  Viereckssätze. 

Den  Satz  von  Desargues  über  die  Involution  beweist  Weiler,  Schlömikh  (1882) 
projektiv,  aber  Alf.  Leman,  Programm  Jlülhauseu  (l.>98)  elementar. 

F.  August,  Grün.  (2)  4  (1886)  p.  3:!0  Satz  von  Hoppe,  sehr  einfach  Ijewiesen, 
Flächenschwerpunkt  <S'  (einfache  Konstruktion),  Diagonalschnittpunkt  E  und 
Eckenschwerpunkt  T  ( J/)  in  einer  Geraden  und  so,  daß  ET :  TS  =3:1. 

A.  Peter,  Hoffmami  Zeitschrift  29  (189S)  p.  108.  ,, Brennstrahlen-Viereck" 
a  -\-b  ^  c  -\-  d).  Über  die  3  verschiedenen  „Arten"  der  Vierecke  (konvexe,  Vier- 
ecke mit  einspringendem  Winkel  und  überschlagene)  vgl.: 

Max  Brückner,  Vielecke  und  '\'ielflache,  Leipzig  (1900),  wo  sich  die  ganze 
Literatur  findet. 
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Vollstöndiffps   Viereck  und  vollständiges   Vierseit. 
(=  Ve.  und  Vs.) 

Im  Ve.  bilden  die  Diagonalen  das  dritte  Paar  der  Gegenseiten, 
die  4  Dreiecke:  Dj  etc. 

Vs.:  Der  sogenannte  Gaußsche  Satz:  Die  Ü  Mitten  der  ?>  Dia- 
gonalen eines  Vs.  liegen  in  einer  Geraden,  Gatiß,  Zach,  Monatscor- 
respond.  22  (181U)  p.  115,  von  Steiner  Netvtonscher  genannt,  findet 
sich  nach  einem  Artikel  von  Machay,  Edinb.  mathem.  society  proceed. 
it  (^1890 — 1S91)  bei  Coiutor  in  The  Ladies'  diary  (1795);  der  Satz  ist 
gleichzeitig  mit  Guuß  von  Rochat  gefunden  und  einfach  analytisch  be- 
wiesen samt  der  Vervollständigung,  daß  auf  derselben  Geraden  die 
;3  Zentren  der  mittleren  Entfernung  [M)  der  3  V.  aus  den  Endpunkten 
je  zweier  Diagonalen  liegen:  Gcry.  1  (1811)  p.  314  und  von  Vccten  eben- 
dort  einfach  geometrisch  bewiesen.  Poncelet,  Traite  164;  Chasles,  Geo- 
metrie superieure  p.  488;  Fenivick,  The  Mathematician  2  (1847)  p.  292 
analytisch;  dito  Quarterly  journ.  6  p.  127  sehr  einfach  statisch,  dazu 
Note  von  J.  J.  Sylvester  p.  130;  F.  Paugger,  Schlöm.  2  (1857)  p.  5G 
(^beim  Tangentenviereck  durch  0).  Matthetc  Collins,  (1870)  Geo- 
raetrical  miscellanies,  sehr  einfacher  Beweis  mittels  Ergänzungsparallelen 
Scidümikh,  Schlöm.  23  (1878)  p.  191  als  spezieller  Fall  eines  all- 
gemeinen Dreieckssatzes;  Arnold  Sachse,  SchVömilcli  27  p.  381  (1882) 
als  spezieller  Fall  eines  allgemeineren  (projektiv). 

John   Casey,  A  sequel  to  Euclid  (1888)  p.  5;  sehr  einfach. 

R.  E.  Allardice,  Edinb.  mathem.  society  pxoe.  8  (1890)  p.  27  (spezieller  Fall. 
elementar.) 

J.  Dougall,  ibid  p.  15  (1897)  p.  81,  sehr  einfacher  Beweis. 

SoUeiiin-sly,  Mathesis  12  p.  114;  Verhältnis  der  Abstände  nur  von  der  Rich- 
tung der  4  Geraden  abhängig. 

Verallgemeinert  ist  der  Satz  durch  Bodenmiller  nach  Angabe 
von  Gudermann,  Analytische  Sphärik,  Köln  (1830)  p.  138.  Die 
3  Kreise  über  den  3  Diagonalen  eines  Vs.  haben  eine  gemeinsame 
Radikalachse  (schneiden  sich  in  denselben  beiden  Punkten). 

A.  Möbius,  Gesammelte  Werke  2  (1854)  p.  237.  Schlömüch,  Sächsische  Be- 
richte 4  (1854)  trigonometrisch.  CliusUs,  Geometrie  superieure,  2.  Aufl.  p.  354. 
Schlomilch,  Schlöm.  2  p.  247;  Die  (J  Kreise  des  Ve.  lü  Tiiclcer,  Educat.  times  26 
(1876)  Nr.  5058;  gemeinsame  Sehne  sei  e,  so  ist  (Beschränkung  auf  Kreisviereck) : 

c'  =  2  {g,'-  + . . .  .)_  e,'e,'e,'(e,-*  + .  . . .). 

Erweiterung  bei  Franz  Seydewitz,  Grün.  S  p.  231  Lehrsatz  8. 

In  Gergonne  18  p.  302,  gesammelte  Werke  1  p.  223  findet  sich  eine  Anzahl 
von  Sätzen  von  Jakuh  Steiner,  Thöoremes  sur  le  quadrilatei-e  complet,  ohne 
Beweis: 
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1.  Die  4  Umkreise  der  4  Dreiseite  schneiden  sich  in  P. 

2.  Die  4  ümki-eiszentren  mit  F  konzyklisch. 

3.  Die  Fußpunkte  der  Lote  von  P  liegen  auf  einer  Geraden  K . 

4.  Die  4  Höhenschnittiiunkte  der  vier  Dreiseite  liegen  auf  einer  Geraden. 

5.  ü  und  H  sind  parallel  und  M  geht  durch  die  Mitte  des  Lotes  von  P 
auf  ü'  (vgl.  Siwsowsche  Gerade). 

6.  GflMjßscher  Satz:  die  Gerade  :  iJ". 

7.  R"  senkrecht  auf  R  und  R' . 

8.  In  jedem  der  4  Dreiecke  gibt  es  4  Berührungskreise,  die  Zentren  dieser 
16  Kreise  liegen  von  4  zu  4  auf  einem  Kreise  («  neue  Kreisei. 

y.  Diese  8  Kreise  teilen  sich  in  2  Gruppen,  so  daß  jeder  der  ersten  die  vier 
der  anderen  orthogonal  schneidet.    Die  8  Zentren  liegen  also  auf  2  Geraden. 
10.  Diese  schneiden  sich  in  1'  und  stehen  aufeinander  senkrecht. 

Während  die  ersten  Sätze  oft  elementar  bewiesen  werden,  ist  mir 
von  den  letzten  nur  ein  Beweis  bekannt: 

MentioH,  Nouv.  annal.  (2)  1  (1862).  p.  16,  p.  65. 

Nach  Mackay  (1.  c.)  ist  Satz  1.  von  „Äco'/cms"  (Pseudonym  für  iroKac«?) 
zur  Lösung  vorgelegt  in  Lci/bounw's  Mathematical  repository  (1804)  p.  22  und 
ibid.  (1)  1  p.  170  gelöst. 

Satz  1.  und  2.:  u.  a.  Klilert,  Giuii.  611  p.  332  analytisch  und  Sparer,  Schhim. 
31  p.  43  synthetisch. 

Hermes,  Nouv.  annul,  in  p.  171.  ./.  Metition,  Nouv.  annal.  (2)  1  1^1862) 
p.  16,  p.  6ü. 

Satz  4.:  Heinen,  Grelle  3  p.  290  analytisch.  Franz  Seydewitz,  Grün.  3  p.  231 
gleichseitige  Hyperbel,  Gruii.  46  p.  328,  A'.  /Schmidt  mit  Menelaos,  elegant  Hulixch 
und  Stummer.     {Grunert  schreibt  Bd.  45  den  Satz  Sylvester  zu!) 

Ich  bemerke,  daß  schow  Mandelier,  Correspond.  Quetelet  b  (1829) 
p.  21s  vom  vollständigen  Vierseit  beweist,  daß  für  P  (aus  Satz  1) 

FA-BC-  CJJ  =  rU ■  CD ■  I)A  etc. 

Rochat,  Gerg.  1  (1871;  p.  314.  Der  Abstand  der  Mitten  zweier  Diagonalen 
ist  doj)pelt  so  groß  wie  der  der  beiden  Zentren  31  der  beiden  einfachen  Vierecke, 
zu  denen  die  Diagonalen  gehören. 

Vecten,  Gerg.  15  p.  41 ;  merkwürdige  Gegenseitigkeit  zweier  Vs.  id.  ibid.  15 
p,    146. 

E.  Cesäro,  Nouv.  correspond.  6  (1880)  p.  477.  Culombier,  Bourget  (1880) 
p.  113,  harmonische   Eigenschaften  {('tra,  AJenelaus). 

A.  Cunvingham,  Mesnengir  27  (1882)  p.  188;  On  the  circle  etc. 


Vollständiges   Viereck  =  Ve. 

Aufgabe  von  Gcrgonne  und  Lavcrncdc,  Die  3  Medianen  eines  Ve., 
eben  oder  windschief,  schneiden  sich  in  einem  Punkt  (J/,  dem  Eckeu- 
schwerpunkt;  dual  zum  Gaußschen  Satz):  Gen/.  1  p.  177,  p.  31U  be- 
wiesen von  de  SiainviUe  (statisch),  L'Huilier,  Tedenat,  Vecten,  seitdem 
sehr  häufiger  Ubungssatz  in  den  Lehrbüchern. 
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C.  A.  Bretschneidn-,  Grün.  2  p.  225;  Untersuchungen  der  trigono- 
metrischen Relationen  des  geradlinigen  Vierecks,  darin  zuerst  der  Gedanke, 
ein  (Exzeß)  Dreieck  J^  einzuführen,  dessen  Seiten  die  Produkte  der 
Gegenseiten  sind  (vgl.  Inversion,  Nruhrn/,  Memoire  sur  le  tetraedre 
(1884)  p.  22  Anm.)  und  dessen  Winkel  in  sehr  einfachen  Beziehungen 
zu  der  Summe  der  Gegenwinkel  stehen.  In  dasselbe  Dreieck  trans 
formierte  Möbius  durch  komplexe  Interpretation  von  AB  (bezw.  durcli 
Inversion)  das  Viereck:  Longimetrie,  Gesammelte  Werke  2  p.  l'.'ü, 
Möbius  hat  selbst  die  Priorität  Bretscimeider's  bemerkt. 

Wichtig  Breischneider,  Griui.  3  (1843)  p.  85.  Über  die  ab- 
geleiteten Vierecke;  die  Mittelpunkte  der  Umkreise;  Invariante 
E- :  4]/Dii)2-D3^  Es  bilden  die  6  Perpendikel,  welche  von  den  Mittel- 
punkten der  6  Seiten  des  Urvierecks  auf  die  Gegenseiten  gefällt  sind, 
wiederum  ein  einziges  Ve.,  das  dem  der  Umkreiszentren  kongruent 
und  ähnlich  liegend  ist.  (Ähnlichkeitspunkt  ist  M),  also  beim  Kreisve. 
schneiden  sich  die  6  Lote  in  einon  Punkt  N,  welcher  mit  dem  Zentrum 
des  Kreises  0  und  31  in  gerader  Linie  liegt  und  so,  daß  M  die  Strecke 
ON  halbiert.  Höhenpuukte  der  4  Dreiecke,  im  Kreisve.  begrenzen  sie 
ein  kongruentes  und  ähnlich  liegendes  (Gegenseitigkeit).  Elegante  syn- 
thetische Beweise  in  Kunzes  Lehrbuch  (1851). 

0.  Terquem,  Nouv.  annal.  6  p.  68.  Anwendung  des  Fontaine- 
Euhrschen  Dreieckssatzes  (Nouv.  annal.  5  p.  154).  Ist  0  ein  Punkt, 
so  ist  die  algebraische  Summe  der  Produkte  der  Dreiecke,  deren 
Spitze  0  und  deren  Grundlinien  die  Gegenseiten  sind,  gleich  Null. 

L.  Matthiesscn,  Battaylini  5  (1867)  p.  232;  12  Sätze  ohne  Beweis, 
Satz  12  =  Satz  10,  hauptsächlich  Punkt  31  betreffend.  Satz  6:  Zieht  man 
durch  die  Mitten  der  Dreiecksseiten  Parallelen  zu  den  Gegenseiten,  so 
schneiden  sich  die  12  Geraden  in  den  4  Ecken  eines  Vierecks,  das 
dem  ersten  kongruent  ist,  Ähnlichkeitspunkt  ist  31.  Satz  7:  Die 
6  Lote  etc.  wie  Bretschneider. 

Kreisviereck  (Kv.) 

J.  Steiner,  Theoremes  relatifs  aus  sections  coniques,  Gergonne  19 
p.  37  als  Anmerkung  ohne  Beweis,  der  in  „Die  geometrischen  Kon- 
struktionen" (1833),  Anmerkung  zu  •§  12,  Ähnlichkeitspunkt,  angedeutet 
ist.  ABCD  das  Kv.  (vollständiges  Viereck);  die  4  Höhenpunkte  der 
4  Dreiecke  A^-^  Schwerpunkte  J^.;  4  Zentren  der  Feuerbachschen  Kreise 
3I\]  das  Zentrum  des  Umkreises  31,  dann  bilden  1.  die  4  A^.  ein 
kongruentes  und  ähnlich  liegendes  Viereck,  Zentrum  ..4;  2.  die  4  J^ 
ähnlich  und  ähnlich  liegendes,  A  =  — ,   Zentrum  J;   3.   die  4  31\  dito 
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A=--,   Zeutruui   M,    und    es    liegen    auch    die   4   Zentren    in    derselben 

Weise  liarmoniscli,  wie  ein  bestimmtes  System,  also  AM  und  JM  so, 
daß  J3I^  :  JM  :  A3[^  :  Ä3I  ^  1  :  2  :  :-5  :  0,  also  71/  für  alle  4  Kreise 
Ähnlichkeitspunkt. 

Der  Satz  über  die  Höhen  ist  zuerst  von  Heincii,  Crelle  3  p.  288 
mittels  Hyperbel  bewiesen;  er  findet  sich  ohne  Beweis  bei  L.  MaUhicsscn 
(1.  c);  mit  sehr  elementarem  Beweis  in  Cdhdaiiii  Theoremes  et  pro- 
blemes;  elementar  bei  Max  (h'eiiici\  Grini.  GO,  wo  auch  die  andern 
Sfcmerschen  Sätze  elementar,  und  vielleicht  neu  der  Satz,  daß  der 
Schnittpunkt  der  4  Fciicrhuclischen  Kreise  zugleich  der  Punkt  JN^  ist, 
in  dem  sich  die  6  Mittellote  schneiden.  Ebenso  bei  Geiser,  Einleitung 
in  die  synthetische  Geometrie  (18(l0j. 

Der  Satz:  Die  4  (S«»(.^('«schen  Geraden  einer  Ecke  in  bezug  auf 
die  andern  sehneiden  sich  in  N^,  ist  von  Steiner  nicht  direkt  aus- 
gesprochen, er  ist  als  Aufgabe  von  E.  Lemoine,  No.uv.  anual.  (2)  8 
(1867J  [).  47  gestellt  und  von  Figa,  BarMohiei,  Morel,  L.  Kiepert  be- 
wiesen (^von  letzterem  am  elementarsten)  p.  317.  A.  Morel  gibt  dort 
auch  den  z.  B.  bei  Cuhdaii  und  auch  sonst  oft  vorkommenden  Satz: 
Irgend  4  Kreise  über  den  Seiten  bestimmen  wieder  ein  Kv.;  spezieller 
lall:  Die  4  Projektionen  der  Ecken  auf  den  Diagonalen  begrenzen  ein  Kv. 

Satz  von  Steiner,  Grelle  2  (1827)  p.  'JLi;  halbiert  man  im  Kv.  die 
Winkel  der  3  Paar  Gegenseiten,  so  sind  von  diesen  (3  Geraden  je  3 
einander  parallel.  Beweis  Rony,  Grelle  3  p.  84;  Heinen  p.  288;  Fury. 
Nouv.  anual.  1  (1842)  p.  358,  fügt  hinzu,  daß  die  Halbierungslinien 
der  Fünf-  und  Sechsten  Ecke  sich  inncrhall)  des  Vierecks  halbieren ;  ( 'liaslet:. 
Geometrie  superieure  (2.  AuÜ.  p.  3',i5,  Schluß);  F.  J.  J^öyyeraÜi,  Gritn.  4ü 
(1867)  p.  118  ebenfalls  Zusatz  von  Pury^  Sylvester,  Educat.  times  l.ö 
(1871)  p.  36;  F.  Gatalan,  Nouv.  correspond.  2  (1876)  und  Umkehruny; 
seither  sehr  häufiger  Übungssatz. 

A.  Jacobi,  C'relk  31  (1«46)  p.  41.  Ist  ECUF  eiu  Kv.,  so  ist  das  Quadrat  der 
Geraden,  welche  die  Durchschnitte  je  zweier  Gegenseiten  verbindet,  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  ikrer  Tangenten. 

/.  Steiner,  t'relle  44  (1852)  p.  275,  Heim  vollständigen  Kv.  haben  die  Recht- 
ecke aus  den  3  Paar  Loten  aus  einem  i'unkt  des  Umkreises  auf  die  3  Paar 
Gegenseiten  gleichen  Inhalt,  31.  A.  ßlaiichet-yLetjeiubr);  elementarer  Beweis  bei 
Casey,  A  sequel  to  Kuclid  p.  34. 

J.  McDowell,  Quarterly  Journal  5  (_1862)  p.  2S0  sehr  elementar  Kv.  und 
ParallelogrUmm. 

./,  Neuierg,  Nouv.  correspond.  1  (1875)  p.  90;  Die  Zentren  der  4  Inkreise  der 
4  Dreiecke  bestimmen  ein  Rechteck. 

E.  Lemoine,  Nouv.  correspond,  2,     Zieht  man  durch  2  feste  Punkte  C  und  U 
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2  Paar  (leratlen,  weleho  nich  in  den  Koken  eines  Kv.  sehneiden,  so  ist  der  Ort 
der  Zentren  eine  (Jerade. 

J.  A.  Grunert,  Grün.  5  p.  430;  Spezialfall:  Ist  eine  Diagonale  ein  Durch- 
messer, so  steht  die  Gerade,  welche  die  :'>.  und  6.  Ecke  verbindet,  auf  ihr 
senkrecht.     (Trigonometrisch .) 

A.  Cayley,  3Iessc)iger  17  (1888)  p.  94,  Note  etc. 

/.  W.  L.  Glaisher,  Educational  tinies  26  (1874)  Nr.  4238  historische  Kon- 
struktion aus  den  4  Seiten  (auch  A.  Haußner,  Grün.  65,  p.  334),  Ptolemnos  ef,e:f  etc. 

A.  L.  Candy,  Annais  of  Mathematics  10  (1896)  p.  175.  Aus  sehr  einfacher 
Kelation  (8),  viele  Transveraalensätze. 

Jul.  Nager,  Wiener  Monatsberichte  (1896)  p.  325  (s.  o.  E.  Lemoüie). 

Der  Satz  von  Alh.  Girard,  3  konvexe  Vierecke  mit  denselben 
Seiten  abcd,  ahdc,  achd  im  selben  Kreis  haben  gleiche  Fläche.  Dostor, 
Grün.  48  p.  245;  aber  schon  in  L.  A.  Kunze's  Lehrbuch  der  (ieo- 
metrie  (1851)  Jena,  und  noch  weit  vorher  Griison.  Crdlc  10  (1833) 
p.  275.  Die  Formel  für  die  Fläche  J,  welche  der  Heronachen  Dreiecks- 
formel entspricht,  ist  schon  im  18.  Jahrhundert  bekamit  (Lexell,  Euler, 
L'Huilier),  bei  Meier  Hirsch  (1805)  Sammlung  geometrischer  Auf- 
gaben p.  33  nebst  analogen  §§  30.  32,  33;  s.  a.  B.  TortoUni,  Annali  de 
lortoVnii  6  (18t)4)  p.  46;  Diagonalen  x  und  y,  x  zwischen  {h,  c)  imd 
(«.  d);    X' =  [ad +  l(^{ac +  hd):(ah  +  cd),    daraus   Ptolemäos,   sin  Ö 

(Diagonalwmkel);  Flache  J;  r-=  ^     ^ —      uJ"       '  *"    ^       ''" 

in  Serrefs  Trigonometrie  findet. 

Kv.,  dessen  Diagonalen  aufeinander  senkrecht  stehen,  (in  P) 
[Ärdiimedes,  Bralmtagiqifa).  Alle  umschriebenen  Rechtecke  einander 
ähnlich:  J.  Murent,  Nouv.  aimal.  14  (1855)  p.  365. 

L.  Sancery,  Nouv.  annal.  (2)  10  (1862)  p.  487. 

Frz.  Schiffner,  Gnm.{2)  4  (1866)  p. 325.    4  Sätze  ohne  Beweis;  daß 

FO  von  M  halbiert  wird,  schon  lange  vorher  bei  Sancrri/;  Dclpit,  Botm/ct 

(1881)  li.  24:1; Bd.  Lucas, 'Souv.  Corresp.  5  (^1879).  Projiziert  manPauf  die 

Seiten  und  verlängert  die  Lote  bis  zur  Gegenseite,  so  liegen  die  8  Punkte 

auf  einem  Kreis,  dessen   Mitte  21  (Schnitt  der  Medianen)  ist;  der  Kreis 

bleibt    konstant,    wenn    die   Diagonalen    sich   um   P  di-ehen   {Sancery). 

Die  4  Projektionen   sind    die   Ecken  eines  Vierecks,  das  um-  und   ein- 

schreibbar  ist: 

ABCD:ÄBCD'  =  R:r'. 

Daß  die  6  Lote  in  den  Mitten  der  Seiten  koupunktisch  sind,  ist  in 
diesem  Spezialfall  schon  von  Brahma(jupta  gefunden. 

Harmonisches  Kv.  {AB  ■  CD  =  AC  ■  BD).  R.  Tucler,  London 
mathemat.  society  (1885)  12.  Febr.  Some  properties  etc.  Es  gibt  einen 
(Lenioin eschen)    Punkt,    dessen    Abstände   von    den    Seiten    den    Seiten 

Simon,  ElemeDtargeometrie.  11 
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selbst  propoi-tional  sind.  J.  Neuhery,  Mathesis  ö  (1885)  p.  4,  17,  65,  202. 
Clrm.  Tliiri/,  Hourgd  (1887)  p  223;  es  gibt  einen  Lrmoineschen  Punkt, 
der  als  Schnittpunkt  der  Diagonalen  bestimmt  wird,  vgl.  auch  Casey 
(1888)  A  sequel  to  Euclid,  sectiou  (5. 

Eine  sehr  vollständige  Sammlung  von  P'ormeLa  das  Kv.  betreffend: 
Lccorij,  Bourgct  21   und  22. 

Tangentenviereck  (  =  T.) 

pJal,-.  Sfeiiter.  CrcUc  2  p.  205  vei-vollständigt  die  bekannte  Be- 
dingung: Jedes  Viereck,  in  welchem  die  Summe  zweier  Seiten  gleich 
der  der  andern  beiden   ist,  ist  ein  T.  und  umgekehrt. 

J.  B.  Durraiide,  Gerg.  6  p.  49.  Jedes  Viereck,  eben  oder  wind- 
schief, in  dem  o-{-c  =  h-\-d  ist,  ist  ein  T.;  id.  Gerg.  14  p.  309  {Newton- 
scher Satz).  In  jedem  T.  geht  die  Gaußsche  Gerade  durch  das  Zentrum 
des  Inkreises;  Beweis  mittels  der  Radikalachse  spezialisiert  fürs  Dreieck: 
die  Gerade,  welche  die  Mitte  von  li  mit  der  Mitte  von  BE,  wo  E 
Berührungspunkt  auf  b  ist,  verbindet,  geht  durch  das  Zentrum  des  In- 
kreises.    Foncelet,   Gerg.  12  p.  109. 

Ein-  und  umgeschriebenes  Viereck  (Schließungsproblem).  Durrande, 
Gerg.  15  p.  133 — 145,  Sätze  von  Putieelet  im  Tiaite  (1822\  neu  der 
Satz:  Das  Rechteck  aus  den  Tangenten  zweier  Gegenpunkte  ist  kon- 
stant, weil  gleich  dem  Quadrat  des  Radius  des  Inkreises;  sehi"  ele- 
mentare Ableitung  der  Eiderschen  Relation  fürs  Viereck;  Zentren  der 
beiden  Kreise  und  Diagonalenpunkt  in  einer  Geraden. 

./.  Schumacher,  Grün.  (2)  2  (_1885)  p.  383.  Viel  Material,  Sätze  teil- 
weise neu. 

Trapez :  L.  Vaiitre.  Bourget  (1894)  p.  97.  Die  DiiFerenz  der  Diagoualen  >  der 
der  schrägen  Seiten.  Konstruktion  aus  beiden  Diagonalen  und  den  schrägen 
Seiten.     Maurice  d'Ocagne,  Bourget  (1879)  p.  370;  2  Sätze. 

Andere   VierecJce. 

C.  F.  Herttcr,  Das  Trapez,  „bisher  Stiefkind,  jetzt  Krystallkern  der 
Planimetrie".  Tübingen  (1889).  Daß  das  Trapez  eine  Quelle  von 
hübschen  Aufgaben  wie  das  ihm  so  nahe  verwandte  Kreisviereck,  ist 
seit  50  Jahren  ein  offenes  Geheimnis  und  wußte  schon  Heron  von 
Alexandria. 

Parallelogramm.  Wenn  die  4  Seiten  eines  Parallelogramms  4  feste 
Punkte  in  gerader  Linie  haben,  so  haben  die  Diagonalen  2  feste  Punkte 
auf  derselben  Geraden.  (Transversalensatz.)  Nouv.  con-espond.  3 
p.  14Ü. 
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./.  Neuberg.  Mathcsis  11  p.  2GK.  Pseudoquadrat  (Diagonalen  ijloicli  und 
rechtwinklig).     Koutraiiarallelugramni  ist  Sternviereck,  in  dem: 

AB=^  CD  =  AD  =  BC,  BD  \\  AC, 

Mathesis  M  p.  227;  Deltoid  (2  gleichschenklige  Dreiecke  auf  derselben  Basis)  bei 
C.  G.  lieuachle.Schlöm.  10  (1804)  p.  .506  (2  Berührungskreise  etc.);  SchKiiiikh,  Ooppidt- 
zentrische  Vierecke;  {Sehlöiii.  33  p.  191  Maxima  und  Minima);  Ch.  Beyel,  .')7  Sätze 
über  das  orthogonale  Viereck  (Dreieck  und  seine  Höhen)  Schliim.  34  (1889)  p.  218, 
2!t0  (Canuit  1801);  Scliliini.  40  (1895)  p.  372.  Involutorische  Eigenschaften  de.s 
(l(ipi)eltzeutrischen  Vierecks. 

Aufgaben:  Viereck  von  gegebenen  Seiten,  so  daß  die  Diagonalen  gleich 
sind:  Grün.  5  (1844)  p.  111.  Quadrat  aus  den  Abständen  dreier  seiner  Ecken 
von  einem  festen  Punkte:  Educat.  times  3G  (1882)  Nr.  '■.667,  Miller. 

Fünfeck. 

Satz  von  A.  Miqucl  (1836,  als  Schüler  des  Instituts  Barhier):  Wenn  man 
um  die  2  Dreiecke  aus  je  einer  Seite  eines  gewöhnlichen  Fünfecks  und  den  Ver- 
längeiningen  der  beiden  aulii'genden  Seiten  Kreise  lieschreibt,  so  liegen  ilire 
b  freien  Schnittpunkte  auf  einem  Kreis  (erweitert  von  Cli/j'ord.  a.  Kreis). 

Gruncrt,  Crclle  5  p.  31(3.  Wenn  alle  Seiten  eines  Fünfecks  verlängert 
werden,  so  schneiden  sich  die  .">  (xeraden,  welche  die  Mitten  der  Diagonalen  (Me- 
dianen) eines  jeden  der  Vierecke  ABEA' ,  BACB'  etc.  verbinden,  in  einem  Punkt; 
derselbe   Satz  Mentiott,  Nouv.  annal.  12  (18.ö3)  p.  419. 

G.  de  Longchmiqis,  Nouv.  eorrespond.  3  (1877)  p.  306  und  310,  über  Systeme 
von  Geraden  und  Kreisen.  Ein  vollständiges  Fünfseit  enthält  5  vollständige  Vier- 
seite; die  5  Ki-eise  (Steinerschev  Satz  2)  schneiden  sich  in  einem  Punkt  und  die 
Zentren  sind  konzyklisch  etc. 

Fünfeck  in  und  um  den  Kr-eis,  a,  h,  c,  d,  e  Seiten. 
a{e  —  d) 


b  -{-  e  —  a 


+  &(-;■;■  )  +    •  =  0. 


A.  Russell,  Educat.  times  50  (1889)  p.  109,  Nr.  9556. 

.7.  Mention,  Nouv.  annal.  (21)  (1862)  p.  16,  p.  65,  Schnitt  der  5  Medianen  der 
5  V'ierseite  eines  Fünfseits  im  Radikalzentrum  der  10  Höhenkreise  und  der  5  Dia- 
gonalenkreise. 

Analoge  Eigenschaften  des  um-  und  eingeschriebenen  Vierseits 
und  Fünftlachs,  H.  M.  Jcff'enj,  Quarterly  journ.  25  (^1S91)  p.  336, 

Die  infolge  einer  Aufgabe  von  Mob  ins  (Gesammelte  Werke  1 
(1823)  p.  388)  von  Gauß  gegebene  Formel: 

{ABC,  BCD, ....  EÄB  der  Reihe  nach:  «,  ß,  y,d,s  und  S  Fläche 
des  Pentagons  ABCDE). 

S^  —  S{a  +  ß  +  ....  i)  +  Zaß  =  0  {Gauß  Nachlaß)  von  P.  Serret, 
Nouv.  annal.  7  p.  L'8  bewiesen.  Möhius  bemerkt  (1.  c),  daß  die  Formel 
sich  nicht  ändert,  wenn  «  etc.  die  Vierecke  ABCD,  BCDE  etc.  be- 
zeichnen. 

11* 
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Ähnliche  Eigenschaften  wie  das  Yierseit  (6'o«^scher  Satz  etc.) 
bei  E.  Ferier,  Nouv.  aunal.  8  (1849)  p.  142. 

W.  IL  Preuß,  Sclihim.  23  (1878)  p.  liU,  Satz  vom  Sehnenfünfeck. 

i'i.  Polygone  mit  größerer  Seitenzahl.  Zur  Elementargeometrie 
gehört  im  wesentlichen  nur  das  konvexe  Polygon,  das  ganz  an  einer 
Seite  jeder  Kante  liegt,  allenfalls  die  Polygone  ohne  Doppelpunkte: 
doch  wird  auch  z.  B.  das  reguläre  Sternfünfeck  vielfach  elementar- 
geometrisch behandelt;  für  die  Polygone  mit  Doppel-  und  vielfachen 
Punkten  ist  selbst  die  Frage  nach  dem  Inhalt  kontrovers,  vgl.  Polyeder 
und  Lilialt. 

Poinsot,  s.  bei  Polyeder,  desgl.  Cauchy  1810  und  1813.  Pigemi ,  Cah.  16  des 
Journal  de  l'ecole  polytechnique  p.  133. 

A.  Miibiu^,  CreVe  3  (1828)  p.  5;  Polygon  im  Kreis,  Bestimmung  des  Radius 
und  der  Fläche  durcli  die  Seiten,  Grad  der  Gleichung. 

/.  A.  Timmermans ,  Gergonne  18  (1828)  p.  217,  Polygone  und  Polyeder; 
Stellung  bezw.  Richtung,  welche  die  Eigenschaft  hat,  daß  die  algebraische  Summe 
der  Abstände  der  n  Ecken  des  Polyeders  oder  Polygons  konstant  sei. 

Anonym,  t^Greathead),  y,  Cambridge  Mathematical  Journal  1  Nr.  i  (1838)  p.  192. 
Winkelsumme  für  Kreispolygone,  wenn  n  gerade. 

A  A  --tj  +  -^s  -is  -ii  H \-  A,  -1  ^'>  A  =  ("  —  2)  y, 

schon  bei  Camot,  Geometrie  de  position,  Satz  35. 

G.  Lame,  Lioumlle  3  (1838)  p.  505;  Das  Problem:  Auf  wie\-iel  Weisen  kann 
man  ein  »-Eck  durch  die  (sich  nicht  schneidenden)  Diagonalen  in  Dreiecke  zer- 
schneiden? Auf  Aufforderung  von  Terquem.  G.  Lame  beweist  elem.  3  Formeln, 
wenn  Pn  die  betreffende  .Anzahl  ist  und  P,  =  1,  so  ist : 

1.  P„  -h  1  =  P„  +  A  P„  ,  +  ■  ■  •  +  P„-,  P,  +  P„; 

2.  P„  =  n   P,  P„_,  +  P,  P„.,  + h  P„_,  P,; :  2  „  -  6 ; 

3.  P„+,  =iin  —  6iP„:)i. 

Formel  3  ist  von  Euler  ohne  Beweis,  Nova  acta  Petropolitana  7  ^1758 — 59) 
p.  14;  Formel  1  von  ^Segner,  ibid.  p.  203  abgeleitet.  Hodrigues  leitet  sie  p.  547 
direkt  ab  und  Catalan  gibt  p.  508  die  Formel: 

wo  Cp  k^2h  i^*;  dieselbe  Formel  reproduziert  Abbe  Gelin,  Mathesis  3  (1883) 
p.  108,'  in  der  Form  P„  =  2""- 1  •  3  •  5  ....  (2«  —  5) :  (n  —  1)! 

/.  Binet  leit-et  3  aus  1  fonktionentheoretisch  ab:  Lioiiv.  4  (1839)  p.  79. 

E.  Catalan,  ibid.  p.  91  ohne  Integration  der  Differenzengleichung  1  und  3 
und  die  Formel  A: 


^--Gh +(";>- 


=  0. 


J.  IJouvUle,  Liouv.  8  1 1843)  p.  391;  Remarqne  sur  un  memoire  de  Nie.  Fuß 
(Nova  acta  Petrop.  9  (1761);  im  polygone  P„  etant  donne,  en  combien  de 
manieres  peut-on  le  partager  en  polygonea   de  tn  cöttSs   au   moyen   de  diagonales 
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n^im  —  2  (t  —  1);  (p  (ij  'lie  geBuchte   Anzahl;  iuiiktionentlieorcliscli   findet  Liou- 
ville  mit  der  Reihe  von  Lagrange: 

tp  (i)  =  (im  —  ))  (im  —  i  —  1)  ■  ■  ■  {im  —  2  *  +  -) :  *; 

Dasselbe  Resultat  (in  etwas  anderer  Form)  iiml  mit'  ilieselbe  Weise 
leiten  H.  M.  Taylor  and  li.  (J.  Rowc  ab  in  London  niathem.  society 
proceedings  1;5  (1882)  p.  102  —  106. 

Das  Problem  von  Lame-Eulcr  erweitert  T.  1'.  Kirkmun,  Philo- 
sophical  transactions  147  (1857)  p.  225;  ou  tbe  j)artage  of  the  r  gone 
and  r-ace,  dahin:  ein  Polygon  durch  die  Diagonalen  in  k  Teile  zu  teilen, 
(Lame  Spezialfall,  wo  /.=>•  —  2);  er  gibt  die  richtige  Formel  ohne 
strengen  Beweis,  den 

A.  Cayleij.  London  mathem.  society  2-1  i_1891);  p.  237  on  the  partage  of  a 
polygon  gibt.  Er  behandelt  3  i'robleme:  1.  Lame\  2.  Kirhnan  3.  Fuß-Liuuville 
und  gibt  für  2 : 

[,-  +  fc  — 2]*-'|>-  — 3]<-':[A-]<-'|/>  — IJ*-',  wo  L«J*=  (,") 

Die  Arbeit  ist  aber  keineswegs  elementar. 
Hierher  gehört: 

Dchriiie,  Nouvelles  annales  7  (1847)  p.  91 ;  Zahl  der  inneren  Schnitte  der 
Diagonalen  eines  konvexen  Polygons  (ganz  elementar). 

J.  Steiner,  Grelle  2  (1827)  p.  26ö;  2  polygonom.  Sätze,  Beweis  des  Satzes: 
Crelle  1  p.  38;  Erweiterung  des  L'HiiilierHchen  Satzes  (reguläres  Polygon),  siehe 
Simsonsche  Gerade. 

Ad.  Guihert,  Lioud  (1839)  p.  392;  wieviel  n-Ecke  sind  in  einem  System  von 
((  Punkten,  von  denen  nicht  3  in  einer  Geraden  liegen:  (n  —  1)!:2  (läßt  sich  ein- 
facher zeigen),  J.  Steiner,  Syst.  Entw.  Nr  19  (1832);  schon  Carnot,  geomötrie  de 
posit.;  Schumacher  (1808)  p.  209. 

J.  H.  T.  Müller,  Grunert  2  p.  106,  113;  Winkelsumme  in  Polygonen  und 
Bckensumme  in  Pyramiden. 

L.  Anne,  Nouv.  annal.  3  (lö'14)  p.  25;  Sind  2  ähnliche  und  ähnlich  liegende 
Polygone  gegeben,  so  ist  jedes,  das  dem  einen  um-  und  dem  andern  eingeschrieben 
ist,  mittlere  Proportionale  zu  ihnen;  vgl.  Rochat,  Gerg.  2  p.  93. 

.1.  I'rouhet,  Nouv.  annal.  3  p.  19.  Ein  konvexes  Polygon  von  2rt-j-  1  Ecken 
ist  durch  die  Mitten  seiner  Seiten  bestimmt,  von  2  n  Seiten  unmöglich  oder  un- 
bestimmt; dazu  7','.  Froiihct,  ibid.  10  (1851)  p.  181:  2  Polygone  von  2«  Seiten  mit 
denselben  Seitenmitten  sind  flächengleich ;  Beweis  p.  :il6  von  Jullien. 

E.  Brassine,  Nouv.  annal.  G  (1847)  p.  226;  Zerlegung  eines  Polygons  durch 
Diagonalen. 

E.  Pronhet,  Nouv.  annal.  9  (1850)  p.  130.  Sur  les  polygones  inscrits  dans  un 
cercle.  Es  gibt  immer  ii)Kn  Kreis,  dem  sich  ein  konvexes  Polygon  von  gegebenen 
Seiten  einschreiben  läßt,  wenn  die  größte  Seite  kleiner  als  die  Summe  der 
andern,  n  —  3  Bedingungen  für  ein  H-Eck  etc.  Derselbe:  ibid.  10  (1851)  p.  122; 
als  Fragen.  Die  Fläche  eines  2  (i- Ecks  ändert  sich  nicht,  1.  wenn  alle  Ecken  von 
gerader  oder  alle  von  ungerader  Nummer  gleiche  und  parallele  Strecken  be- 
schreiben,   2.    wenn    Pj   Inhalt   eines    konvexen    Polygons    von    n  Seiten,    i'j  das 
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Polygon,   dessen  Etkcu    dir  Milien    der   Seiten    des  ersten  sind  usw.,    .-,0    ist    fiLr 
gerade  u: 

P  _  "'  ~  -'   p     I     ("'  — ^')  ("'  —  i^)     p        («-  —  2-J  (>'-  —  ■^-)  (.n-  —  «■) 
-^1  a  t       -^ !  "T  \i  ^s 


3\  '    '  5!  »  7! 

n  +  1 


oder  wenn  /f  ungerade: 


^,-{^yi^+^''^^^^^. 


'3 

(—  1)    ^     (»'— l')  (n-  —  S«^  •  •  •  {II-  —  (■»  —  2)') 


O. 


i'.  Tiirdi/,  Sopra  un  teorema  di  poligonometria  abgedruckt  Crelle  47  (1^54) 
p.  J33,  beweist  die  Formeln  und  zeigt,  daß  sie  identisch  sind  mit 

sin  III X  =  m  sin  j_:  eos  .r/'isin-.iM,  cos  mx  =  cosxcp  (sin'ar). 

Barhit,  Xouv.  annal.  9  p.  is:i;  Note  über  die  Winkelsumme. 

J.  Mentioii .  Nouv.  annal,  li,  p.  41'.i;  Die  5  Medianen  der  5  Vierecke,  die 
man  erhält,  wenn  man  im  Pentagon  13.  24,  35,  41,  bi  zum  Schnitt  bringt, 
schneiden  sich  in  tiiivm  Punkt,  elementar  ohne  Kegelsehnittslehre;  vorher  ana- 
lytisch, ibid.  (1847 1  p.  'l'i  von  l'aiil  Serrti,  aber  schon  vorher  Grunert,  Crelle  4 
p.   366.     Vgl.  Fünfeck. 

F.  Padula,  Annali  di  Sc.  matematiche  e  fisiche  5  (1854)  p.  286.  Merkwürdige 
Sätze  über  Konstanz  der  Differenz  der  Flächeninhalte  zwischen  einem  Polygon 
und  seinem  Derivierten.  Dazu  Verallgemeinerung  L'.  Bubiiii,  Tortolini  5  (1863)  p.  3. 

E.  Prouhct,  Nouv.  annal.  15  (1856)  p.  373.  Foi-mel  für  die  Fläche  des 
Fünfecks  und  Siebenecks.     Vgl.  oben  die  Fünfecksformel  von  Gniiß. 

Fz.lHeinen,  Gnm.  29  (1857)  p.  474.     Winkelsumme. 

H.  A.  Favre,  Nouv.  annal.  17  (1858)  p.  50.  Sätze  über  konstante  Flächen- 
summen. 

E.  Schröder,  Schliiiiiilch  7  (1862)  p.  55.    Cber  Vielecke  mit  gebrochener  Seiten- 
zahl oder  die  Bedeutung  der  Sternpolygone  in  der  Geometrie. 

Christ.  Wiener,  Über  Vielecke  und  Vielflache  U864j  Xo  4 — 7,  10 — 22,  Be- 
griff der  Diagonalen,  aber  erweitert. 

E.  Prouhet,  Nouv.  annal.  (2)  4  (1865)  p.  129.  Im  Ki-eissechseck  ist  das  Produkt 
iler  3  Hauptdiagonalen  {AA'  =  e,  BB'  =  f,  CC  =  g) 

:  efg  =  es, s._  +  fs,s^  +  (/s, s, . 

(r.  Bostor,  ibid.  (1866)  p.  73.  Umgeschriebenes  Polygon;  r  und  A  als 
Funktion  der  Taugenten  von  den  Ecken;  hübsch  für  Drei-  und  Viereck. 

Fs.  Uiiferdimjir,  Wiener  Berichte  67,  627  (1868);  Winkelsumme. 

C.  J.  Becker,  Schloinilch  14  (1869)  p.  65.  „Unter  planem  Polygon  verstehe 
ich  eine  von  geraden  Linien  vollständig  begrenzte,  überall  zusammenhängende 
(Riemann)  ebene  Fläche  p.  337.  Nachtrag:  Jedes  einfache  ebene  oder  wind- 
schiefe u  Eck  läßt  sich  durch  n  —  3  Diagonalen  in  ii  —  2  Dreiecke  zerschneiden, 
wobei  ganz  einerlei  ist,  wie  die  Diagonalen  gezogen  werden,  wenn  sie  sich  nur 
nicht  schneiden  (dabei  muß  für  windschiefe  Polygone  das  Polygon  als  Fläche 
aufgefaßt  werden). 
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G.  A/I'iillrr,  ncitriigc  zur  (iuometrie  der  Viclix-liC,  Proi,'raiiiTii  Solotliurn  (1870). 

Ant.  Skiiihauser,  (Iruii.  52  (1870,i  p.  204;  Wiiikelsumnie  eines  SU'rnpolygoiiB. 

Chr.  Nayel,  Gruu.  53  (1871 1  p.  378;  Sätze  von  A.  l'rouhct,  ohne  sie  zu 
kennen;  hübsche  Konstruktion  des  Neunecks  aus  den  Seiteniuitten;  ü.  Most, 
ibid.  p.  2G.  Über  die  Winkel,  welche  die  von  einem  Punkt  nach  den  Seiten- 
mitten gezogenen  Strecken  mit  den  Seiten  bilden. 

V.  Mullamc,  Jiattaylini  giornale  9  (1871)  p.  (54.  Polygon,  das  einem  Kreis  0 
umschrieben ;  Berührungspunkt  Bj.  auf  Seite  s^ ;  beliebig  M  mit  den  Ü^  ver- 
bunden, so  ist  ^MB^^S).^  f{OM)  \Stcirarl,  General  tbeor.].  -i.  In  jedem  ebenen 
oder  windschiefen  Polygon  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Strecken,  welche  die 

Mitten  jeder  Kombination   der  Ecken  zu  zweien  verbinden,  —  {n  —  1)  {n  —  2)  Z), 

8 

wo  D  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten   und  Diagonalen.     (Schwerpunktssatz.) 

F.J.  E.Lionnct,  Nouv.  annal.  (2)  13  (1873)  p.  331  wie  C.  J.  Becker  ohne  die 
Einschränkung,  aber  mit  Zusatz,  daß  jedes  P  (ohne  Doppelpunkt)  mindestens  3 
nicht  überstumpfe  Winkel  haben  muß. 

K.  Hiiiii,  (iiiui.  57  (1874)  p.  218.  Über  das  Diagonalenfünfeck  eines  Kreis- 
fünfecks.    Ist  oij  das  mittlere  Stück  des    H-'inkels,   so  ist  I^a-  =  jc. 

G.  Dostur,  Grün.  63  p.  433.  Sternpolygone.  Fläche  der  sphärischen  Stern- 
polygone; Bourc/et  (1877)  p.  -89,  p.  424;  Des  polygones  egredients  et  des  polygones 
etoiles,  und  Liouville  (3)  6  (1880)  p.  343;  Theorie  generale  des  polygones  etoiles, 
durchaus  elementar  z.  B.  der  Beweis  der  J'o("so/schen  Formel  für  die  Winkel- 
.summe  2  (k  —  2p)  Rechte,  wo  2>  ''ie  Zahl  der  Umdrehungen  bedeutet. 

jK.  Heß,  Über  gleicheckige  und  gleiehkantige  Polygone;  Kassel  (1874;;  (s. 
darüber  Brückner  1900),  eine  über  die  verschiedenen  Äxten  der  Polygone  umfassend 
handelnde,  grundlegende  Arbeit. 

J.  W.  L.  Glaishcr ,  Messeiiger  (2)  9  (1880)  p.  133  und  Nouv.  correspond. 
(1880);  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  Meccli  aus  The  Analyst  5  (1878)  p.  8 
übei-s  Dreieck:  Wenn  ein  Polygon  von  n  Seiten  einem  Kreise  r  umschrieben  ist, 
und  a,  (},  y  etc.    die  Verbindungen  der  Ecken    mit   dem  Zentrum,   dann  läßt  sich 

in  einen  Kreis   mit  Radius — ,  wo  l  beliebig,  ein   Polygon  einschreiben    mit    den 

Seiten — ,   -,    etc.,   so    daß,   wenn   h  gerade,   ein   geschlossenes  Polygon  entsteht, 
or       p 

und  wenn  «  ungerade,   die  Enden   durch   einen  Halbkreis   getrennt  sind.     Beweis 

einfach  trigonometrisch. 

L.  Cerfü,  Battaylini  -3  (1885)  p.  35(j,  Sui  poligoni  plani  semplici,  darin  Be- 
weis des  J-')-y((7it'(schen  Satzes  p.  366;  id.  ibid.  26  (1888)  p.  46  sull'  n-agono  in- 
scritto  isoclino,  \gl.  Steiner,  Grelle  24  und  Bud.  Sturm,  Grelle  96. 

/.  Schick,  Grundlage  einer  Isogonalzentrik,  Programm  Tübingen  (1889); 
Erweiterung  der  Fußpunktspolygone;  indem  er  das  Polygon  gewissen  Bedingungen 
unterwirft,  sucht  er  den  Ort  der  Pole  und  gelangt  zu  zahlreichen  Lagenbeziehungen 
merkwürdiger  Punkte  im  Dreieck  und  zu  metrischen  Relationen  aller  Art. 

L.  F.  Ibach,  Nouv.  annal.  (3)  2  (1883)  p.  226;  Note  sur  une  famille  de 
polygones. 

B.  Hoppe,  Grün.  61  (1878)  p.  439;  Bestimmung  der  Polygone  durch  die 
Winkel  zwischen  Seiten  und  Diagonalen.  Vielecke,  deren  Höhenlote  sich  in  einem 
Punkte  schneiden,  Bedingungen  abgezählt. 

R.  Hoppe,  Grün.  (2)  8  p.  447. 
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31.  Klose,  Schlöm.  31  (1886)  \>.  61;  zugleich  ein-  und  umgeschriebene  Fünf- 
ecke, Möbius'  Nullsystem;  Desurgues'  Kontiguration. 

G.  Bcrnardi,  BaUutjlini  29  (181)1)  p.  63;  Erweiterung  C'ar;(y<si-lier  Sätze, 
Beweis  p.  173  (eben  und  sphärisch  u 

A.  ScJweiiflies,  Cleh^rli  Annalen  42  ji.  377;  über  geradlinige  Polygone. 

Znsunimcnfasscnde   Wcrhe: 
Historisch : 

Sig.  Günther,  vermischte  l'ntersuchungeu  zur  Geschichte  der  Mathematik 
Leipzig  (1876)  Kap.  1.     '6^.  hat  u.  n.  auf  Mi/ixter  aufmerksam  gemacht.) 

R.  Wolf,  Die  Lehre  von  den  geradlinigen  Gebilden  in  der  Ebene,  z.  B,  die 
verschiedenen  Arten  der  Fünf-  und  Sechsecke  behandelt,  überhaupt  die  all- 
gemeinen Vielecke.     2.  Aufl.  1847. 

(7/.  Wiener,  Über  Vielecke  und  Vielflache;  Leipzig  (1864). 

O.  Baii.^eiibertier,  Die  Elementargeometrie  des  Punktes,  der  Geraden  und  der 
Ebene,  Leipzig  (1887). 

Majc  lirürhner,  Vielecke  und  Vielflache,  Theorie  und  Geschichte,  Leipzig 
(1900). 

Die  drei  letzten  gehören  allerdings  nur  zum  kleinen  Teil  in  die 
Elementargeometrie  (vgl.  auch  Polyeder). 

h'obert  Mnon.  Cambridge  aud  Dublin  ö  (ISöO"!  p.  131.  Verbindet  man  die 
Endjiunkte  der  Diagonalen  eines  Fünfecks  mit  irgend  einem  Punkt  der  Ebene,  so 
ist  die  algebraische  Summe  der  ö  Dreiecke  gleich  dem  Stemfünfeck  der  ö  Dia- 
gonalen plus  dem  Kern  desselben,  und  analoge  Sätze  gelten  für  jedes  ungerade 
n  -  Eck. 

A.  de  Morgan  macht  p.  133  aufmerksam,  daß  ein  analoger  Satz  auch  für 
gerade  //-Ecke  gilt,  gibt  dann  eine  Note:  Extension  of  the  wotd  Area  p.  139  (nicht 
elementar),  und  William  Thomsott,  der  diese  Note  kannte,  gibt  p.  137  einen  Zusatz 
zu  B.  Moon. 

A.  (jermaii.  Das  irreguläre  Siebeneck  des  Ulmer  Mathematikers  il.  Faul- 
haber, Programm  Ulm  (1873)  (vgl.  Mübiiis,  Grelle  3  p.  115).  Sehr  verbessert  von 
.S.  Günther,  Erlanger  phys.-med.  Sozietät.     (1874)  9. 

V.  N.  Bitonti,  Battagliiii  8  (1870)  p.  96.  Satz  3  ohne  Beweis:  Zerlegt  man 
ein  Sehnenvieleck  von  irgend  einer  Ecke  aus  durch  Diagonalen  in  Dreiecke,  so  ist 
die  Summe  der  Inkreisradien  konstant. 

Ih.  Muir,  Edinburgh  M.  S.  proceedings  2  (1884)  p.  8.  Note  on  a  theor.  con- 
nected with  the  area  of  a  2»j  side  polygen;  Ecken:  A^,  A.,  .  .  .,  A.„,  Mitten  der 
Seiten: 

•  -l.„  +  ~A,A,...  A,„_, 


«2«> 

so  ist  or,  (r.  .  .  .  «„  =  -^  A^  A. 

+  \a,a,...a. 

B.  E.  Allardice,  Edinb  M.  S.  proceed.  5  1^1886)  p.  28;  the  equilateral  and  the 
equiangle  polygen;  idem  9  (1891)  p.  11.  Die  größte  Linie,  welche  2  Punkte  auf 
dem  l'mfang  eines  Polygons  verbindet,  ist  Seite  oder  Diagonale  des  Polygons. 

G.  Brunei,  Bordeaux  memoires  (4)  6  (1894)  p.  273.  Note  über  die  Zahl  der 
Doppelpunkte  des  Perimeters  eines  Polygone. 

L.  Ferrari,  Feiiodico  (,1895)  p.  141.  Trasversali  nei  poligoni  (s.  Transversalen). 
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F.   Alli:;eiiu'iiie  cliciic  Kuiilii;c<initioiieii. 

2'.i.  Ähnlichkeit.  Die  Ähnlichkeit  steht  iu  engstem  Zusaiiiiiicu- 
hang  mit  der  Lehre  von  den  Proportionen  (s.  d.).  Die  Erklärung  der 
Ähnlichkeit  von  J'jiklid  ist  fast  von  allen  Lehrhücherii  beibehalten, 
auch  von  Leijendre.  noch  in  der  If).  Autl.  (12.),  was  ich  gegenüber  der 
Note  bei  Loria,  Delhi  varia  fortuna  di  EhcVkIc  bemerke.  Lcyeiiilre  und 
seine  Bearbeiter,  z.  B.  Blanchcf,  ja  noch  Itouclu'  in  der  letzten  Auflage 
schlössen  sich  gerade  in  der  Ahnlichkeitslehre  besonders  eng  an 
Euklid  an. 

Leibnis,  Gerhard  1  (1863)  p.  3U  (nach  Hannoverschem  Manuskript) 
hat  in  wunderbarer  Übereinstimmung  mit  Bolzano,  Betrachtungen  (1804) 
p.  '.I  §  16  die  .Ähnlichkeit  definiert:  Similia  sunt  in  qnibus  per  se  sin- 
gulatim  consideratis  inveniri  non  potest,  quo  discernantur.  Referent 
hat  dies  in  den  Elementen  der  (jreonietrie  von  1890  kurz  formuliert: 
Ähnliche  Figuren  sind  solche,  welche  sich  nur  durch  Abänderung  des 
Maßstabes  unterscheiden.  Didianiel,  Des  methodes  T.  2  benutzt  das 
Ähnlichkeitszentrum  zur  Definition,  geht  also  von  ähnlichen  und  ähn- 
lich liegenden  Figuren  aus  und  ihm  ist  z.  B.  Giudice  gefolgt,  ohne  es 
zu  wissen.  Aber  lange  vor  Diditimrl  findet  sich  dieselbe  Definition  in 
Tellkampfs  Vorschule  der  Mathematik  (1829).  Jacobi  (caii  Siciiidcii) 
verbesserte  die  Eiiklidsche  Definition,  welche,  wenn  die  ursprüngliche 
Figur  gleiche  Winkel  enthält,  fehlerhaft  wird,  durch  den  Zusatz,  daß 
die  proportionalen  Seiten  auch  noch  gleichen  Winkeln  gegenüber  liegen 
müssen;  er  bemerkt  aber  selbst,  daß  damit  noch  keine  völlig  befriedigende 
Definition  gewonnen  sei. 

Die  Reihenfolge  der  vier  Älinlichkeitssätze  richtet  sich  auch  noch 
in  den  neuesten  deutscheu  Lehrbüchern,  z.  B.  Thicmc  (1902),  Melder. 
Camhhj,  Spieker,  nach  der  der  Kongruenzsätze,  während  Euklid  und 
Lrgendre,  die  Engländer  z.  B.  Nixon  (1899),  die  Amerikaner  /,.  B. 
Fliillipps  und  Fiseher  (1899),  die  neuesten  Franzosen  z.  B.  lionclic  mit 
Euklid  den  Hauptähnlichkeitssatz  (Winkel)  an  die  Spitze  stellen.  Eine 
eigenartige  Behandlung  ist  bei  Faifofer. 

Bei  Henrici  und  Treutlein  liegt  sie  nur  darin,  daß  sie  die  Ähn- 
lichkeit der  projektiven  Beziehung  unterordnen.  Referent  drängt  die 
ganze  Ahnlichkeitslehre  in  den  einen  Satz  zusammen:  In  zwei  Streifen 
stehen  je  zwei  entsprechende  Querstrecken  im  gleichen  Verhältnis. 

Der  grundlegende  Satz  Euklid  (6)  2,  den  Euklid  und  Leyendre 
auf  (6)  1  stützen,  wird  seit  der  Mitte  des  Jahrhunderts  meist  auf  die 
Teiluugsaufgabe  zurückgeführt,  auch  in  Frankreich  und  Amerika,  nur 
England  scheint  die  schönen  Euklidsahen  Beweise  zu  bewahren.     Eine 
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Zeitlaii"'  war  es  nicht  .st'lten,  den  Satz  (6)  2  als  Spezialfall  des  Mene- 
luos  zu   beweisen,  der  dann   seinerseits  mit  (ß)  1   bewiesen   wurde. 

Die  ßenutzun<>'  der  Ahi)liclikeit  zur  Abbildung  von  Figuren  in  ge- 
äuderteni  Maßstabe  ist  sehr  alt  (Ägypter!)  und  wurde  durch  den  Pro- 
portionalitätszirkel handwerksmäßig;  doch  scheint  zuerst  Enlcr  ausge- 
sprochen zu  haben,  daß  je  zwei  ähnliche  Figuren  der  Ebene  mittels 
der  Drehung  um  einen  bestimmten  Punkt  dem  Centrum  similitudinis. 
.Äluilichkeitszentrum .  als  Abbildungen  voneinander  aufgefaßt  werden 
können.     (Nova  acta  Petropol.  9  (1777)  p.  54.) 

Als  Methode  geometrischer  Konstruktion  mittels  Konstruktion 
einer  ähnlichen  Figur  und  Abänderung  des  Längen-  bezw.  Flächen- 
maßes (vierte  be/.w.  dritte  Proportionale)  ist  die  Ähnlichkeit  auch  schon 
den  Alten  bekannt  gewesen,  und  Konstruktionen,  wie  die  in  einen 
Sektor  ein  Quadrat  zu  beschreiben  etc.,  sind  auch  schon  seit  unbe- 
kannter Zeit  mittels  Abbildung  vom  Ähulichkeitszentrum  aus  bewirkt 
worden  und  haben  nicht  erst  darauf  gewartet,  daß  man  die  Methode 
„Multiplikation"  taufte. 

Von  Lehrbüchern,  welche  das  Ähnlichkeitszentrum  Eidcrs  berück- 
sichtigen, erwähne  ich  N.  Viiicciit,  Cours  de  geometrie  (lS27j  als  das 
früheste  mir  bekannte.  Haclirtie,  Correspond.  Quetdet  7  (1832)  p.  84 
verallgemeinert  den  Satz  von  „Cliasles"  über  das  Ähnlichkeitszentrum: 
Zwei  kongruente  Figuren  F  und  F'  sind  in  der  Ebene  gegeben,  kon- 
tinuierlich oder  diskontinuierlich,  so  gibt  es  stets  einen  Punkt  I,  so 
daß  7''  um  /  gedreht  in  die  Lage  F'  kommt.  Das  Ähulichkeitszentrum 
der  Kreise  war  schon    Vü'fa  und  Fcniinf  bekannt  (s.  Taktion). 

JahiJi  SteiiH'i\  Geometrische  Konstruktionen  (1833)  §  11  hat  die 
Ähnlichkeitsabbildung  benutzt,  um  in  einfachster  Weise  die  wichtigsten 
Sätze  über  den  Femrhadi  (s.  d.)  und  über  Kreisvierecke  (s.  Viereck) 
zu  bitweisen.  Diese  Schrift  hat  die  Aufmerksamkeit  stark  auf  die  Ab- 
bildung gelenkt. 

Liin-ouy,  Essai  d'une  nouvelle  thoorie  de  la  similitucle  des  tigiires  guome- 
triques.     Paris  (1835). 

('.  Th.  Anger,  Betrachtungen  ülier  verschiedene  Gegenstände  der  neueren 
(ieometrie,  Heft  1  (18:iD)  Danzig. 

G.  B.  Marmiio,  Memoria  sui  triangoli  simili.     Genova  (1816). 

B.ochat,  Gcrg.  2  p.  98.  Ein  Dreieck,  das  einem  von  zwei  ähnlichen  Ihriecken 
Tuugeschrieben  und  dem  andern  eingeschrieben  ist,  ist  mittlere  Proportion  zwischen 
beiden;  wieder  entdeckt  von  Hopps,  Education  times  (1S4'2!. 

Correspond.  Quetelet  1  (1825)  p.  5  und  ]t.  lU:  Vier  Ähnlichkeitssätze  in  all- 
gemeinster Fassung,  Auszug  von  Garnier;  p.  .j  trigonometrisch!  p.  lU  geometrisch 
von  Sluys  (schon  früher  ran  Swinden). 

M.  E.  Midij,  Nouv.  annal.  3  (18-14)  jl  77.  t'ber  Bewegung  des  Ähnlichkeits- 
zentiums. 
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V.  Ilolleben  und  Gerwien,  Aufgabensammluiifj  von  1882;  desgl.  JS.  Bobillier, 
Elements  de  geonietrie  (1S321  und  C.  F.  A.  Jacolii  ican  Swiiidni)  (1834)  enthalten 
sehr  viele  Sätze  und  Aufgaben  über  Ähnlichkeit.  Etwas  später  ist  La  Fremnirc, 
(IStSi  Theoremes  et  problemes,  das  später  mit  Catuhin  und  schließlieh  nur  von 
Catalan  immer  wieder  erweiterte,  oft  zitierte  Werk. 

Aus  der  gleichen  Zeit  stammen  die  Werke  von  V.  Adams. 

Eine  wichtige  Schrift  ist  die  von  ]<kh  Bnltzir,  Tber  Gleichheit  und  Ahnlicli- 
keit  der  Figuren  und  die  Ähnlichkeit  derselben;  Dresden  (1852)  und  (Auszug) 
Crelle  52  (1S5U)  p.  142. 

H.  Hoffmann,  Danzig  (1847),  Grün.  9  (s.  Dreieck).  Die  Aufgabe :  Das  größte 
Dreieck  von  gegebener  Form  in  ein  anderes  zu  zeichnen  s.  Gergonne's  Annalen 
1  und  2.  Die  Aufgabe,  um  ein  Viereck  ein  V'iereck  von  gegebener  Form  zu 
zeichnen,  ist  sehr  elegant  gelöst  von  J.  Xeuberij  in  Catalan's  Theor.  et  probl. 
6.  Aufl.   (1879)  p.   185: 

J.  0.  Gandtner  und  K.  F.  Junghans,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen 
Berlin  (1859),  wo  Hollehcn  und  Jacobi  verwertet  sind. 

E.  Tounsend,  Chapters  of  modern  geometry  (1863). 

/.  Petersen,  Nouv.  annal.  (2i  ö  il8ü6)  p.  480.  Wenn  eine  Figur  ihre  Form 
bewahrt  und  sich  so  bewegt,  daß  drei  ihrer  Geraden  durch  einen  festen  Punkt 
gehen,  so  alle  anderen  (Inversion,  reziproke  Satz). 

/.  Falke,  über  eine  neue  Behandlung  der  Ahnlichkeits-  und  Kongruenzsätze, 
Programm  Arnstadt  (187ö). 

E.  Cemro,  Nouv.  cori-espond.  (5  (188Ui  p.  377.  Man  gibt  in  der  Ebene  eines 
Dreiecks  a,  h,  c  ein  ä.hnliches  mit  parallelen  Seiten  und  den  Abständen  x,  y,  z, 
so  ist'aa;  -{-by  -\-  cz  konstant. 

Ch.  Laisant,  Theorie  et  application  des  equipollences,  Paris  (1888).  Wenn 
man  durch  einen  festen  Punkt  Linien  zieht,  parallel  und  gleich  denen,  welche  die 
homologen  Punkte  zweier  ähnlichen  Polygone  derselben  Ebene  verbinden,  so  be- 
grenzen die  freien  Ecken  wieder  ein  ähnliches  Polygon. 

/.  Neuberg,  Mathesis  1  (1881)  p.  106.  Sur  les  figures  semblables,  id.  Nouv. 
Con-esp.  6,  (1879)  p.  65,  72,  219,  ibid.  2  p.  73.  G.  larry,  Note  von  Keuberg,  vgl. 
auch  Casey:  A  sequel  to  Euclid  5.  Aufl.  (1889),  auch  Midy.  1.  c.  Sur  trois  figures 
semblables  (ganz  elementargeometrisch).  Das  Dreieck  der  drei  Ähnlichkeits- 
zentren 5'i/S,  iS's  heißt  Ähnlichkeitsdreieck  und  sein  L'mkreis  der  Ahnliehkeits- 
kreis.  Sätze:  In  jedem  elementaren  System  von  drei  Figuren,  die  direkt 
ähnlich  sind,  ist  jedes  Dreieck  von  drei  homologen  Geraden  perspektivisch  mit 
dem  Ähnlichkeitsdreieck  und  der  Ort  der  Zentren  ist  der  Ahnlichkeitskreis.  Es 
gibt  unzählig  viele  Triaden  zusammenlaufender  homologer  Geraden  (Petersen)  und 
sie  drehen  sich  um  drei  feste  Punkte  Pj  P^  P.^  auf  dem  Ähnlichkeitskreis  und  ihr 
gemeinsamer  Punkt  liegt  auch  auf  dem  Ähnlichkeitskreis.  Das  Dreieck  P,  P.,  P^ 
heißt  invariabel  und  ist  dem  Dreieck  irgend  dreier  homologer  Geraden  invers 
ähnlich  und  liegt  mit  dem  Ähnlichkeitsdreieck  perspektiv  und  die  Abstände  des 
Zentrums  von  den  Seiten  von  Pj  P,  P,  sind  den  Grundverhältnissen  umgekehrt 
proportional  etc. 

J.  Neuberg,  ibid.  5,  Supplement;  Sur  les  figures  semblables  variables;  id.: 
London  Math,  society  proceed.  16  (1885)  p.  184;  Nouv.  annal  17  p  48;  Mathesis 
6  p.  97,  148,  196;  G.  Tarry,  Sur  les  figures  semblables  associees;  ibid.  7  p.  161, 
i?.  H.  van  Dorsten,  Application   des  proprietes  trois  figures  semblables.    /.  Casey> 


172  II-  Spezielles. 

p.  14,  Trois  figurcs  semblablos;  ibid.  14  p.  169  Neuhcrg;  ibid.  16  p.  81,  Jefdbek 
(Brunn);  IMgures  ä  la  fois  semblables  et  homologiques;  darin  Beweis  des  Satzes 
von  F.  Sondat  Intermediaire  2  (1895)  p.  202  (vgl.  Mathesis  15  p.  iSb):  Wenn 
zwei  homologe  Dreiecke  ihre  Seiten  senkrecht  zueinander  haben,  so  hälftet  die 
Achse   der    Homologie   den   Abstand    der   beiden  Orthozentren. 

Dorlct,  Bourget  1%  (1894)  p.  241,  Ähnlichkeit  im  Räume;  die  elementarsten 
Sätze  p.  241.  Fortsetzung:  id.  ibid.  p.  100;  Gleiche  Figuren,  sechs  Eigenschaften 
der  drei  Symmetrischen  zu  einer  Figur  in  bezug  auf  die  drei  Seiten  von  ABC, 
gleiche  Figuren  im  Räume,  Rotationsachse.  Ibid.  p.  195  F.  J.,  Vier  Methoden  zur 
Bestimmung  des  Ähnlichkeitszentrums  (453  traces);  ibid.  p.  79  G.  Tarry ,  Sur  le 
dt'placement  de  trois  figures  semblables. 

F.  Viaggi,  Battaglini  28  (1890)  p.  113.  Sulla  similitudine  de  triangoli  appar- 
tenenti  a  due  serie. 

1\  H.  Schonte,  Comptes  rendus  111  (1870)  p.  499.  Sur  les  figures  planes 
directement  semblables;  id.  Tlieoremes  generales  etc.  (Sätze  von  Baltzer,  Petersen, 
Casey,  Burmester). 

J.  Griff'iths,  London  proceed.  24  (1893i  p.  181;  Note  on  the  centres  of  simili- 
tude  of  a  triangle  of  oonstant  form  inscribed  in  a  giveu  triangle;  dito  circum- 
scribed,  ibid.  p.  369. 

Sarah   Marks,  Bducation  times  60  (1894)  p.  622. 

F.  Cominotto,  Periodico  1  (1895);  2  (1896)  p.  59.  üna  dispositione  parti- 
colare  dei  triangoli  simili. 

Inversion  und  Ähnlichkeit  in  eigenartisfem  Dualismus  betrachtet  von: 

./.  Machiy,  Edinb.  proceed.  6  (1887)  p.  69. 

C.  W.  L.  Barloir  and  G.  H.  Bryan,  Geometry  of  the  simihire  figures  and 
the  plane  (189.5). 

Es  muß  zum  Schluß  auf  die  axiomenkritische  Behandlung  der 
Kongruenz-  und  Ähnlichkeitslehre  durch  Vi-roiicse,  Iiii/rauii,  Hilbcrt  etc. 
hinirewiesen  werden.  Die  Gültigkeit  des  Eidlidschen  Beweises  für  den 
ersten  Kongruenzsatz  ist  oft  mid  schon  früh  angezweifelt  worden.  Ich 
erwähne  E.  Boimcscii,  l'enseignement  li  (1904)  p.  284:  Remarques  sur 
l'idöe  de  congruence. 

24.  Teilung  der  Strecke.  Von  der  harmonischen  Teilung  und 
Involution  als  im  wesentlichen  zur  projektiven  Geometrie  gehörig  sehe 
irh  liier  fast  völlig  ah  uud  treife  aus  der  unendlichen  Fülle  eine  Aus- 
wahl. Grundlegend  für  den  Begriff  des  Streckenbruchs  ist  HchiihoUs, 
Zählen  und  Messen,  Festschrift  für  7-^/.  Zfller  (18ST)  p.  17,  zusammen- 
treffend mit  Felix  Klein.  Zuerst  hat  Ijvriidre  den  Streckenbrucli  als 
Zahleiibruch  aufgefaßt,  siehe  auch  J.  ÄiKtrs  Anfangsgründe  von  1829. 
Der  Begriff"  des  Verhältnisses  gehört  mehr  der  Arithmetik  als  der  Geo- 
metrie au,  und  daher  hat  sich  z.  B.  Stolz  (Gemeiner)  in  seineu  be- 
kannten Vorlesungen  und  H.  Weher  im  1.  Band  seiner  Enzyklopädie 
ausführlich  damit  befaßt. 

Da  die  Inkommensurabilität  uud  damit  das  Archimedische  Prinzip 
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zu  Bedenken  Veranlassung  gibt,  hat  ./.  MoUerup,  Kopenhagen,  in  einer 
interessanten  Arbeit  im  Anschluß  an  Hilbcrt'>i  Grundlagen  die  Propor- 
tionen in  den  Annalen  ÖG  (19U3)  p.  277,  axionienkritisch  behandelt 
ohne  den  Begriff  „Verhältnis"  zu  definieren.  Aber  schon  zehn  Jahre 
vorher  hat  E.  Kupffer,  Dorpater  Naturforschergesellschaft  (1893)  p.  373 
beide  Klippen  vermieden,  wie  auch  A.  Kneser,  Sitzungsberichte  der 
Berliner  mathem.  Gesellschaft  1  (1902)  p.  4.  Auf  Kupifcr  macht 
J^.  Schur,  Zur  Proportionslehre,  Annalen  57  (1903)  p.  205  aufmerksam. 
Sehr  eingehend  ist  die  Behandlung  der  Proportion  bei  J.  de  Gfldn; 
Elements  de  geometrie  2.  Aufi.  (^1817);  siehe  auch  aus  dem  Nachlaß 
von  Leihitiz,  Gerhardt  Bd.  7,  De  magnitudiue  et  de  mensura  und  De 
ratione  et  proportione,  Tgl.  auch  Eug.  Argenti,  Teoria  delle  mesura  e 
della  proportionalitä  (1871). 

a)  Teilung  überhaupt: 

Gergonve  {P.  F.  Sariis),  Gery.  15  p.  93 — 'JT  ohne  Parallelen  sthr  brauchbar 
für  die  Schule  Jl.  A.  Voruz,  ßibliotheque  universelle  (l&2i;  Mai.  Vierte  Propor- 
tionale: /.  Weihrautli ,  (tni».  46  (1886)  p.  337  (Zusammenhang  mit  Hühen- 
schnittsatz). 

M.  Sternberg,  Grün.  69  (1883)  p.  215  ('/,)  einfach  (eine  Halbierung;. 

Die  elegante  Auffindung  des  >j  +  1  Teilpunkts,  wenn  der  »te  gegeben  ist, 
z.  B.  bei  Strempel,  Programm  1903  s.  Trisektion,  iindet  sich  schon  bei  Meibomkts, 
vgl.  Cambridge  2  (1841)  p.  47. 

Vierte  Proportionale  mit  dem  Zirkel  allein  {Mascheroni)  Delahaye,  Mathesis  12, 
p.  157  (Ereise  um  0  mit  a  und  b,  Sehne  BB'  des  Kieises  a  gleich  c,  um  B  und 
H  Kreise  mit  beliebigen  aber  gleichen  Radien  schneiden,  den  Kreis  b  in  m  und 
m',  80  ist  o  :  6  =  c  :  mm,  da  Dreieck  BOm  ^  B' Om',  also  BOB'  r^  mOni.) 

A.  Leschevain  (vor  Steiner,  nach  Brianchon  und  Cli.  Sturm),  Correspon- 
dance  Quetekt  2  (1826)  p.  253;  Strecke  halbieren  mit  Lineal  bei  gegebener  Pa- 
rallele und  V.  V.  Brianchon,  Application  de  la  theorie  des  transversales,  Paris  ^1818) 
p.  37;  Sturm,  Gerg.  16  (,1826)  p.  265;  J.Steiner,  Geometrische  Konstruktionen  (^1833). 

Strecke  in  Abschnitte,  die  sich  verhalten  wie  a"  :  b"  (Winkelhalbierende), 
F.  Burnier,  Xouvelles  annales  (2)  11  (1872;  p.  141  a^  :  b'\  Gerono  a*  :  6'  etc. 
a"  :  b"  (projiziert  man  im  rechtwinkligen  Dreieck  mit  Katheten  a  und  b  ihre 
Projektionen  auf  die  Katheten  usf.,  so  ist  bei  der  n  —  1  Operation  p,,^^  :  5„-i 
=  a"  :  6"). 

Maurice  d'Ocagne,  Kouv.  annal.  (3)  2  (1883)  p.  497  n  positive  oder  negative 
ganze   Zahl;  wenn  n  gerade  durch  Synrmediane,  ungerade   durch   Bisektrix;    ele- 
ganter von   BoubaU,  Bourget  1(1885)  p.  31.     D.  Besso,  Periodico  2   (1887)  p.  53: 
Wenn    BA':  AC  =  c"  -.  6"    etc.,    so    schneiden    sich    AA    etc.    in   x,    so    daß 
f 
^  Ax^~    Minimum. 

Mit  dem  Lineal  allein:  Brianchon  und  Steiner  (1.  c). 

Mit  der  fausse-equerre  {Richtscheid}:  J.  N.  Noel,  Correspond.  Quetelet  5  (1829) 
p.  215. 


1 74  .  II.  Spezielles. 

It)  Iii(-oiiiiii(-UMirai)ilitüt: 

E.  de  Ainicis,  Uivista  di  Peano  ö  ilöD.ö)  p.  110.  iKritikj  E.  Leger,  Liouville  1 
(18.SG)  p.93:  Die  Summe  der  Reste  hat  stets  eine  Grenze  z.  B.  bei  Seite  und  Diagonale 
des  Quadrats  ist  diese  Grenze  die  halbe  Diagonale.  Maurice  d'Ocagtie,  Bouryet 
(18701  p.  lOJi  y-J  in  Kettenbruch  entwickelt  durch  Potenzsatz  (Häuser). 

(■)  Mittlere  Proportionale: 

Die  berühmte  sogenannte  (roiizi/ni^he  Konstruktion:  Nouv.  annal.  16  (1857) 
p.  l'iü;  durch  E.  Bordarfe,  Bmirget  9  (ISSf))  p.  70  wiedergefunden,  schon  Griinert  2 
(1842)  p.  328  von  L.  A.  Kunze  (Weimar),  aber  sie  findet  sich  schon  in  einem  Briet' 
von  Tlioiii.  Strode  vom  3.  Xov.  (1(J84;,  in  ]FalUs  Algebra  ins  Lateinische  über- 
setzt,   Opera  mathematica  1  ilODS)  p.  2'.i9— -.'iOl,  wie  Mackaij  bemerkt  hat. 

AB  =  a,     BC  =  AD  =  h. 
Um  C  und  1)  Kreise  mit  li.  Schnitt  in  E,  so  ist  AE  bezw.  BE  die  mittlere  Pro- 
portionale (Fig.  24). 

Dieselbe  Konstruktion;  La  Colletlr,  Mathcsis  12  il892i  [i.  l'J2,  vgl.  aber  auch 

Adams,  .Merkwürdige  Eigenschatten  des  Drei- 
ecks  (1842)   und   Baltzer,   Elemente  §  6,  3. 
Boutiii,   Bourget  10   (1886;   p.  2.50;  Ge- 
/  meinsame  Tangente   zweier   sich   von  außen 

/  berührender  Kreise  mittlerer    Proportion    zu 

^  "  ~j     ^g  den    Kadieu    was  u.  a.  Referent    seit    seiner 

Schulzeit  bekannt  war. 


Fig    21 

mittlere,  harmonische,  d.  h. 


Alle    drei    Proportionen    arithmetische. 


2g-'  =  ffl-'  +  &-', 

0.  Terquem,  Nouv.  ann.  5  (46)  p.  376.     Des  trois  moyennes  etc.  d'apres  Pappus. 
Cl.  Thinj,  Mathesis  11  p.  2.'i4.    Dritte  Proportionale  xh  =  a-,  sehr  elegant. 

(i)  Her  goldene  Schnitt: 

E.  Liger,  Correspond.  Quetelet  9  (1837)  p.  483,  Verhältnis  durch  den  Ketten- 
l)ruth  [1,1].  Die  Grenze  der  Summe  der  Reste  bei  Aufsuchung  des  gemeinsamen 
Maßes  zwischen  major  und  minor  ist  der  Major. 

Oriineii,  Grün.  4  p.  15;  Analyse  des  goldenen  Schnittes. 

A.  Zeiainq,  Neue  Lehren  von  den  Proportionen  des  menschlichen  Körpers 
aus  einem  bisher  unbekannt  gebliebenen  und  die  ganze  Natur  und  Kunst  durch- 
driugenden  Grundgesetze.     Leipzig  (1854). 

Th.  Wittstein,  Der  goldene  Schnitt,  Hannover  (1874).  L.  Sontienberg ,  Der 
goldene  Schnitt,  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  ilirer  Anwendungen ; 
Programm  Bonn  (18.->1  .  A.  Xeising,  Der  goldene  Schnitt,  aus  seinem  Nachlaß, 
Halle  (1884). 

F.  X.  Pfeifer,  Der  goldene  Schnitt  und  dessen  Erscheinungsformen  in  Mathe- 
matik, Natur  und  Kunst,  Augsburg  (1885)  geht  noch  weiter  als  Zeising  {Lame- 
sche  Reihe  12  358  ...  als  Näherungswerte  für  die  goldenen  Schnittverhältnisse, 
der  botanische  Abschnitt  von  Wert;. 

M  Weidenholzer ,  (rrun.  (2)  4  (1887)  p.  106;  W.  Schultz,  Die  Harmonie  in 
der    Baukunst,  Hannover  (.1891);    Benies,    Bourget  11  {18^3)    p.  132;    E.  Lemoine, 
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doHf,'!.  11.  i;iO;  Cl.  I'hiry,  Mathesis  M  (1894)  \i.  22  (VAnu^e  Kip;eiiscluiften  etc.). 
Schötller,  ITbcr  eine  mit  dem  goldenen  Schnitt  im  Zusammenhang  stehemle  Kreis- 
gruppü,   Progr.  Gütersloh  1857. 

Histarisch: 

Ltica  Pacioli  (s.  M.Canfor).  Divina  proportione,  nach  der  venotianischen 
Ausgabe  von  1509  heraiisgegelien,  übersetzt  und  ei'liiutert  von  C.  Winterl'crg, 
Wien  (1896). 

J.  Petersen,  Sectio  rationis  {Apollonins)  Methoden  nnd  Theorien  {i\  Fischer- 
Benzon  1879). 

i\  von  Lühnumn ,  Sectio  rationis,  Sectio  spatii  et  Sectio  determinata  iles 
ApoUonius  etc.     Programm  Königsberg  Neum.  Nr.  73  (1882). 

B.  E.  Anderson,  Edinb.  math.  society  proceed.  15  (1897)  p.  65.  Extension  of 
the  medial  seetion  \AB  in  C,  so  daß  AB  ■  BC  =  pAC-)  (siehe  aber  D.H.  Km.s- 
mann,  Hii/t'maiin  5  (^1874)  p.  289.    Aus  Zur  Sectio  aurea  Osterprogr.    Stettin  1874). 

C.  A.  Linsant,  Edinb.  math.  soc.  proceed.  (1899)  (190(i)  p.  99.  Problf-me  de 
la  seetion  de  raison. 

Die  vieleu  Versuche,  den  für  die  Schüler  schwierigsten  Begriff, 
den  des  Streckenbruch.s,  einfacher  als  Euklid  und  doch  streng  zu  be- 
handeln, gehören  in  die  Philosophie  der  Mathematik,  bezw.  fehlen  sie 
in  keinem  Lehrbuch. 

Referent  erwähnt  D.  Ühelini,  (jiornale  arcadico  (1837)  Teoria  delle  quautitate 
proporzionale  (auch  historisch). 

•/.  M.  C.  Duhamel,  Elements  de  calcul  infinites,  cap.  1. 

O.  Stolz,  Insbrucker  Berichte  12  (1882)  p.  74.  Zur  Geschichte  der  Alten,  ins- 
besondere über  das  Axiom  des  Archimedes.  N.  Trudi,  Battaglini  1  (1863)  p.  337 
(Rettung  EuklUrs;  M.  Hoppe,  Grün.  62  p.  153,  vgl.  55  p.  50,  rein  geometrische 
Proportionslehre.  Messenger  2  (1873)  p.  155:  The  treatise  of  proportion  by  the 
association  for  the  improvement  of  geometrical  teaching  {Glaishcrj,  Bericht  der 
Kommission  für  den  „Syllabus",  eine  Einigung  kam  nicht  zustande;  Glaisher  gibt 
die  einzelnen  Referate.  Sana  e  d'Ovidio,  Elementi  di  geometria  2.  edit.  Napoli 
(1870).  Faifofer ,  Element,  di  geom.  3.  Aufl.  (1882);  G.  Feano,  Element,  di 
geom.  Mathesis  10  (1889)  p.  73.  E.  Bettazzi ,  Periodico  7  (1892),  La  detinizione 
di  proporzione  ed  il  5.  libro  di  Euclide;  Max  Siinoii,  (^Straßburg  i.  Eis.),  Elemente 
der  Geometrie  etc.  (1890)  p.  72;  /.  M.  Hill,  Education  times  63  Nr.  13466,  Beweis 
für  Euklid  5  Prep.  9,  16,  22,  23,  nur  mit  Sätzen  über  gleiche  Verhältnisse.  Auf 
die  Lehre  von  den  Proportionen  im  englischen  Unterricht  hat  großen  Einfluß 
geübt  De  Morgan,    Connexion  of  number  and  magnitude. 

H.  Dobriner  in  seinem  „Leitfaden"  (1898)  versucht  den  Begriff  der  Proportion 
durch  den  der  Flächengleichheit  zu  ersetzen,  wie  lange  vor  ihm  Essen,  Grün.  22. 
Die  Irrationalität  zu  vermeiden,  versucht  A.  Bamsay,  Helsingfors,  Pedag.  förening. 
tidscrift  (1884);  Proportionsläran  i  geom. 

G.  J.  Hoiiel,  Nouv.  annal.  (1871)  p.  289  schlägt  vor:  Zwei  Größen  x  und  rp{x) 
sind  proportional,  wenn  cp  (a-'i  +  x^)  =  (pix^)  -\-  fix^)- 

Hierher  gehört  auch  zu  dem  Euklidschen  Beweis  (bezw.  Aristoteles) 
der  Inkommensurabilität  von  Seite  und  Diagonale  des  Quadrats  der 
von  Höhe  und  Grundlinie  des  gleichseitigen  Dreiecks   yä;  Max  Simon, 
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Elemente    der    Geometi'ie    mit    Rücksicht    auf   die    absolute    Geometrie 

(1890),  aber  schon  hei  Jlrctsilineidcr,  (hun.  '■'>  [ixA'I]  p.  440,   derselbe 

Gedankengang. 

e)   IiiYoliition. 

A.  Jncnhi,  Crelle.  31  (1846)  p.  iö. 

Untersuchungen  über  das  Imaginäre  in  der  Geoiuftrie  von  Dr.  F.  August, 
Programm  Berlin  (1872);  Al/'reil  I.iitiaii,  Beiträge  zum  matlu-m.  Unterricht  in  den 
Überklassen,  Programm  Mülhausen  (1898). 

Harmonische  Teilung,  Involutionssatz  von  ■/.  ./.  Walker,  Education.  times 
Nov.  (1870),  bewiesen  von  T.  Fuortes,  Battaylini  '.)  >  lfi71;  p.  41».  Es  sei  auch  hin- 
gewiesen auf  Alan.  Lasala,  La  theoria  de  los  lineos  proporcionales  (1880); 
H.  I).  Bohainiaii ,  Annais  of  mathematics  1  (1885)  p.  121;  harmonischr  Teilung, 
Itelatiou  zwischen  deri  6  verschiedenen  Strecken,  sehr  vollständig;  Jjichicli,  Blätter 
für  bayrisches  Gymnasial-  und  Real -Schulwesen  ;1883)  p.  7,  Apparat  zur  harmo- 
nischen Teilung. 

Es  sei  zum  Schluß  hingewiesen  auf  Vi'rnnese  ("1897);  HilherCs  Grundlagen 
der  Geometrie  (1895)  §  15  und  16  und  Iiiyrami. 

Den  Zusammenhang  der  harmonischen  Teilung  mit  Pascal  und  hria)ichon, 
8.  BrianchoH  cah.  16  (1806)  p.  ;iol  du  Journal  de  l'ecole  polytechnique;  Sur  les 
surfaces  courbes  du  second  degre. 

Das  Zentram  des  harmonischeu  Mittels  [Mucluxrin),  dessen  Theorie  Poiicelet 
in  den  großen  Abhandlungen  (nicht  elementar)  im  Crelle  begründet,  elementar  von 
Köhler,  Bourget  (1879;  p.  225,  237  etc.  Zusammenhang  mit  der  Involution  p.  321 ; 
dilii    Verbessern,  Mathesis  14  (1894)  p.  251. 

Zur  harmonischen  Teilung  (elementar):  Brianchon ,  Memoire  etc.;  Poiicelet, 
Traite;  /.  Garnier,  Theorie  elementaire  des  transversales  (1827);  C.  Th.  Anger, 
Betrachtungen  etc.  Danzig  (18.S9)  41;  C.  Adams,  Die  harmonische  Teilung,  Winter- 
thur  (1843);  SehiiKse,  Die  Theorie  der  anharmonischen  Verhältnisse,  die  harmo- 
nische Teilung  und  die  Involution  aus  Chasbs,  Traite  de  geometrie  superieur 
(1856). 

E.  Catalan,  Thcoremes  et  problemes;  Bauche  et  Comberousse,  Traite  (1864) 
Appendix  2;  /.  Geiser,  Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie  (1869).  F.  X. Stall, 
Anfangsgründe  der  neueren  Geometrie  (1872).  Seitdem  äußerst  häufig  in  den 
Lehrbüchern. 

Sehr  vollständig  harmonische  Teilung  und  Involution  bei  /.  Caseg,  A  seqnel 
to  Eaelid  (1881)  section  3,  4,  U;  auch  bei  Henrici  und   Tieutlein. 

Daß  das  harmonische  Strahlenbüschel  im  Räume  schon  von  den  alten  Griechen 
benutzt  wurde,  bemerkt  C.  Taylor,  Messenger  (1881)  p.  112. 

T.  Fuortes.  Battagl.  9  (1871)  p.  49;  Beweis  des  Satzes  von  Walker,  Education 
times  (1870).  Seien  A,  B,  C  drei  Punkte  in  gerader  Linie  und  A A{BC); 
ß  B{CA)  etc.  harmonische  Systeme,  so  ist  1.  AA  {B' C)  harmonisch  etc.  2.  Die 
sechs  Punkte  bilden  drei  andere  Involutionen,  in  denen  AA,  BC ,  CC  drei  ent- 
sprechende Paare. 

Kohert,  Die  Harmonikaien,  Programm  Pyritz  (1878). 

F.  Wrzal,  Zeitschrift  für  Kealschulwesen  10  p.  93;  Zur  Konstruktion  des 
arithmetischen,  geometrischen  und  harmonischen  Mittels  (mit  Parabel). 

Es  sei  nachdrücklich  auf  die  bedauerlicherweise  wenig  bekannten 
Schulbücher   von  A.  Miliiioicsli  hingewiesen,  in    denen,    wie    auch    iu 
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seiner  Elem.-syiithet.  Geoin.  der  Kegelschnitte,  Teubner  1882,  ilie  har- 
monische Teilmi"-  und  Nerwaiidtst-halt,  snuic  die  Involution  sehr  aus- 
fülulich   behandelt  ist. 

25.  Schwerpunkt.  Sihwerpuukt  als  /iWitrum  der  mittleren  Ent- 
fernungen ist  wohl  zuerst  von  UHuilier  in  der  Polygonometrie  und 
von  Carnot,  Geometrie  de  position  geometrisch  behandelt,  analytisch  ist 
er  bestimmt  als  Punkt,  dessen  Koordinaten  den  Durchschnittswert  derer 
der  Punktmenge  haben;  daß  der  Schwerpunkt  auch  elementargeome- 
trisch behandelt  werden  kann,  «ehe  mau  z.  B.  in  Cataluna  theoremes 
et  problemes.  Der  Name  „Centre  des  moyenues  distances"  findet  sich 
zuerst  bei  Carnot  (Corrölation  (1801)  Nr.  209)  und  in  den  folgenden 
die  Theorie,  Nr.  213  die  Hauptformel 

bezw.  wenn 

Bertoth,  Correspond.  Hnchette  (ecole  polytechnique,)  1  (1807;  p.  22'.i.  Die 
Lagraiigeschen  Sätze:  Memoire  de  Berlin  (1783)  p.  290 

^a,  OÄ,^  =  (2  «,  «.  ^7Ä')  ■■  ^«A  -  OS'  ^«,  etc., 

wo  of;  beliebige  Faktoren  (Massen). 

Blondai ,  ibid.  2  Nr.  3  (1811)  Jau  p.  2(57;  elementar.  GHJdiiische  (Pappun) 
Regel.  Satz  über  das  Volumen  des  schräg  abgeschnittenen  Prisma  be/.w 
Zylinder. 

t.  J.  Servois,  12  p.  17  der  Solutions  peu  connues  (O^commsches  Problem) 
Verbindet  man  die  Mitten  eines  Dreiecks  und  wiederholt  diesen  Prozeß  fort- 
während, so  ist  die  Grenze  iS';  von: 

Querret,  Gerg.  14  p.  378  sclilagend  cinf.ich  auf  1  eliebige  Vielecke  ausgedelmt, 
vgl.  dazu  ,/.  G.  Darhanx ,  Bulletin  Darhoiix  11878)  p.  289.  Sur  un  probleme  de 
g^omötrie  elementaii'e. 

0.  Berard,  Gerg.  3  p.  192;  Schwerpunkt  des  Vierseits  und  vierseitiger  Pyra- 
mide; ders.  opuscula  mathem.  Paris  (1810),  Bestimmung  für  Polygone.  L'Huilier, 
Gerg.  3  p.  196,  Schwerpunkt  einer  Doppelpyramide,  der,  Gerg.  2  p.  72,  den 
Schwerpunkt  des  sphärischen  Dreiecks,  (aber  nicht  elementar)  behandelt  hat. 

C.  C.  Gerono,  Gerg.  17  p.  330;  der  Schwerpunkt  der  Oberfläche  des  Tetra- 
eders ist  das  Zentrum  der  Inkugel. 

eil.  J.  Brianchon,  Liouville  i  (1839)  p.  380;  Note  sur  le  centre  de  gravitö  du 
tronc  de  prisme.  Alle  Mitten  der  parallelen  Kanten  liegen  in  einer  Ebene  und 
in  ihr  liegt  der  Schwerpunkt. 

eil.  Jgii.  Giulio,  Liouv.  i  (1839i  p.  345:  Sur  le  centre  de  gravite  d'une  por- 
tion  quelconquo  de  surface  sphärique.  Die  Höhe  des  Schwerpunktes  über  der 
Ebene  irgend  eines  Hauptkreises  der  Kugel  verhält  sich  zum  Radius  wie  die  Pro- 
jektion der  Fläche  zur  Fläche  selbst  (Integralrechnung). 

L.  S.  Ferriot,  Liouv.  7  (1842)  p.  59  (elementar)  Der  Schwerp.  des  sphärischen 
Dreiecks  und  sphärischer  Pyramide  (Kugelsektor),  aber  iljid.  p.  516  zeigt  Besge 
die  luexaktheit  und  beweist  die  Fonnel  von  Gixüio  einfach. 

Simon,  Elementargeometrie.  12 
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E.  Brassine,  Liour.  8  (1843)  jj.  46;  Centre  de  gravite  de  l'aire  et  du  coDtour 
d'un  polygone  circonscrit. 

Grunert,  Griin.  'A  (1843)  p.  61;  Schwerpunkt  der  Kugelzoue  in  der  Mitte 
der  Achse. 

Frau;  Sei/deicifz,  ibid.  8  (1846;  p.  174.  über  einige  Eigenschaften  des  Punktes 
der  kleinsten  Entfernung.  7.  ,/".  Eschireilt-r .  ibid.  3  p.  3;  Schwerpunkt  eines  Po- 
lygons aus  den  Koordinaten  seiner  Ecken;  p.  6,  Schwerpunkt  eines  sphärischen 
Dreiecks  bezw.  Sektors  (elementar). 

Ä.  Walekt,  Nouv.  anual.  7  (1848)  p.  441.  Schwerpunkt  eines  Systems  von 
j»  Punkten,  zugleich  der  der  .S„  der  //  darin  enthaltenen  (w  —  1)  Ecken. 

/.  Walker,  Quarterly  .Journal  9  (1868)  p.  36;  Schwerjjuukt  des  Vierecks  und 
Trapez;    iV  Mitte   von   BD,    i)/ von  .4  0,    AP  =-  CO,    BQ  ^  DO;    so    liegt    der 

Schwerpunkt  S  im  Schnitt  von  QM  und  NF.    Für 

^^----rP  Trapez:   Man  verlängert  jede  Parallele  nach  beiden 

C  f::^-"^         /  \  Seiten   um    die    andere  und  verbindet  über  Kreuz, 

I  ^\^     /  \  80   ist   S  der   Schnittpunkt.     Der  Hauptsatz   schon 

I         w^\  \  ^^"^  Beiard.     (Fig.  25.) 

I       gy::~~^^><M        \  H.    Most,    Grim.    49     (1869)    p.  357.      Schwer- 

I     /  ^^"^^    \  punkt  der  Doppelpyramide,  des  Pyramidenstumpfes 

I  /  \^\         und    der     schief    abgeschnittenen    Pyramide    ganz 

3    ~- — — ^^     elementar;     idem    p.  355    beliebiges    Polygon    und 

.^  .  Polyeder  (Verschiebung    des    Schwerpunktes    wenn 

sich  AB  im  Raum  verschiebt). 

E.  Catalan,  Theoremes  et  problemes;  Beweis  des  Satzes  von  Lacjrange,  bezw. 

Varnot  und  die  schon  bei  Caniot  und  Meyer  Hirsch  (geometrische  Aufg.  2  (1807) 

p.  336)  gezogene  Folgerung,  daß,  wenn     "^^OA/.'  konstant  gleich   A'*,  der  Ort  von 

0  ein  Kreis  um  S  mit  Radius  li,  so  daß 

z.  B.  6.  Aufl.  (1879)  p.  87;  a.  auch  Casey,  A  sequel  to  Euclid  ^1881;  p.  25  etc. 

K.  Fresenius,  Hoff'mannb  (1874)  p.  112;  Geometrische  Bedeutung  des  Schwer- 
punktes. 

K.  Tücher  und  Kitchen,  Education  times  (4148)  20  (1874)  p.  62  und  63;  Legt 
man  in  den  Ecken  ABC  und  den  Höhenfußpuukten  P,  Q,  B,  Massen  proportio- 
nal sin- 4  etc.,  cos' ^  etc.,  so  fällt  ihr  Schwerpunkt  mit  dem  des  Dreiecks  zu- 
sammen. 

Clt.  Laisant,  Nouv.  correspond.  2  i_lS7ö)  p.  64;  A,  B,  C,  etc.  G  ihr  S,  E  irgend 
ein  Kreis  um  G,  so  ist  die  Summe  der  Potenzen  des  Kreises  R  \n  A.  B,  C,  etc. 
gleich  GA*  +  GB^  -f  ■•  • 

G.  Dostor,  Nouv.  correspond.  6  (1879)  p.  187;  Konstruktion  des  Schwerpunktes 
des  Umfangs  eines  beliebigen  Vielecks. 

Victor  Schlegel,  Schlömilch  21  p.  450;  Grundeigenschaften  des  Schwerpunktes 
in  Eljene  und  Raum  {Graßmanns  Ausdehnungslehre). 

R.  Hoppe,  Grim.  64  (1879;  p.  439;  Schwerpunkt  eines  Vielecks. 

P.  Johnen  (im  Grunert  steht  irrtümlich  Jolmen),  Grün.  65  (1880)  p.  221 ; 
E  sei  Schnitt  der  Diagonalen  CE  =  AF,  Dreieck  BDF,  denselben  Schwerpunkt 
wie  ABCD,  aber  schon  Anonymus,  Quart  jonrn.  6  (1864)  p.  127  vgl.  dazu  Note 
von  J.  J.  Sylvester  p.  130     (Fig.  26.) 
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F.  X.  Stoll.  Cnm.  (iö  (1880)  ji    Ho.     Scliucr|iunk(,  des  Vierecks. 
.]   1'.   Wtinmcislci;  Ilofj'iiKtiin  18  (1887 1  p.  107;  Schworiiimkt  des  Mantels  des 
schiefon  Zylinders. 

E.  Cesäro,  Nouv.  corroBpond.  (i  (1880;  p.  472.  Verallgemeinerung  des  Satzes 
von  Pappus  i'Cliasli-.s.  Aper(,im  p.  44  .  Ein  Dreieck,  dessen  Ecken  die  Seiten  eines 
Dreiecks  gleichmäßig  in  gleichen  Verhältnissen 
teilen,  hat  denselhen  Schweri)unkt,  ibid.  von  /. 
Neubtry  auf  beliebige  Polygone  ausgedehnt,  aber 
derselbe  Satz  schon  von  Cli.  Laisant,  Kongreß 
zu  Havre  der  associatiou  fran^.  poiir  l'avancc- 
ment  des  sciences  i^l877j,  vgl.  dazu  auch  Bcsal. 
Nouv.  annal.  (-2)  •><>  ('1889)  p.  337.  Der  Satz  ist 
ein  Spezialfall  des  Satzes  von  Uaton  de  la  Goa-  y     .,,. 

pilliere  (s.  u.).  Cesäro  und  Neuherg  bev^iesen  ihn 

elementar,  Laisant  mit  Quateruionon,  vgl.  auch  Laisant  und  SiKbcry,  Mathesis 
1  p.  109;  2  p.  59.  Laisant  verallgemeinert  ihn:  Bulletin  de  la  societe  mathem. 
de  France  10  (1882)  p.  40  auch  auf  windschiefe  Vielecke  und  beweist  den  Satz: 
Wenn  alle  Ecken  um  parallele  Achsen  rotieren,  so  verharrt  .S',  dazu  E.  Laquiere, 
ibid.  p.  132. 

R.  Hoppe,  Grün.  {2)  11  (1892)  p.  351;  Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  als 
Schwerpunkt  eines  Systems  von  Vierecken. 

H.  Vit»  Anbei,  Mathesis  11  p.  255  elementar.  Wenn  ein  Punkt  A^  eine  Ver- 
schiebung erleidet,  A^B^,  so  G  nach  G^,  su  daß  GG^  =^  A^B^  :  n  und  par- 
allel A,B,. 

Maurice  d'Ucugne,  Annal.  de  la  societe  scienc.  de  Bruxelles  Jahrg.  9  (188ö — 
1886)  p.  237;  O^rtHfOijsches  Problem,  vgl.   Querret. 

J.  N.  Haton  de  la  Goupilliere,  Societe  mathem.  de  France  (1893;  15.  Febr. 
Gegeben  irgend  ein  ebenes  Vieleck  von  »Ecken;  man  verbindet  die  Ecken  von 
k  zu  k  und  konstruiert  auf  diesen  «Strecken  ^jEcke,  die  alle  unter  sich  ähnlich 
sind,  dann  ist  der  Schwerpunkt  der  njj  Ecken  dieser  n  Polygone  derselbe  wie  der 
des  gegebenen;  mit  Graßmannscher:  Ausdehn ung.slehre  beweist  ihn  Victor  Schlegel 
ibid.  (1893)  5.  April.    Vgl.  auch  seine  ArVieit  Nouv.  ann.  i'3)  17  (1898)  p.  383. 

G.  Lazzeri,  Supplemento  al  periodico  di  matemat.  (1>98),  II  baricentro  d"uu 
sistema  di  punti. 

A.  Mannheim ,  Bulletin  de  la  societe'  mathemat.  de  France  (1899;  p.  148. 
Schwerpunkt  des  Trapez  und  des  Dreiecks,  gebildet  aus  der  großen  Parallele  und 
den  Parallelen  zu  den  Diagonalen  durch  die  Enden  der  kleineren  Parallelen  fallen 
zusammen  (auch  mit  PAB);  F.  Caspary,  ibid.  (1900;  p.  143.  Beweis  und  Ver- 
allgemeinerung auf  jedes  Viereck. 

Der  Laisant{Brocard)sche  Satz,   auch  der  von   Weill  (s.  Schließungsproblem) 
im  Kap.  4  von  Mc.  Clelland,  A  treatise  etc.  (1891). 
Guldimdh.ii  Regel,  s.  auch  Volumen. 

Die  (ri/W/»sche  Regel  bei  Pappus,  CoUectanea  mathem.  Einleitung  zum 
7.  Buch  (Kliigeli  findet  sich  ausgesprochen  bei  Giildin,  De  eentro  gravitatis  (1635 
— 1642),  aber  nicht  bewiesen. 

Meyer  Hirsch,  Geometrische  Aufgaben  2  il807)  §  170,  171,  172,  verallge- 
meinert §  176.  Wenn  irgend  eine  gerade  oder  krummlinige  Figur  sich  läng.■^ 
einer  geraden,  krummen  oder  doppelt  gekrümmten  Linie  so  bewegt,  daß  sie  immer 
auf  der  Richtung  ihrer  Bewegung  senkrecht  bleibt,   so   gibt   das  Produkt  der  er- 

12* 
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zeugenden  Figur  in  den  Weg  ihres  Schweri>unktes  die  Fläche  des  beschriebenen 
Körpers.  Die  Guldinsche  Regel  und  ihre  Verallgemeinerung  von  §  168  an  bis 
§  193  vielfach  zur  Volumbestimmung  benutzt.  Elementarer  Beweis  der  Giildin- 
Bchen  Regel  bei  Baltzer  ü  §  11  und  VA. 

G.  Dostor,  Mathesis  1  p.  157.    (ümdrehungskörper.) 

G.  Königs,  Liouvüle  (4)  5  (1889)  p.  321  (nicht  elementar),  Erweiterung  der 
Guklinachen  Regel;  dazu  .7.  Hailamard,  Bulletin  de  la  societe  mathemat.  de 
France  2ü  (1898)  p.  264. 

Verallgemeinerung  des  Schwerpunktes  (Zentrum  der  kleinsten  Quadrate, 
Punkt  von  Gauß).  Beiiot,  Comptes  rendus  (187G)  1.  Sem.  p.  536;  Maur.  d'Ociigne, 
Journal  de  l'öcole  polytechnique  Cah.  63  p.  7  und  22;  Epsanct,  {Laisard)  Inter- 
mt'diaire  des  mathcm.  (1899)  p.  20;  Duporcq,  ibid.  p.  22.  J.  Neuherg,  Anuales  de 
la  societö  scientifique  de  Bruselles  23  p.  26;  idem,  Nieuw  Archief  v.  Wiskuude  (2) 
4  (1900).     Baryzentrische  Podaire  etc.  dort  Literatur. 

Historisch: 

Dom.  Fiani,  Boncompagni  Bulletino  1  (1868)  p.  41  (ders.  Memorie  de  Bo- 
logna 10  (1870). 

26.  Transversalen.  Die  Lehre  von  eleu  Transversalen,  begi-ündet 
durch  Desargues  und  Cnrnot,  geht  allmählich  (Geometrie  segmentaire) 
in  die  projektive  Geometrie  über,  sie  stützt  sich  auf  den  Menrlaos  und 
Ceva,  bezw.  auf  den  Satz  vom  vollständigen  Vierseit  und  seinen  Dia- 
gonalen, der  schon  den  Alten  bekannt  war;  noch  einfacher  auf  den 
Sinussats. 

Das  fundamentale  Werk  ist  Cat'not,  Essai  sur  la  theorie  des 
transversales  (1806)  als  Suite  des  memoire  sur  la  relation  etc.;  es 
stammt  aber  wohl  aus  1796  und  ein  gi'oßer  Teil  der  Sätze  finden  sich 
in  der  Geometrie  de  position,  der  sogenannte  CarnotschQ  Satz  vom 
Schnitt  eines  Dreiecks  bezw.  Polygons  durch  Kreistransver.sale  bezw. 
Kegelschnitt  bezw.  Kurve  (Potenzsatz)  ist  Lehrsatz  3  und  4  des  essai 
lind  13  der  geom.  de  pos.  (2.  Teil),  bei  Canwf  finden  sich  ohne  histo- 
rische Notizen  llenehios,  Ccva,  harmonische  Eigenschaften  des  Yierseits, 
Konstanz  der  Doppelverhältnisse,  alles  völlig  elementai*. 

Weitere  Ausführung:  A.  L.  Grelle  (1816);  Über  einige  Eigenschaften  des  ge- 
radlinigen Dreiecks  etc.  (Brocrirdacher  Punkt).  /.  Garnier,  Theorie  elementaire 
des  transversales  (1827);  sehr  reich  sind  die  beiden  Werke  von  C.  Adams,  Die 
Lehre  von  den  Transversalen,  Winterthur  (1848)  und  die  harmoni-^^chen  Verbält- 
niBse  (1843).  Viel  Material  auch  bei  O.  F.  A.  Jacobi  im  Anhang  zu  van  üu-i)id(H 
(1834)  Tli.  Anger  (1839)  Danzig  Heft  1  und  2;  C.  G.  Reiischk  (1853). 

Von  neueren  Werken:  F.  Geiser,  Einleitung  in  die  Bynthetische  Geometrie 
(1869).  F.  X.  Stoll,  Anfangsgründe  der  neueren  Geometrie  (,1872);  JR.  Townsend, 
Chapters  ou  the  modern  geometry  etc.  (1863)  t.  1;  (1865)  t.  2. 

Für  die  Anwendung  auf  Probleme  der  Geometrie  sind  grund- 
legend : 
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F.J.Servois,  An  12;  Solutions  peu  connues,  und  Cli.J.  lirianrhon,  Appli- 
calion  de  la  Thdorie  des  transversales,  Paris  (I8I81,  aucii  als  Anhang  bei  Adams, 
Transversalen. 

Dei-  Ansicht  Chasles\  der  nach  den  Angaben  Pfippiis'  die  I'oris- 
mata  des  EitLIid  restituierte,  hat  sich  H.  G.  Zmthc»,  Fra  mathematiske 
histor.  2  und  3,  Zcuthen  Tidsskrift  (4)  6  (1881)  p.  97  angeschlossen, 
danach  enthielten  sie  die  Grundlagen  der  Transver^alentheorie  und 
damit  die  projektive  Behandlung  der  Kegelschnitte. 

Gergonne,  Girg.9  p.  277,  Satz  von  ihm  {Fregier.  etc.)  Ecktransversalen  durch 
Punkt  P  für  Dreieck  ABC 

PA'    ,    PB'  /  -P-i     ,  \ 

entsprechend  für  Tetraeder,  sehr  einfach  bewiesen  von   ValUs,  Gerg.  12  p   178. 

Vectrn,  Gerg.  9  (1S19)  p.  293;  eine  Reihe  von  Sätzen  über  Kollineation  für 
Drei-  und  Vierecke  nach  Art  des  Meiielaos. 

L.  A.  S.  Ferriof,  ibid.  17  p.  141;  u.  a.:  3  Gerade  durch  P  schneiden  die 
Schenkel  eines  Winkels  S  in  A,  A',  A" ;  B,  B',  B"  sei  (A'B'\  B'A")  =  C  etc., 
so  sind  C,  C,  U"  kollinear  mit  .S'  und  umgekehrt  (PoscoZscher  Satz.) 

Desarf/He.s  Satz  von  den  homolo;j;en  Dreiecken  durch  Hineingehen  in 
den  Raum,  vor  StaiuU;  Ncrcnbuiyer,  Correspoud.  Quctelct  3  (1827)  p.  6.5; 
durch  Menelaos,  Manderlier,  (wie  vorher  Servoia  1.  c);  ders.  p.  66,  Traus- 
versalensatz  über  Dreiecke  auf  derselben  Basis;  ibid.  p.  121:  Werden 
über  den  Seiten  eines  Dreiecks  als  Diagonalen  Parallelogramme  kon- 
struiert, deren  anstoßende  Seiten  zwei  festen  Richtungen  parallel  sind, 
so  sind  die  3  anderen  Diagonalen  koUinear.  Satz  als  Frage  gestellt, 
bewiesen  von  ^-1.  Ltchevain;  ibid.  p.  123,  T.  Olicivr:  Wenn  auf  3  Strahlen 
zwei  beliebige  Punkte  auf  jeden  zu  je  zwei  und  zwei  verbunden 
werden,  so  liegen  die  6  Schnittpunkte  in  einer  Geraden.  (Note  von 
A.  Qucfelet);  ibid.  4  (1828)  p.  3,  Satz  von  Ä.  Lcvy:  Wenn  eine  Gerade 
zwei  der  Gegenseiten  eines  windschiefen  Vierecks  proportional  schneidet, 
so  schneidet  sie  jede  Gerade,  welche  sie  und  das  andere  Seitenpaar 
triflt,  im  selben  Verhältnis;  damit  Beweis  des  Satzes  von  Bohillier 
über  die  Hälftung  der  Tetraeder  (s.  d.^;  ibid.  8  ( 1835)  p.  56,  Chasles, 
Transversalensazt  über  2  Strecken  im  Raum  (ganz  elementar). 

A.  Quctelet,  Academie  Bruxelles  (1827)  p.  49;  eine  ganze  Reihe  von  Sätzen 
über  ein-  und  umgeschriebene  Polygone,  welche  er  durch  stereoijraphischc  Pro- 
jektion in  reguläre  transformiert. 

C  A.  Jacobi,  Anhang  zu  van  Swindtn  (1834)  p.  340.  (Gleichschenklige 
Dreiecke  über  den  Seiten  etc.);  dazu  H.  Simon,  Hoffmann  17  (1886)  p.  410. 

D.  Gregory,  Cambridge  journ.  1  (1839)  p.  87,  Transversalensätze. 

0.  Gandtner,  Programm  Greifswald    1852  . 

F.  Praß,  Grün.  18  p.  120  2  nicht  uninteressante  Sätze. 

./.  Steiner,  Gerg.  19  (1828)  p.  37;  ohne  Quellenangabe  der  Satz:  Liegen  die 
Pxmkte  A\  B\  C  auf  den  Seiten  A,  B,  C  und  ist 
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AB'*+1JC''+  CA''=  BA' »  +  CS'  =  +  .1  r  ^ 

so  schneiden  sich  die  3  Lote  in  A\  B\  C  in  einem  Punkte  und  v.  v.  und  für  die 
Kugel  (Note)  cos  A  B'  cos  B C  cos  CA'  =  cos  BA'  .  .  . 

O  Schlömilch,  Schlöiii.  1  (1856)  p.  122,  reziproke  Sätze  zum  Schweqjunktssatz 
ira  Dreieck  und  6'«((y8schen  Satz  im  Viereck,  verallgemeinerter  Beweis  von  Baur, 
Sclilöm.  2  p.  192  (nes(trg>ies'  Satz  vom  vollständigen  VierseitV  Schlrlmilch ,  ild.  1, 
p.  317.     Beweis  des  Hauptsatzes  der   T-Theorie. 

7V.  r.  Hiinyndy,  ibid.  7  d.  268,  Uraclaiirinschor  Satz:  Wenn  durch  .S'  von 
ABC  eine  Transversale  gezogen  wird,  welche  CB  in  V,  BA  in  IT  und  die  Ver- 
längerung von  CA  in    V  schneidet,  so  ist   US'  '  +  VS  '  =  ^VS   '. 

F.  Geiser,  Einleitung  etc.  (1869V 

S.  Brauns,  Zur  Lehre  von  den  Dreieckstransversalen,  Programm  Schwerin 
(1859).     Jede  Ecke  mit  den  4  Berührungspunkten  der  Kreise  (vgl.  Naf/eli. 

M.  Most,  Grün.  50  p.  238;  Zur  l^ehre  von  den  Transversalen  im  Dreieck  und 
dreiseitiger  Pyramide. 

E.  Netto,  Nouv.  annal.  (2)  8  (1869)  p,  jlS;  Beweis  der  Transversalenaufg. : 
question  935. 

E.  Catalaii ,  Theoremes  et  iiroblemes.  6.  Aufl.  (1879)  p  '.ib.  Wenn  3  Ge- 
rade von   einem  Punkt  0  auegehend  zwei  Transversalen  in  A  und  A'  etc.  tretFen, 

so   ist    .„,  -,    •    -jr ^     konstant:  von  A.  Lasala.  Teoria  de  las  lineas  proporc.  (1880) 
B  C       A  O 

verwertet.     Der    Satz    gilt    auch    sphärisch,    übrigens    liat  ihn    \or  Losala   schon 

Kudelka    zur  Ableitung  des  Menelaos  etc.  verwertet  (s.  Menelaosi. 

Kiilp,  Gruvert  56  (1874)  p.  457. 

E.  Hain,  ibid.  57  p.  522;  ITber  Parallelentrausversalen  p.  438. 

E.  van  Aubd,  Nouv.  correspond.  3  (1876)  p.  22;  Sei  Dreieck  A'B'C  so  in 
ABC  eingeschrieben,  daß  AA'  etc.  sich  in  ./schneiden  und  M  ein  beliebiger 
Punkt,  so  bestimmen  A3[  etc.  smf  B'C  etc.  6  Segmente  in  Involution.  Also 
I Zusatz):  3  Gerade,  welche  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks 
mit  den  Zentren  der  Ankreise  verbinden,  bestimmen  auf  den  Seiten  6  Segmente 
in   Involution. 

P.  MansioH,  Messenycr  5  p.  158;  Transversalensatz  im  Viereck  (^Determi- 
nanten). 

//.  Brncard,  Nouv.  correspond.  6  (1880);  Conret,  ibid.  p.  184;  Satz  vom  Vier- 
eck: Zieht  man  durch  die  fünfte  und  sechste  Ecke  je  eine  Transversale,  so 
schneiden  sie  die  Gegenseiten  so,  daß  die  Produkte  von  je  4  Wechselabschnitten 
gleich  sind. 

Jid.  Petersen,  Zeuthen  Tidsskrift  (4)  5  (1881)  p.  45.  Elem.  Bev.  for  X'c.-ar- 
gues  Sätn. 

H.  Kiehl*),  Zur  Theorie  der  Transversalen,  Programm  Bromberg  (1881) 
(Symmedianen). 

Maxriee  d'Oeayne,  Teixeira  journ.  6  (1884)  p.  125;  Etudes  de  geometrie 
sogmentaire. 

E.  Cesäro,  Biittuißini  22  (1884)  p.  240;  studio  di  trasversali. 

C.  W.  Biiiir,  Sdihim.  2  (^1857)  p.  192.  Dreiecktransversalen.satz  von  Schlömikh 


*)  Die  reichhaltigen   .■\rbeiten  K.'s  gehören   im   wesentlichen   in   die  Neuere 
Dreiecksgeometrie,  und  sind  daher  vom  Ref.  nicht  benutzt. 
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(I,  192):  A',  B',  C,  Mitte  von  Ji,  C"  sei  A^  etc.,  so  schneiden  AA„  etc.  die  zu- 
gehörigen Seiten  koUinrar  verallgemeinert. 

.1.  Weiler,  Schlüm.  24  (1879i  p.  248;  Satz  von  ])tsiiigii<K  über  Involution  des 
Vierseits  mit  4  Ecken,  einfacher,  aber  projektiver  Beweis. 

/.  Neuberg,  Mathesis  7  (1887)  p.245;  Latirens,  Math,  h  ]>  17;  Reziproker  Satz. 

eil.  Lasaxl,  Nouv.  annal.  (3)  11  (1892)  p.  201'. 

L.  Ferrari,  Periodico  di  mateniat.  10  ^1895)  p.  141  {l'uiicekt-Carnot). 

A.  L.  Candy,  Annais  of  mathemat.  10  p.  17r>;  11  p.  10  (1896  —  97).  Methode 
nicht  elementar,  aber  die  Sätze  von  11  über  die  Kreissehne  sind  es. 

A.  nroz-Farnij  (Educ.  times  1891  Nr.  14111):  Mathesis  19  p.  1Ü2.  Zwei 
rechtwinklige  Transversalen  durch  das  Orthozentrum  bestimmen  auf  den  Seiten 
Segmente,  deren  Mitten  in  gerader  Linie  (Beweis  von  Nenherg  mittels  einer 
ABC   eingeschriebenen  Parabel). 

W.  Heijmann,  Hoffmann  30  (1899)  p.  90.  Satz  von  Gergonne  (1819!)  über 
Tetraedertransversalen. 

.-1.  Gab,  Mathesis  18  (1898)  p.  123.  Ecktransversalen,  welche  die  Seiten 
unter  gleichen  Winkeln  0  schneiden  und  A',  B',  C  in  Gerader  dann  ist  f>  der 
Winkel,  unter  dem  sich  der  Umkreis  und  der  konjugierte,  der  Kreis  um  H  mit 
der  Potenz,  schneiden. 


Menelaos,  Ceva. 

Der  Mcnddos  heißt  noch  bei  La  Fremoire  uud  Catahur.  Theoreme 
de  Ptolcme'e,  da  Ptoletniitis  die  ganze  sphärische  Trigonometris  im 
Almagest  auf  den  sphärischen  Menelaos  geg)-ündet  hatte;  erst  Chnsles, 
Apercus  historiques,  Bruxelles  (18371  Xote  6  (Geschichte  des  MeneJaos) 
hat  ihm  seinen  richtigen  Xamen  wieder  verschafft. 

Der  Ceia  ist  nicht  von  dem  Jesuiten,  sondern  von  dessen  Bruder 
(rioranni  in  De  lineis  rectis  se  invicem  secanti])us.  Mediolan.  (1678) 
gefunden.  {Chasleg  1.  c.  Xote  7.)  Die  Schrift  ist  ein  merkwürdiger 
Vorläufer  des  baryzentrischen  Kalküls. 

Die  duale  Beziehung  zum  Menelaos  ist  von  Brinndian,  Servois 
und  Gerijonne  erkannt.  BriancJton  hat  auch  die  nahe  Beziehung  beider 
Sätze  zum  vollständigen  Vierseitssatz  bezw.  zum  Fundamentalsatz  der 
harmonischen  Beziehung  erkannt.  Da  die  Sätze  unmittelbare  Folgen 
des  Sinussatzes  sind,  wie  im  Grunde  die  ganze  Transversalentheorie, 
so  gelten  sie  eo  ipso  für  alle  drei  Geometrien,  insbesondere  auch  für 
die  Kugel. 

Der  Ceva  heißt  z.  B.  noch  bei  Servois:  Satz  von  BernonlU,  da 
Johann  Brrnoidli  (op.  4  p.  33  Xo.  Ibb)  ihn  wiedergeftmden  hat  wie 
Carnot  den  Menelaos. 

F.  J.  Servois,  Solutions  peu  connues,  Metz  (1804)  beweist  beide^Sätze. 

Carnot  verallgemeinert  auf  beliebige  Polygone,  auch  auf  wind- 
schiefe   uud    Ebenen    als    Tran.-^versalen.       Doch    ist    der    Hauptsatz: 
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Wird  ein  windschiefes  Viereck  von  einer  Ebene  als  Transversale  ge- 
schnitten, so  sind  die  Produkte  der  Wethselabschnitte  gleich,  schon 
von   Cc'va  1.  c. 

Po)urht  im  Traite,  Ciir»ntsche  Verallgemeinerung:  Werden  durch 
0  in  der  Ebene  eines  2» +  1 -Ecks  Transversalen  nach  den  Ecken 
gezogen,  so  teilen  sie  die  Gegenseiten  so,  daß  die  Produkte  gleich  sind. 

Vecten,  Qitcrret,  Sturm  etc.,  Gergonne  14  p.  G.'i. 

A.  Jacohi,  De  trianguH  rectilinei  proprietatibus  quibusdam  nun  satis  cogiiitis, 
Naumbm-g  (1825i;  Firriot,  Go-f/.  17  \<.  141;  Note  von  J.  I).  G.  1826)  gleich 
GcrgoHiie. 

C.  Uarkema,  Nouv.  annal.  (2i  11  (1872)  p.  477  Erweiterung  des  Ccra; 
."i  beliebige  Ecktransversalen  bilden  Dreieck  L\  dann  A' :  A  etc;  dasselbe 
E.  Cesäro,  Mathesis  (1884)  vgl.  Nouv.  correspond.  (1880)  p.  575,  und 

Th.  Clausen,  Crctk  3  p.  l'J7,  p.  201  und  Steiner,  Gerg.  19. 

V.  Jamet,  Nouv.  corresp.  (1879)  p.  131;  Menelaos  und  Ccua  auf  Kugel; 
E.  Catcilan,  ibid.  p.  ."84;  3  Eektransversalen  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  wenn 
sie  die  Gegenseiten  nach  denselben  Funktionen  der  anliegenden  Winkel  teilen ;  dazu 
Brocard,  ibid.  (1880):  Wenn  3  Ecktransversalen  konpunktisch,  so  auch  die  Iso- 
gonalen,  aber  schon  weit  früher  ('.  Adams. 

J.  Kudelka,  tJber  eine  planimetrische  Grundlage  der  modernen  Geometrie, 
Programm  Linz  (1877i. 

Ä.  Thacr,  Schliim.  29  (1884)  p.  1»3;  Metickws  und  Ccva  mit  MoYn'Hsschem 
Zweieckschnittverhältnis. 

Ernst  Uhlich,  Altes  und  Neues  zur  Lehre  von  den  merkwürdigen  Punkten 
des  Dreiecks  Grimma  (1886).     (Fcniiatsche  Punkt). 

L.  Kavier,  Nouv.  annal.  (3)  11  (1892)  p.  349:  Wenn  man  von  jeder  Ecke 
eines  Polygons  alle  möglichen  Tangenten  an  eine  algebraische  Kurve  zieht,  so 
teilen  sie  die  nicht  durch  die  Ecken  gehenden  Seiten  so,  daß  das  Produkt  der 
Abschnitte  gleich  -|-  1  ist  (Generalis,  du  theoreme  de  Ceva).  Dazu  Zusätze:  Fr- 
Ferrari,  Nouv.  annal.  (3)  14  (1895)  p.  41;  ibid.  p.  30:  A.  Cazamian,  Sur  le  theo- 
reme de  Carnot. 

Pascal  und  Brianchon. 

Der  Pascal,  der  sich  1640  im  Essai  sur  les  coniques  findet 
und  der  aus  Dcsarr/ncs'  Satz  über  die  Involution  der  Transversale 
eines  vollständigen  Vierecks  unmittelbar  folgt,  sowie  sein  dualer 
(polarer)  Satz,  der  Brianchon,  gehören  nur  zum  kleinen  TeU  der 
Elementargeometrie  an,  doch  ist  ein  Teil  der  Beweise  durchaus  ele- 
mentar, und  die  Sätze  gelten  ja  auch  für  den  Kreis. 

Der  Brianchon  findet  sich  zuerst  in  dem  für  die  Konstruktion 
mit  dem  Lineal  so  wichtigen  ,,Memoire  sur  les  surfaces  courbes  du 
second  degre";  Journal  de  lecole  polytechuique  (1.S06)  cah.  13;  idem 
de  l'hexagone  mystique  de  Pascal,  Correspond.  Hachette  2  p.  oSo;  3 
(1814)  p.  1. 

Hexagrauuua  mysticum  als   Name  des  PrtÄY(/schen    Sechsecks    bei 
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Lcibiiiz  im  JJriof  vuiu  ;50.  Aiiii;.  lliTlJ,  iibt-r  veniuillit-li  in  duii  l'iipii'reu 
PascaVs.  Cnrtwt,  Geometrie  de  pos.  Satz  45.  Servois  L  c.  p.  27,  ganz 
ähnlich  sjiäter  Alf.  Lanan  (1898).  Scrvois,  Gerf/.  1  p.  38ö  uml 
l)oson(lers  Note  von  Gcy(j.  ibidem  4  (1823)  p.  18;  sehr  elementar,  wenn 
auch  nicht  ganz  allgemein.  Spe/.iall'all:  2  benachbarte  Seiten  eines  Kreis- 
sechsecks sind  parallel  ihi-en  Gegenseiten,  so  ist  es  auch  das  dritte 
Paar  und  damit  der  Pascal  durch  Zeutralprojektion  für  den  Kreis  und 
ebenso  für  Kegelschnitte  (vgl.  dazu  llubins,  Vrellc  36  p.  21G  und 
A.  Milinoivsld,  die  Kegelschnitte  (1879)  und  Eiern. -synth.  Geoni,  der 
Kegelschn.  Teubner  1882,  daselbst  auch  Brianchon).  Ahonnd,  il)id. 
\'?>  p.  379,  dazu  Gn-(/0)inc  p.  381  analytisch;  Gcrf/annc  auch  für  die 
Kugel. 

/.  B.  Durnuide,  Gcry.  14  (182;-!)  p.  '2U — 62;  Pascal  giinz  elementar:  Die 
H  Schnittpunkte  sind  die  ;i  Ähnlichkeitspuukte  dreier  Kreise;  BriandidU  als 
dualer  (polarer).  Spezialisiert  für  Fünfecke,  Vierecke,  Dreiecke.  Beachtenswert 
ist  die  Dissertation  preliminaire.  G.  P.  Dandelin,  ibid.  15  p.  387,  (geradliniges 
Hyperboloid).  Cli.  Sturm,  Gerr;.  IG  p.  26.'3  analytisch  (dort  schon  C  -\-  mC'  für  Kurven 
durch  Schnitt  von  C  und  C).  IMndelin,  ibid.  p.  322,  ganz  elementar,  durch 
sloreographische  Projektion.  Ibid.  18  p.  214  und  Acadcmie  de  Briixelles  (1827), 
Fcrriot  siehe  oben,  Str.iuer,  Gerg.  18  p.  ö39  {Steinersche  Punkt),  die  Sätze  3  und  i 
von  l'lüchr  (und  verbessert);  Cli.  Sturm,  ibid.  17  (182ü)  p.  173,  Memoire  sur  los 
lignes  du  seconde  ordre.  /.  Flacker,  Grelle  5  (1829)  p.  2(58.  Die  (iO  Pnsmfechen 
Geraden  zu  je  3  durch  einen  Punkt  {Steiner),  von  den  20  Punkten  je  4  in  \h  Ge- 
raden [Plücl-er),  so  daß  durch  jeden  Punkt  3  solcher  Geraden;  Strincr,  Sy.stc- 
matische  Entwicklung  (1832)  p   311.     Die  Sätze  mit  der  Pliiclcerschen  Korrektur. 

Crelle  6  (30)  p.  310,  Anonymus:  Beweis  eines  Satzes  aus  Grelle  3  p.  312  von 
Htlh'rtiiuj ,  eine  Verallgemeinerung  des  Beweises  des  Pascals  von  Pliieker.  ana- 
lytisch-geometrische Entwicklung  (1827)  p.  183.  (4»! -f  2 -Eck,  wenn  'im  Durch- 
schnitte in  einer  (ieraden  liegen,  dann  auch  der  letzte.)  Plüclccr,  Crelk  9  (1832") 
p.  411.  Zwei  Sätze  (duale)  als  Aufgabe,  er  selbst  gibt  Crelle  11  p.  26  den  Be- 
weis. Ot.  Hesse,  Crelle  24  p.  40;  Über  das  geradlinige  Sechseck  auf  dem  Hyper- 
boloid. A.  Jncobi,  ibid.  31  (1846)  p.  73 ,  sehr  einfacher  Beweis  der  i'/fVcArcschen 
Sätze  von  Bd.  9,  nachdem  er  p.  40  den  I'.  und  die  Steititr-Plückerschen  Sätze 
bewiesen,  ibid.  34  (1846)  p.  337,  Note  sur  le  theorcmo  de  Pascal  von  Plückcr 
(Literatur"!;  Cayley .  ibid.  31  p.  213,  Tht'oremes  de  la  geometrie  de  position, 
Pascal  p.  219,  analj'tischer  Beweis  desselben,  der  seitdem  sich  in  den  Lehr- 
büchern, z.  B.  Sulmon  38,  p.  98  sehr  häufig  findet. 

Idem,  Crelle  41  p.  66;  Ausdehnung  Kirkiiiaiischer  Sätze  (s.u.).  Ciiijley 
p.  84  weist  die  Priorität  für  einen  der  Sätze  Salmon  zu;  0.  Hesse,  Crelle  il  p.  2(j9; 
Beziehung  der  Plikkerschen  Geraden  (3  in  P  und  3  dadurch  bestimmte  im  kon- 
jugierten Punkt  von  P). 

Boguet,  Nouv.  annal.  3  (44)  p.  304  analytisch;  BriaiichoH  synthetisch  durch 
Pol  und  Polare.  .4.  Hallecourt,  ibid.  7  p.  83,  elementar  durch  Carnot-{Desargues)- 
schen  Satz,  bezw.  Moielaas.  Lchisgue,  ibid.  8  (1849 1  p.  39  analytisch  Hexa- 
gramma  mysticum.  Terquem,  ibid.  11  (^1852;  p.  163,  Geschichte.  (Einige  Druck- 
fehler z.  B.  Darraade  statt  Durrande:  1833  statt  32;  Hc!>se  p.  36  statt  40.) 
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3'.  1'.  KirLinttn ,  Erste  Publikation:  Manchester  courrier,  27.  Juni  1849; 
45  i^ätze  über  das  l'ascnlschfy  Sechseck;  ausführlich  Cambridgu  and  Dublin  (1850; 
]i.  ISri.  On  the  coniplet  hexagramma  etc.  Die  60  Pft.^cctecheu  (ieraden  gehen 
zu  drei  durch  üO  l'uiikte  H,  so  daß  auf  jeder  ein  iS'tmierseher  Punkt  und 
3  Punkte  H  etc. 

l'lank .  Grtm.  18  (1852)  p.  33.');  der  Pascal  und  ?eine  Anwendung  etc. 
Einfacher  Beweis  für  den  Kreis  und  seine  Anwendungen.  (Castilloii :  Eine  Sehne 
von  einem  gegebenen  Punkt  des  Kreises  zu  projizieren  etc.) 

I< .  BrioiM;  abgedruckt  Noiv.  aan.  16  (1857 1  p.  2i)'.). 

0.  Hesse,  Grelle  68  p.  130;  Korrespondenz  zwischen  den  60  PascaZscheu  Geraden, 
den  60  Kirkmanschen  Punkten,  den  Cayley-SaliiioHBchexx  Geraden  und  den 
20  Skiricrschen  Punkten  etc. 

Umkehrung  des  Pascal,  synthetisch  von  J.  E.  Barbier  bewiesen  Lavallee, 
'J'}(/j'rai(d,  Nouv.  annal.  (2)  7  p.  185  und  Barbier,  einfach  (analytisch)  p.  186. 

E.  TIneme,  Gricn.  00  (1876)  p.  173:  Untersuchungen  über  das  sphäriiiche 
Pascalsche  Sechseck  etc. 

Der  Beweis  des  Pascal  für  den  Kreis  von  ./.  Steiner  ist  von  J^.  Geiser, 
Theorie  der  Kegelschnitte  (1875)  p.  18  mitgeteilt  iincl  von  K.  Haase  in  den 
Bliittern  für  bayrisches  Gymnasial-  und  Realschulwesen  auf  alle  C-  erweitert. 

Mil.<  (Jh.  Latld,  The  Pascal  Hexagramma  Americ.  J.  2  (1879)  p.  1,  im  An- 
schluß an  G  Veroncse,  Nuovi  teoremi  etc.  R.  Acad.  dei  Lincei  (3)  1  (1877)  p.  141 
(Projectiv.) 

P.  Treutleiii,  Huffmann  10  (18S0i  p.  8U.  Briaiiclum  und  das  Prinzip  der 
Dualitiit,  elementar;  Beweis  des  Pascal,  dritter  Beweis  des  Brianchun  mit  Hilfe 
des  dualen  Satzes  zum  C'a;)(0<schen  Kreistransversalensatzes  n'on  Cliasles),  dazu 
p.  192  ein  sehr  elementarer  Beweis  des  Satzes:  Bei  gegebener  Lage  der  Geraden  a 
und  des  Punktes  P  auf  ilir  hat  das  Produkt  des  Sinus  der  Winkel,  welche  a  mit 
den  Tangenten  von  P  an  den  Kr.is  bildet,  den  "Wert  {d^  —  r^:-p-,  wo  d  Abstand 
der  Geraden  und  2>  "^'ß^  von  P  vom  Zentrum,  von  0.  Wiener  (als  Schüler).  Der 
Beweis  des  Brianchon  ist  von  K.  Haase  1.  c.  für  alle  C'  erweitert;  Pascal  und 
Brianchon  von  demselben  am  selben  Ort  (1882  oder  83)  ,,Zur  elementaren 
Behandlung  der  Kegelschnitte"  bewiesen. 

B.  Sporer,  Grtm.  (2)  1  (1884)  p.  333.  Verallgemeinerung  des  Brianchon 
und   l'ascul  (Problem  von  Castillon),  vgl.  Poncelet. 

Karl  Haase  (Augsburg):  Tidsskrift  f.  Math.  (5)  3  (1885);  völlig  elementarer 
Beweis  des  Pascal  und  Brianchon. 

a.  Bianchi,  Torino  Atti  21  (1886)  p.  686;  Historische  Note.  Besscl  fand  den 
Pascal  (1820)  selbständig  wieder.     (Brief  an  Olhers.) 

J.  Casey,  A  seqnel  to  Euclid  (1888)  p.  129,  einfacher  Beweis  durch  die 
Gleichheit  von  Peripberiewiukeln.  auch  der  ganz  der  Elementarmathematik  an- 
gehörige  Fall,  wo  der  Kegelschnitt  in  zwei  Gerade  ausartet;  vgl.  Hilbert  „Grund- 
lagen" (1899).  Einen  sehr  einfachen  Beweis  des  Hen-n  Feder  (Frankfurt  a.  M.) 
für  den  Spezialfall  teile  ich  hier  mit: 

AB  II  DE;  BC\\  EP.  Behauptung:  CD  \\  FA;  Beweis:  hBCE=/:\  BCF, 
also  auch  BAE=\ieieck  BACF,  ferner  A  BÄE=BAD,  also  ABAD^ 
BACF,  also  A  FAD^^FAC,  mithin  CD\\FA.  Vgl.  auch,  für  diesen  Fall, 
Dobriner,  Hochstift  (12)  2  (1896)  und  Pietzker  (1897)  p.  87. 

Man    vergleiche    auch   Franz  Seydewitz,   Grün.  10  i).  59.     Sind    die  Gegen- 
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Seiten  eines  windscliiefen  Seclisceks  im  Raiinit"  ]iaiirweise  |  ,  so  f,'ehon  die  3  Haiijjt- 
diagonalen  durch  einen  Punkt,  der  ihre  gemeinsame  Mitte. 

L.  Gerard,  Bulletin  de  .mathemat.  t'lementaire,  '2  j).  "iC^ ;  I'asad  für  den 
Kreis  elementar. 

A.  Leiiuin,  Beiträge  etc.,  Programm  Mülhauseii  (1898)  No.  552;  diinli 
rechnende  Geometrie,  elementar  (vgl.  Serrois). 

Über  die  Rolle,  welche  der  Pascal  (Spezialfall)  für  die  Grundlagen  der  (too- 
metrie  spielt,  vgl.  Hilhert  1.  c.  und  F.  Sehur,  Annal.  öl  (18'J9)  p.  401  (Beweis  auf 
p.  105).  Referent  erwähnt  auch  T.  Cotterill,  London  mathcm,  society  proceedings 
8  (1877)  p.  311;  A  new  view  of  the  Pascal  hexagramma. 

G.  Allffeiiieiiie  riiiiiiiliclie  Bezielmnaieii. 

27,  Stereometrie.  Die  elementare  Stereometrie  hat  sich  zur  de- 
skriptiven Geometrie  und  zur  projektiven  Raumgeometrie  erweitert. 
Elemente  dieser  Disziplin  sind  auch  in  den  Unterricht  der  höheren 
Schulen  eiug-edrungen.  Nach  Analogie  der  Planimetrie  ist  die  Sphärik 
selbständig  entwickelt  worden.  Die  Betrachtung  der  Polyeder  höherer 
Arten  und  die  Untersuchung  über  die  Gültigkeit  des  Eulcrschen  Satzes 
führte  zur  Topologie  im  Kaum.  Auch  von  dieser  Disziplin  sind 
Spuren  zu  merken.  Seit  Wieiicr^s  Schrift  „Vielecke  und  Vielflache" 
werden  auch  die  Kei^lcr-Poiiisofschen  Polyeder  ab  und  an  den  Schülern 
vorgeführt.  Die  wesentlichste  Änderung  gegen  Euklid  hat  die  Volum- 
berechnung erfahren,  welche  meistens  auch  für  schiefe  Prismen  auf 
Integration  oder  w.  d.  i.  auf  das  Cavalerische  Prinzip  gegründet  wird. 
Ülirigens  ist  die  Pyramidenberechnung  des  Eudoxns  bei  Eiildid  und 
die  Kugelberechnung  etc.  bei  ArcJtiniedci  im  Grunde  auch  nichts 
anderes.  Von  der  „Fusion"  der  Planimetrie  und  Stereometrie  haben 
wir  schon  bei  Methodik  gesprochen.  Die  spezielle  Methodik  der  Stereo- 
metrie änderte  sich  dahin,  daß  auf  die  gegenseitige  Beziehung  der 
Grundgebilde  Punkt,  Gerade,  Ebene  ein  stets  steigender  Wert  gelegt 
wird,  doch  behauptet  sich  die  Körperberechnung  wegen  ihres  prak- 
tischen Nutzens. 

Definition  der  Ebene:  s.  Grundbegrifte  (Enriques);  Eulersche  Satz 
s.  diesen;  Sphärik  s.  diese;  Tetraeder  s.  d. ;  Volumberechnung  bei 
Volumen,  Polyeder  s.  d.;  reguläres  Polyeder  s.  d. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  als  Konsequenz  von  I)cs- 
argues  unendlich  fernem  Punkte  der  Geraden  ist  von  Puncdrt,  Traite 
de  geom.  project  (1822)  Artikel  p.  107  eingeführt.  Der  von  ('rcllc 
(auch  Balfger)  gegebene  Beweis  des  Satzes  Eiddid's  11,  4  ist  von 
Crelle  allerdings  sclion  1S34  gegeben,  weim  auch  erst  Grelle  45  publi- 
ziert, enthält  übrigens  keine  irgendwie  wesentliche  Vereinfachung  gegen 
Euldid  und  findet   sich  schon  in  ßlanchet'si  Bearbeitung  von  Legendrc 
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als  Änderung  des  gekünstelten  Beweises  von  Le<jcndre,  bei  Griinert 
ohne  Quellenangabe,  Gnui.  26  (185G)  p.  108  und  schon  bei  J.  Knar, 
Anfangsgründe  der  reinen  Geometrie  (1829)  §  5^1. 

Der  Satz:  2  Gerade,  welche  einer  dritten  parallel  sind  (nach  der- 
selben Seite),  sind  untereinander  parallel,  ist  von  Lobatschcßhij  und 
J.  JBohfdi  nnabhängisf  vom  Parallelenaxiom  ore^eben  worden. 

L'Hiillier,  Tiklrtud,  Ivichat  etc.,  Gerfi.  ;!:  Eine  Ebene  zu  be- 
stimmen, so  daß  die  Projektion  eines  Dreiecks  gegebene  Form  hat. 

Bcrard,  Gcrfioiine  6  (1816).  Relation  zwischen  den  6  Winkeln 
von  4  Geraden  (Carnot). 

Giyyonne,  iliid.  9  p  51 ;  Parallelofframm  und  ParaUelepipedon  wie  Berard. 
aller  Diagonale  eines  Parallelepii).  iliid.  11:  Satz  über  die  Almliohkeitspunkte  von 
4  Kugeln  (Aiifgabe  von  Gergoune),  Beweis  von  Vccten  und  Dnriandc  p.  364. 
A.  Morel,  ibid.  13  p.  267;  Inhalt  einer  Fläche  gleich  dem  der  Projektion,  divi- 
diert durch  den  Ko.-inus  des  Neigungswinkels  (Etiler)-.  SUirm ,  ibid.  15  p  309; 
propvietes  diverses  des  polygones  fcnnes,  plans  ou  gauches.  F.  Tedenat,  ibid.  15 
p.  128;  Zerlegung  eines  regulären  Polyeders  durch  eine  fortgesetzte  Reihe  von 
Schnitten  senkrecht  zur  Kante.  Bohillier,  ibid.  17  p.  335;  Ort  der  Zentren  der 
Perspektive  zweier  perspektivischer  Dreiecke,  wenn  die  eine  Ebene  sich  um  die 
Achi-e  der  Homologie  dreht.  Idem:  ibid  18  p.  240;  Recherches  des  conditions 
de  possibilite  d'un  tetraedre  ayant  ses  arretes  resj).  paralleles  ä  six  droits  donnes. 
Abonue,  (Gertjoinie?):  ibid.  20  p.  84.  Eine  Kugel  welche  auf  4  gegebenen  P^benen 
Kreise  vom  gegebenen  Radius  ausscheiilet,  zu  konstniieren.  Pagliatti,  ibiil.  p.  86; 
statt  der  Ebenen  Kegel  mit  gegebener  Spitze  und  Otfuungswinkel. 

./.  Garnier,  QiicUi  t  1  (182.51  p.  115.  Die  für  Atomenlehre  wichtige  Aufgabe 
(au«  Euler'e  Algebra):  Ein  reguläres  Tetraeder  ist  mit  sehr  kleinen  Kügelchen 
gefällt,  das  Verhältnis  des  vollen  zum  leeren  Raum  zu  bestimmen. 

A.  Quetelet.  Academic  de  Bruxelles  (1827)  p.  49  und  70.  Sur  differents 
Sujets  de  geometrie  ii  ti-oia  dimcnsions.  Problema  di  Bruno,  Soluzione  geometrica 
di  un  difficile  problema  di  sito,  Neapel  (1825).  Gegeben  ein  Punkt  und  2  Gerade, 
durch  den  Punkt  eine  Ebene  zu  legen,  welche  die  Geraden  in  2  Punkten  so  schnei- 
det, daß  das  Dreieck  einem  gegebenen  ähnlich  ist.  Dazu  llachettc ,  ibid.  p.  89 — 
12S;  Probleme  de  Bruno  ist  Spezialfall  der  Aufgabe:  Von  einer  Pyramide  ist 
die  Basis  gegeben  und  die  Kantenwinkcl  an  der  Spitze;  die  Spitze  zu  kon- 
struieren;   vgl.  auch   Bericht   von  /.  Neulerg,  Mathesis  16  p.  19. 

Mich.  Cliasli'S.  (juetckt  8  (1835)  p.  56,  hübsche  Elementarsätze. 

A.  F.  Scanberg,  ibid.  9  (18371  p.  72;  Analyse  des  polygones  et  des  pyramides 
(trigonometrisch  und  analytisch  .  Die  Pyramiden  sind  gleichflächig  und  jeder 
zweite  Winkel  gleich, 

H.  Biirhenne,  Die  Raumgestalten  nach  ihrer  Symmetrie  dargestellt;  Cassel 
(18321. 

Grelle,  Theorie  der  Ebene  (1834),  publiziert  Grelle  45  (185;i);  noch  heute 
lesenswert. 

./.  Steiner,  Crelk  3  p.  890.  Wenn  die  3  Diagonalen  eines  Oktaeders 
sich  im  selben  Punkt  0  rechtwinklig  schneiden,  so  liegen  die  Fußpunkte  der 
Lote  vou  U  auf  den    8  Seitenflächen   auf  einer  Kugel   (Beweis  durch  Projektion); 
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dazu  Frcsen,  Nouv,coiTes|ion<I.  •'!  ilHTCi'i  |i.  sl  uml  /•;.  Ia(ciih.  ibid.  f)  (1871))  \t.  2(V.i 
Qufifltion  de   geometric. 

A'.  Koppe,  Cri'llc  14  p,  70.  Die  cratcn  Jjclirxiitze  der  Stereometrie,  3(dir  nach- 
drücklich (und  richtig)  gegen  Euklid  (und  ebenso  gegen  Legentire),  vgl.  Koppe'a 
Stereometrie,  Essen  (1^30).  (Der  Aufsntz  ist  von  Ttniuem  in  die  Noiiv.  anmil. 
übersetzt.) 

Frs.  Ihinen,  Grelle  IS  (1H38)  p.  181;  In  jedem  Parallelei)ij>edon  ist  dii> 
Summe  der  Quadrate  der  4  Diagonalen  gleich  der  Summe  der  (jnadrate  der 
12  Kanten. 

Mayer,  Über  Berechnung  der  Kohlenmeiler,  Gotha  (1830). 

M.  G.  V.  Paucker,  Die  6'aM/iachK  Gleichung  der  Bogendreiccke  nnd  zwei 
merkwürdige  Sätze  vom  Kaum  (1814). 

M.  W.  Drohiscli ,  Zusätze  zum  üorentiner  Problem  iViriaiiincho  Fenster), 
Abhandlung  der  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  (ISö'i). 

0.  Wolfrom,  Programm  Hof  (1848);  Kubaturen  durch  elementare  Summa- 
tionen. 

J.  B.  Sturm,  Grün.  24  (18ö5)  p.  118;  Seitensummo  und  Winkelsumme  der 
körperlichen  Ecken. 

W.  Zelime,  Die  Geometrie  der  Körper  (Beweis  des  Cavolrrisohen  Prinzips 
und  der  ÖMWwischen  Regel),  Iserlohn  (1860). 

F.  Woepke,  Lioiivüle  (2)  6  (1861)  p.  231;  Umdrehungskegel. 

K.  K.  Unrerzagt,  Über  eine  neue  Methode  zur  Untersuchung  räumlicher 
Gebilde.  Festschrift  Wiesbaden  (1864),  (gehört  eigentlich  in  die  Projektions- 
lehre). 

C.  A.  Bretsclmeider,  Grün.  40  (1866)  p.  501;  kürzeste  Abstände  und  Winkel 
zweier  kreuzender  Geraden. 

K.  Rudel,  Anwendung  eines  einfachen  Satzes  aus  der  Stereometrie  (1877). 
(Wenn  von  n  Geraden  je  2  in  einer  Ebene  und  nicht  alle  in  derselben  Ebene 
liegen,  so  sind  sie  zusammenlaufend  (ev.  parallel);  steht  aber  schon  in  der  be- 
rühmten Abhandlung  Gergonne'a  16  Satz  6  p.  213  (und  Philos.  mathemat.) 

T.  Hoza,  Casopis  6  (1877)  p.  24ö. 

G.  Hepsal  und  Vex,  Education  times  32  p.  23  No.  3750;  Solution  of  a 
question.  Eine  große  Anzahl  gleicher  Kugeln  wird  zur  möglichst  engen  Berührung 
gebracht;  das  Verhältnis   der  Summe  ihres  Volumens  zu  dem  Gesamtvolumen  ist 

|./2. 

M.  G.  Paraira,  Nieuw.  Arch.  9  (1882)  p.  96;  Ein  stereom.  Analogon  von  het 
theor.  von  Pappus. 

A.  Cayley,  Messenger  13  (1883)  p.  107;  On  Archimedes  theorem  for  the  surface 
of  a  cylinder. 

A.  Thaer,  Schlömüeh  37  (1883)  p.  249;  Zur  geometrischen  Bedeutung  des 
Eckensinus  (Staiidt,  Grelle  23  s.  Tetraeder). 

/.  Biipuis,  Zeitschrift  für  das  Realschul weseu  8  (1883)  p.  154;  Pyramiden- 
stumpf durch  Schnitte  in  die  3  Pyramiden  zerlegt,  deren  Summe  die  Formel  füi 
das  Volumen  gibt. 

Ahbee  E.  Gelin,  Volume  du  Tore,    Mathesis  11  (1891)  p.  66. 

Fr.  Both,  Beiträge  zur  Stereometrie,  Programm  Buxtehude  (1890)  siehe 
Polyeder. 
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./.  Delboeuf,  Mathesis  13  p.  47,  p.  135;  Sur  le  plan.  Über  den  fundamentalen 
Satz:  zwei  Ebenen  können  nicht  einen  einzelnen  Punkt  gemeinsam  haben. 

H.  Seipp,  Grunert  \i)  li  (18'J4)  p.  16;  Elementare  Sätze  über  konvexe 
Ecken. 

A.  Emmerich,   Ho/jiiuiiin  27  (1896)  p.  401:    Stereometri.sche  Gruppenaufgaben. 
Elementare  Aufgaben  über  die  Teilung  eines  Kreiskegels. 

W.  Heymann,  Schh'ini.  41  (18'.)())  p.  326;  Stereometrische  Paradoxien  (z.  T. 
nicht  elementar). 

Dubouis .  Boaryi'i  (1897)  p.  1(31;  Funflamentalsatz  vom  Lot:  einfacher 
Beweis. 

J.  Wasteeh,  Mathesis  18  p.  80:  Windschieies  Viereck,  Abstand;  C.  E.  Wasteh 
ibid.  19  p.  9:  Sur  h's  figuies  cylindriciues.  [Virianii;  ibid.  19  p.  65,  Stuyraeit  leitet 
die  Formel  aus  18  mittelst  des  Parallelepipedons  ab. 

Hieran  schließen  sicli  einige  elenientare  Sätze  über  (ieometrie  der 
Lage  [Cariiot'a  beriiluntes  Werk  liat  mit  der  geonietrie  de  la  positiou 
nichts  zu  tun). 

./.  Steiner,  Grelle  1  (ls26j  p.  349;  Einige  Gesetze  über  die  Teilung  der  Ebene 
durch  Gerade  und  des  Raumes  durch  Ebenen  und  Kugeln. 

A.  1{.  Luchterhandt,  (rnin.  2  (1842j  p.  63  is.  auch  Sphürik);  Über  eine  Be- 
ziehung zwischen  4  Punkten  einer  Ebene. 

A.  Cayley.  Cnllc  31  i'184i5i  p.  213;  Sur  quelques  theoremes  de  la  geometrie 
de  la  Position. 

Franz  Seydeuitz,  Ornir  10  p.  ö9  (gradlinige  Hyperboloid  als  Seitenstück  zur 
Ebene.) 

C.  Ä.  Bretschneiiler.  ScJildiii.  6  (1861)  p.  311;  Anzahl  der  Geraden,  Ebenen 
und  Punkte,  welche  durch  gegebene  Punkte,  Gerade  und  Ebenen  in  der  Ebene 
und  im  Räume  bestimmt  werden. 

F.  Brioschi,  Crelle  50  (1855)  p.  233.;  Relation  zwischen  5  Punkten  im  Raum. 
(Carnot,) 

Fd.Joachimsthdl,  Crdle  40;  LiicItterlKindtschei  Satz  (s.  Sphärik)  (Determinanten.) 

C.  Bender,  Gruii.  56  (1874)  p.  302;  Auf  eine  Kugel  lassen  sich  nicht  mehr 
als  12  gleiche  Kugeln  auflegen  (Kreis:  6  Kreisej;  dafür  strenger  Beweis  von 
R.  Hoppe,  ibid.  p.  307.  Idem:  Grün.  (2)  1  (1884)  p.  148.  Ein  Problem  über  be- 
rührende Kugeln.  (Hoppe  beantwortet  die  Frage:  Wie  groß  muß  eine  Kugel 
mindestens  sein,  damit  n  gleiche  sich  gegenseitig  berührentle  Kugeln  auf  ihr  Platz 
haben?);  dazu  Fauqiunheryue.  Mathesis;  ganz  elementar  und  kurz,  aber  weit  früher 
dasselbe  Problem  behandelt  und  erledigt: 

(liarl.  Tandel,  Correspond.  Garnier  et  Quetelet  1  (1825)  p.  310,  er  kommt  auf 
das  Problem  infolge  des  von  Berzeliu.t  in  seiner  Chemie  ausgesprochenen  Satzes; 
beweist  erst  den  Satz  für  den  Kreis  und  dann  für  die  Kugeln  völlig  elementar. 

.7.  Garnier  in  einem  Zusatz  ,.Ob3ervation3"  behandelt  das  Problem  etwas 
geringschätzig. 

Christ.  Wiener,  Clebsch  Annal.  6  (1862'i  p.  28:  Wie  man  sich  aus  einem 
Labyrinth  herausfindet.  Idem  ibid.  p.  30;  C.  Hierholzer ,  Über  die  Möglichkeit, 
einen  Linienzug  zu  umfahren  etc.,  gehört  schon  teilweise  in  die  Topologie  und 
die  dort  erwähnte  Arbeit  Li.it/ncj' a:  Vorschule  zur  Topologie,  Göttinger  Studien 
1847  ganz  und  gar. 
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G.  Moshammer ,  Schhm.  "21  (IsTO)  p.  -Ilii;  Zur  f itumotrio  der  (ieratlen. 
Durch  jeden  Punkt  im  Räume  generalitcr  4  Strahlen,  welche  mit  je  2  gegelioneii 
Geraden  (!  und  G'  gleiche  Winkel  liilden  und  von  G  und  (r'  gleichen  Absland 
haben. 

//.  Hertr.tr,  Sclduin.  11  (tMOiij  p.  244;  Über  Vielecke,  Vielseite  und  Viel- 
äache. 

Lehrbücher  und  Aufgabensammlungen 

(s.  auch  Lehrbücher). 

Meyer- Hirsch,  Sammlung  geometrischer  Aufgaben.    Teil  2  (1809). 
N.  J.  Larkin,  Introduction  for  solid  geometry  (1820)  (Krystallographie). 
E.   S.    Unger,    Übungen    aus    der    reinen    und    angewandten    Stereometrie: 
Berlin  (1830). 

B.  Holviboe,  (Äbel's  Lehrer):  Stereometrie;  Christiania  aSS.'t). 

V.  Stciiiden-Jacobi,  Eine  Eeihe  stereometrischor  Aufgaben  (1834j  p.  430 — 180. 

K.  Koppe,  Stereometrie,  Essen  (1836). 

eil.  Hrch.  Nagel,  Lehrbuch  der  Stereometrie,  Ulm  (1838). 

L.  Dupiii,  Geometrie  störeometrique  ou  collectiou  de  figures  en  cartoii  etc., 
Paris  (1842). 

M.  G.  V.  Paucker  (1842);  Fr.  Proß  (1842)  Stuttgart;  vgl.  Lehrbücher. 

J.  Ä.  Adhemar,  Traite  de  geometrie;  geom.  de  l'espace,  Paris  (1844). 

0.  Möllinger ,  Stereometrische  Wandtafebi  nebst  einem  erklärenden  Text 
(nach  Lacroix  und  Legeiidre),  Solothurn  (1844). 

I).  F.  Gregory,  Geometry  solid,  2.  Aufl.  (1851);  idem  u.  W.  Walton,  Treatise 
on  the  applicatiou  of  analysis  to  solid  geometry.  London  (1845). 

/.  T.  H.  Müller,  Lehrbuch  der  Stereometrie,  Halle  (Waisenhaus)  (1851). 

G.  Zizmann,  Geometrische  Formenlehre  (Vorwort  von  Stoy),  Jena  (1852). 

G.  Mehler,  Hauptsätze  der  Elementarmathematik  (185it)  (Schellbach),  besonders 
die  Stereometrie  ist  gut. 

P.  Frost  and  J.  Wolstenhohne,  Treatise  on  solid  geometry  (1863). 

C.  Hechel,  Stereometrische  Aufgaben,  Keval  (1865). 

E.  Heis  und  Ihs.  Eschweiler,  Köln  (1867)  hervorzuheben  sind  die  zehn  An- 
hänge: deskriptive  Geometrie,  Sternpolyeder,  Stereometrische  Projektion  etc. 

F.  Reidt,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  Trigonometrie  und  Stereometrie. 
Leipzig  (1872). 

Chiido  Hauck,  [Kommerell  2.  Aufl.  Tübingen)  (1872);  8.  Aufl.  (1900),  für  die 
Gymnasien  meines  Erachtens  zurzeit  das  zweckmäßigste  Buch  (Projektionslehre 
als  Vorbereitung  auf  deskriptive  Geometrie). 

C.  L.  Landre ,  Ster.  Hoofdstukken  ter  uitbreid.  van  d.  elem.  Leerb.  Amster- 
dam (1875). 

/.  K.  Becker,  Stereometrie  Berlin  (1879);  Victor  Schlegel,  Wolfenbüttel  (1880); 
F.  Glinzer,  Stereometrie  Hamburg  (1881). 

H.  Westermaiin,  Schulstereometrie,  Riga  (1883),  auch  Elemente  der  dar- 
stellenden Geometrie,  ein  Buch,  das  auch  für  Lehrer  sehr  viel  Anregungen  bietet. 

/.  Henrici  und  P.  Treutlein,  Stereometrie  Leipzig  (1883)  2.  Aufl.  (1901),  pro- 
jektive auch  deskriptive  Geometrie,  s.  Lehrbücher. 

A.  Soicrek,  Stereometrie  (bulgarisch)  von  Studnicka  gelobt  (Füipopel)  (1883), 
desgl.  /.  Janousek,  (böhmisch),  Geometrie  für  Lehrerbildungsanst.,  Brunn  (1883). 
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E.  Reqer.  Stereometrie  Breslau  (1S83)  geht  fiber  das  gewölmliche  Schnl- 
pensum  hinaus;  geradlinige  Flächen  2.  Grades,  projektive  Geometrie 

B.  de  Paolis,  Elementi  di  geometria.  Torino  (1884)  (Trennung  von  Planimetrie 
und  Stereometrie  beseitigt). 

L.  Jelinek,  Stereometrische  Aufgahen,  Prag  (1884). 

./.  Petersen.  Lehrbuch  der  Stereometrie  1SS5).  G.  B.  Halsfed,  The  elements 
of  geometry.     Newyork  il88ö)  i^Sphärik). 

A'.  Jiidt.  Aufgaben  aus  der  Stereometrie  und  Trigonometrie,  3.  Aufl.,  Ans- 
bach (^issöi;  Carl  Gusserou-,  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Stereom.  Berlin 
(1«85)  1^  Körperberechnung  geschickt). 

H.  Thieme.  Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgahen  aus  der  Stereometrie 
(keine  Körperberechnung).     Leipzig  ilSs6i. 

G.  Hohmü'hr,  Einführung  in  das  stereometrische  Zeichnen  ^Krystallographie), 
Leipzig  ^1886V 

Ä".  HeitKe,  Genetische  Stereometrie,  herausgegeben  von  Lücke,  Leipzig  (1886), 
s.  Kritik  von  Huhmtilkr.  Hoffmaiin  17  und  G.  Hauck,  Hoffmann  18;  beide  urteilen 
sehr  abfällig. 

R.  G.  J.  Nixon,  Eadid  revised ;  stereometrv,  Oxford  (1887). 
Otto  Eaiisenberger,  Die  Elementargeometrie  etc.  Leipz.  (1887). 
Fr.  Lücke.  Leitfaden  der  Stereometrie  (1890)  (empfohlen  von  Hauck). 
E.  B.  Hai/iiard,  The  elements  of  solid  geometry,  London  (1«90). 
1'.  Scholiiii,  Stereometrische  Urter  und  Konstniktionsaufgaben ;  1  und  2  (,18U0 
und  1891). 

H.  3Iartiis,  Stereometrie  (1894). 
K.  Schwering,  Stereometrie  (1894),  2.  Aufl.  ,1900). 

H.  31.  Taylor.  Euklid  Buch  11  und  12  (Darstellende  Geometrie)  (1896). 
/.  Lengauer,  Die  Grundlage  der  Steometrie;   Kempten  (1896),  reich  an  Auf- 
gahen. 

//.  D.  Tlwmpson,  Elements  of  solid  geometry  and  mensuratiou,  London  (1896). 
G.  Holzmüller,  Die  Elemente  der  Stereometrie,  4  Bände,  Leipzig  (1899), 
(1900)  etc.,  fast  überreiches  Material. 

M.  Schuster,  Stereometrische  Aufgaben,  von  Lange  warm  empfohlen, 
Leipzig  (1900). 

Siehe  auch  die  „Lehrbücher",  speziell  für  Italien. 

Ich  bemerke,  daß  für  den  Lehrer  ganz  besonders  einfache  Kon- 
struktionsaufgaben  von  Nutzen  sind,  an  Körperberechnuugen.  die  eigent- 
lich mehr  iu  die  Algebra  als  in  die  Geometrie  gehören,  heiTScht  kein 
Mangel. 

28.  Volumen  und  Oberfläche.  Die  Frage  nach  der  allgemeinen 
Definition  und  Vergleichung  der  Oberflächen  geht  über  das  Elementare 
hinaus,  doch  muß  hingewiesen  werden  auf  den  Beweis  von  H.  A.  Sducarz 
(^Gesammelte  Werke  T.  2  (1890)  p.  308  (1883^  cf.  Math.  90  p.  222), 
daß  die  Oberfläche  nicht  definiert  werden  darf  als  Grenze  der  Ober- 
fläche eines  eingeschriebenen  Polyeders,  dessen  Seitenflächen  unendlich 
klein  werden  und  dessen  Begrenzung  mit  der  der  Oberfläche  schließlich 
zusammenfällt. 
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Die  Frage  nach  dem  Voluiiieu  der  l'olyoder  und  l'yramiden  ist 
von  der  bei  „1"^!'^^*''  heliandelten  nicht  wesentlich  verschieden,  vgl.  De 
Zoll,  Priiicipii  d'«;gniitrliiiuza  dei  poliedri,  Milano  (1883).  Wenn  es 
aber  dort,  sobald  die  Stetigkeit  als  durch  die  Anschauung  gegeben  an- 
gesehen v?urde,  gelang,  Dreiecke  und  Parallelogramme  von  gleicher 
Grundlinie  und  Höhe  auch  als  tliiciiengleich  im  De  Zi)lf-HiUiertsche.n 
Siinie  zu  erweisen,  ist  die  Frage  für  den  Raum  durch  die  Arbeiten 
von  3/.  Dehn  (Müu.ster)  im  negativen  Sinne  entschieden  worden, 
vgl.  unten  Bricard.  Dehn  zeigte  in  seiner  Abhandlung  über  den  Raum- 
inhalt: Annaleu  (1902)  Bd.  55,  daß  der  Nachweis  der  Gleichheit  zweier 
Tetraeder  von  gleicher  Grundtiäche  und  Höhe  stets  einen  infiniten  Prozeß 
erfordert,  und  in  der  Arbeit:  Über  raumgleiche  Polyeder,  Göttinger 
Nachrichten  (1900)  21.  Okt.  p.  345  bewies  er  den  „überraschenden" 
Satz,  daß  Tetraeder  und  Prisma  niemals  raumgleich  sein  können  und/ 
ebensowenig  ein  reguläres  Tetraeder  und  ein  rechtwinkliges.  Gleich- 
zeitig mit  Dehn  ist  K.  T.  Vahlen  zu  nennen  mit  der  elementaren  und 
kurzen  Arbeit:  über  endlichgleiche  Polyeder,  Annalen  56  (l'.)03)  p.  507. 

Die  Volumeufrage  ist  (abgesehen  von  den  Arbeiten  Dehn's)  be- 
handelt in  dem  schon  bei  „Inhalt"  zitierten  5.  Artikel  des  Werkes  von 
Enriques  durch  Anwldi,  und  sehr  vollständig  in  dem  mir  nachträglich 
bekannt  gewordenen  Programm  von  //.  Voyt,  (1904)  Nr.  211  Breslau, 
wo  sich  sehr  viele  Literaturangaben  finden.  Vogt  faßt  Zerlegungs-  und 
ErgUnzungsgleichheit  zusammen  als  „Endlich- Gleichheit"  im  Unter- 
schied von  der  Integration.  Wichtig  ist  die  Arbeit  von  H.  Minlwicslci. 
Annalen  57  (1903)  p.  447,  wo  der  Begrilf  Oberfläche  aus  dem  ein- 
facheren Begriff  Volumen  abgeleitet  ist.  Die  Arbeit  ist  nicht  eigent- 
lich elementar,  ebensowenig  die  von  S.  0.  Schatmioivsky ,  ibid.  p.  496, 
Über  den  Rauminhalt  der  Polyeder. 

Lebhaft  umworben  ist  auch  der  Beweis  der  Raumgleichheit  sym- 
metrischer Tetraeder  und  Polyeder,  den  Legendrc  in  der  1.  Aufl.  seiner 
Elemente  (1794)  nicht  für  elementar  möglich  hielt  und  dann  in  der 
Note  7  der  2.  Aufl.  hinzufügte.  Der  Beweis  gelingt  elementar  nur 
unter  Annahme  ii-gend  eines  der  Axiome,  z.  B.  daß  Kongruentes  von 
Kongruentem  Kongruentes  gibt,  oder  Gleiches  von  Gleichem  Gleiches 
gibt,  so  bei 

A.  M.  Ampere,  Correspond.  Hnchette  (1806)  6.  Juli  p.  184  pres.  ä  l'Acade- 
mie  de  Lyon  (1801);  -n-ohl  der  einleuchtendste  und  einfachste  Beweis.  Ampere 
erwähnt  dabei  einen  Beweis  von  Fournier,  der  sich  in  der  3.  Aufl.  von  Lncroix' 
Geometrie  findet. 
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Symmdrischc  Polyeder. 

J.  B.  Durraiidf ,  Gergonne  6  p.  304.  Symmetrische  Polyeder  haben  gleiches 
Volumen,  bewiesen  durch  Zerlegung  des  Tetraeders  vom  Zentrum  der  einbeschrie- 
benen Kugel  aus  in  kongruente  vierseitige  Pyramiden. 

J/  .  .  .  ,  dito  Crellc  4  p.  296:  Gudernwiin,   dito  (18oU,    Crelk   6  p.  303    vom 

Zentrum   der  Umkugel   {P^-gh,    aber  Gleiches    von    Gleichem    gibt   Gleiches), 

schon   kritische   Biblioth.  (1828)  Ivr.  17:   Volumen   der  Pyramide   ohne  Integration 
p.  208;   p.  414  gibt  Crelk   die   gebräuchliche  Ableitung,   welche  Gergonne,   s.  Ad- 

nales  19  p.  151,  von  Eutdid  11  p.  28  ausgehend,  durch  —  =  ^  —    ersetzt  hatte; 

dort  wird  die  höchst  einfache  Ableitung  von  F=  „  -^S  ■  CD  ■  PQ  sin  (AB,  CD) 

6 

[Servois]  von  Tramontini  mitgeteilt  (s.  Günther  —  F.  Klein  bei  Tetraeder). 

Ch.  Hessel,  dito  Grunert  7  (1846)  p.  284  (der  angibt,  daß  Gerling  auf  Auf- 
forderung von  Gauß  einen  Beweis  gegeben  habe,  s.  Zusatz  am  Schluß  des  Ar- 
tikels); Ign.  RoffmaiiH,  Grün.  10  p.  377  (viel  Literatur,  der  eigentliche  Beweis: 
Ampere) ;  P.  G.  Heinemann,  Grün.  23  (1854)  p.  361  (^von  Hessel  empfohlen;  Spiege- 
lung {Ampere)  und  Subtraktion. 

Gleichheit  von  Pyramiden  mit  (ßeicher  G-rnndfläche  und  Höhe. 

Bad.  Wolf,  Grün.  7  p.  440.  Sein  Prinzip:  „Aus  Gleichheit  des  Erzeugenden 
folgt  Gleichheit  des  Erzeugten"  ist  nur  eine  andere  Fassung  des  Cav alier ischBn, 
der  auch  durch  die  Bewegung  des  Querschnitts  den  Körper  entstehen  läßt. 
Hessel,  Grün.  14  p.  162  integriert  auch;  derselbe,  Grün.  47  (1867)  p.  433.  /.  B. 
Sturm  will  die  Gleichheit  von  Pyramiden  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  nach 
der  Weise  Genoiens  für  Flächen  beweisen,  kommt  aber  auf  einen  infiniten 
Prozeß:  Grün.  24  p.  116.  Lieher unA  Lühmann,  Leitfaden  etc.  (1892)  §  7.  E.  Scheeffer, 
Hoffmann  25  p.  419.  Anzuführen  ist  auch  Terquem,  Xouv.  annal.  5  ^1846^  p.  232; 
Note  sur  les  aires  et  les  volumes.  B.  Bricurd,  Nouv  annal.  (3)  15  t_1896)  p.  331. 
Bricard  weist  nach,  daß  äquivalente  Polyeder  generaüter  nicht  in  kongruente 
Stücke  zerlegt  werden  können.  Es  muß  eine  gewisse  lineare  Funktion  ihi-er 
Flächenwinkel  (diedres)  mit  ganzen  Koeffizienten  einem  Vielfachen  von  -x  gleich 
sein.     Für  symmetrische  Tetra-  und  Polyeder  ist  diese  Bedingung  erfüllt. 

Crum  Brown,  Edinburgh  IT.  S.  proceedings  12  (18u3)  p.  106  (ausführlich 
Edinb.  R.  S.  transactions) ;  On  the  division  of  a  paraUelepipedon  into  tetrahedra. 
Hier  wäre  wohl  hinzuweisen  auf  Simon  L'Huilier,  Conversion  immed.  d'on  poly- 
edre   en  une  pyramide  etc.  Biblioth.  univers.  18  (1827)  p.  85. 

Prisinatoid  mid  Obelisk. 

Prismatoid  (Pj  ist  ein  Körper,  begrenzt  in  parallelen  Ebenen  von 
2  Polygonen,  deren  Seiten  einander  parallel  sind,  und  den  Seitenflächen, 
welche  durch   Verbindung  der  entsprechenden  Ecken  entstehen. 

Obelisk  (0)  ist  ein  Körper,  begrenzt  von  2  Polygonen  mit  gleich  viel 
parallelen  Seiten  und  den  Trapezen,  welche  von  Verbindungslinien  der 
entsprechenden   Kanten  begi-euzt   werden   (^daher  Trapezoidalkörper  von 
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August  genannt).  Der  Obelisk  ist  ein  s])ezieller  Fall  der  Prismatoide 
(Name  von  Wittstciii),  aber,  wie  Bauer,  Sridömihh  IH  zeigte,  auch  das 
Prismatoid  ein  spezieller  Fall  des  Obelisken;  der  Streit  um  den  Vorzug 
daher  müßig.  Die  Formel  für  den  Inhalt  &V  =  h.  (b  +  B  -\-  Aß),  wo  b 
und  jB  die  Flächen  der  Grund-  und  Deckfläche,  ß  die  des  Mittelschnitts 
bedeutet,  ist  aber  schon  von  Newton  (oder  Gregory)  gegeben;  so  liulfscr, 
Elemente  p.  9,  oder  noch  früher  von  Torricdli,  Exercitat.  geometricae 
(1647)  (Auhry). 

Immerhin  haben  K.  Koppe,  August  und  Wütstein  das  Verdienst,  die 
Formel  in  deu  Schulunterricht  eingeführt  zu  haben.  Schon  Grunert 
hat  bemerkt,  daß  die  ganze  Formel  nichts  anderes  ist  als  die  Anwen- 
dung der  sogenannten  Simpsonschen  Näherungsformel  für  Volumen- 
berechuung,  daher  von  Neuion  herrührt  und  noch  allgemeiner  gültig 
ist;  denn  sie  gibt  das  Volumen  genau  wieder  für  Körper  zwischen 
parallelen  Ebenen,  deren  Querschnitt  eine  Funktion  3.  Grades  des  Ab- 
standes  ist,  während  bei  P-  und  0-förmigen  Körpern  der  Querschnitt 
nur  vom  2.  Grade  ist. 

Spezielle  Fälle  sind  zahlreich  bei  Meyer  Hirsch,  Geometrische  Aufgaben  2 
(1807),  trigonometrisch  und  durch  elementare  Rechnung  behandelt  §§  101 — 106, 
155 — 157,  180 — 190.  Die  Formeln  sind  sehr  weitläufig  und  undurchsichtig.  Schon 
Chapmcw ,  schwedischer  Admiral,  französisch  übersetzt:  Traite  de  la  construction 
des  vaisseaux,  Brest  (1781).      Tinseau  (.1780),  Promj,  Eytelieein,  Poncelet. 

H.  F.  W.  Brix,  Prismatoidformel ;  Anhang  zur  2.  Aufl.  des  elementaren 
Lehrbuchs  der  Statik  fester  Körper.  Berlin  (1831)  (Körper-  und  Schweqjuukt- 
bestimmungen) ;  derselbe:  Crelle  25  p.  129. 

Jae.  Steiner,  Crelle  23  p.  275;  Prismatoid  definiert  und  die  Formel  elementar 
(Mittelschnitt)  abgeleitet,  auch  auf  geradlinige  Flächen  zwischen  parallelen  ebenen 
Schnitten  angewandt.     Die  Arbeit  für  die  Schule  wie  geschaffen ! 

K.  Koppe,  Crelle  18  p.  275,  Obelisk  durch  Integration;  ders. :  Ein  neuer  Lehr- 
satz der  Stereometrie  (elementar),  Essen  (1843;,  Anfangsgründe  der  reinen  Mathe- 
matik T.  2,  2.  Aufl.  Essen  (^1840).  Besonders  die  Einführung  des  sogenannten  Er- 
gänzungskürpers,  der  entsteht,  wenn  durch  einen  Punkt  der  Grundlinie  Parallelen 
zu  den  Kanten  bis  an  die  Deckebenen  gezogen  werden. 

Grunert,  Grün.  9  (1847)  p.  82,  Koppe'a  Obelisk  etwas  vereinfacht;  p.  87, 
über  die  Entstehung  des  Obelisken.  Ders.  10  (1847)  p.  200  Literatur;  Grund  für 
die  Gültigkeit  der  Formel  des  Prismatoids.  Dieselbe  Bemerkung,  die  Simpsonsche 
Regel  betreffend,  bei  Chancery  Wright,  The  mathemat.  monthly  (Bunde)  (1859); 
p.  21  die  Prismatoidformel,  welche  p.  47  von  Peirce  erweitert  wird. 

W.  Ligowski,  Inhaltsberechnung  der  Körper  nach  einer  einzigen  Formel, 
Berlin  (1847). 

E.  F.  August,  Programm  des  Köllnisohen  Gymnasiums,  Berlin  1849,  Prismatoid; 
ders. :  Crelle  45  (1853)  p.  239  elementar;  Prismatoid  =  Trapezoidalkörper,  Anwen- 
dung auf  Kubatur  von  Stücken  der  Flächen  2.  Grades;  siehe  auch  sein  Lehrbuch 
von  1854. 

C,  A.  Bretschneider,  Lehrgebäude  der  niederen  Geometrie,  Jena  (1877):  ders.: 
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Grün.  36  (1861)  p.  18,  sehr  einlache  Ableitung  des  Prismatoids  (me  Steiner  vom 
Mittelschnitt  ausgehend);  ibid.  39  (1862)  p.  181  S.  Kinlcelin,  zweigliedrige  Formel 
für  Prismatoide. 

J.  C.  Becker,  Schlüm.  2'S  (1878)  p.  412,  dieselbe  Formel,  und  Sintram.  Grün. 
G3  (1879)  p.  770  und  Halsted,  Mathesis  5  (188öi,  Men.surations  (lb7ü)  p.  130  .,Die 
erste  und  einzige  zweigliedrige  Formel"  fürs  Prismatoid;  W.  H.  Echoh,  Annais  of 
mathematics  9  (1895)  p.  1 ;  Note  on  the  mean-area  of  the  prismatoid  zeigte,  daß  es 
unzählige  solcher  Formeln  gibt. 

C.  W.  Baur,  SchVim.  20  (187.i)  jj.  380;  Rauminhalt  des  Prismatoids  (statisch, 
nicht  elementar). 

G.J.  Latars,  Mathesis  5  (188.5)  p.  74;  Ableitung  durch  elementare  Integration. 

E.  W.  Hyde,  Analyst  3  (1876)  p.  113;  Limits  of  the  prismatoid  form. 

A.  Schmidt,  Korrespondenzbl.  für  die  Württemb.  gelehrten  Schulen  (1867), 
Fläche  2.  Grades. 

J.  P.  Weinmeister,  Hoff'mcntn  18  (1887)  p.  321,  496:  Über  die  Körper,  deren 
Querschnitt  parallel  zu  einer  Ebene  quadratische  Funktion  ihres  Abstandes. 

L.  Maleix,  Nouvelles  annales  (2)  9  (1880j  p.  529;  Volumen,  wenn  Querschnitt 
ganze  rationale  Funktion  des  Abstandes  (Determinanten).  Es  schließt  sich  hier 
die  i/em^esche  genetische  Stereometrie  an:  Programm  Dessau  (1868);  über  halb- 
reguläre Körper  (ohne  sphärische  Trigonometrie). 

Die  prismatischen  und  pyramidalen  Drehunf/sk-örper  (1874i,  Vortrag  von 
LucJce,  Hoff'mann  16  (^1885)  p.  1.  Heime's  Behandlung  des  geschlossenen  stereo- 
metrischen Gebildes  und  Heiiizc's  genetische  Stereometrie,  herausgegeben  von 
Lücke  (^1886);  dazu  die  Kritiken  von  Holzmiiller,  Hoff'inaim  17  p.  599  und  Hauck, 
ibid.  18  p.  81—93. 

Hilger-Grethen,  Begründung  und  Anwendung  der  /SVm^so«schen  Regel  etc.; 
Programm  Bochum  (1854).  A.  Steen,  Nouv.  annal.  (^2)  10  (1872)  J3.  301,  Demon- 
stration de  la  formule  de  Simpson. 

W.  Zehme,  Geometrie  der  Körper,  Programm  Iserlohn  (1859). 

H.  Martus,  Kegelschnittkantige  Pyramiden  und  kurvenkantige  Prismen, 
Berlin  (1863)  (Kubierung). 

Faßberechnung. 

Die  Faßberecimung,  im  17.  Jahrhundert  durch.  Kepler' s  Stereometria 
doliorum  (1615),  eine  der  Quellen  der  Differentialrechnung,  gefördert, 
wurde  im  18.  Jahrhundert  von  Oberreit,  der  paraljolische  Ki-üm- 
mung  der  Dauben  annahm,  Küstner,  Ai-chiv  etc.,  Bernmdli  (1785); 
Tobias  Mayer,  Unterricht  zur  praktischen  Stereometrie  (1808)  und 
Lambert     (1765)     bearbeitet.         Die     Lambert  {Simpson)  sehe     Formel 

---   {2R^  -f  *•"),    wo  A  die    Länge    des    Fasses,    '2E    die    größte    Weite 

[Spundtirfe]  und  '2r  den  Bodendurchmesser  bezeichnet,  ist  von  Lambert 
nicht  eigentlich  bewiesen,  wohl  aber  von  Grunert,  der  Archiv  20 
p.  301  und  23  p.  207  (elementar)  nachwies,  daß  sie  etwas  zu  groß 
und  zwar  um  -j^^  des  Zylinders,  der  die  Diöereuz  von  '2B  und  2/-  zum 
Durchmesser  und  //  zur  Höhe  hat.    Grancrt  zeigt  auch,  daß  die  Formel 
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von  A'.  Kuppe  im  Anhang  zu  seiner  Schrift  üher  den  Obelisken  praktisch 
nicht  brauchbar  ist. 

Fonnel  von   TT".  LiyiiifsLi,  Taschenbuch  der  Mathematik  (1867). 

TT'.  Adam,  Faßberechnung,  Programm  Brunn  (18(59). 

K.  Broda,  dito,  Prag,  Karolinenthal  (1878). 

P.  Maiision,  Mathesis  12  (1892)  p.  14;  Untersuchung  der  praktischen  Formel: 

V  =  0,SHAÖ,  wo   z\   und  ä  =  27?  und  2c  oder   V  =  SHAä 
in  Hektolitern,  wenn  JJ,  A,  ä  in  Metern  (Südfrankreich)  bei  Mansion  auch  Literatur. 

KramcriKs,  Rcpetitorium  für  Mathematik  und  Mechanik,  Wien  (1887). 

A.  V.  Irunk,  Hoffm.  22  ^1891'i  p.  338,  gibt  drei  Formeln  an.    Faß  als  Summe 
zweier  gleichen  Kegelstumpfe  (Z)  Spuudtiefe,  d  Bodendurchmesser,  L  Länge): 
L    12  J  =  i«  {D-  +  dB  -\-  d'). 

IL  Aus  der  Praxis  {Lambert)  36J  =  L%  (iD-  +  iDd  -{-  d-).  Er  selbst 
leitet  unter  Voraussetzung  parabolischer  Krümmung  der  Dauben  ab: 

m.    60/  =  La  (ßD-  +  iDd  +  3(i-),  aber  nicht  elementar. 

0.  Schlömilch,  Hoffmann  23  (1892)  p.  107  leitet  diese  Formel,  welche  sich  mit 
anderen  schon  bei  Tobias  Mayer,  L^nterricht  zur  praktischen  Stereometrie  (1808; 
findet,  elementar  ab.     Dann  ibid.  p.  109  Stoll,  I  zu  klein,  U  statt  Durchmesser 

die  Radien  Lni ;—  -1  ,  wenn  das  Faß  ein  Zylinder,  dessen  Höhe  i  und  dessen 

Grundradius  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  Radien  aller  Parallelschnitte 
zum  Boden  bei  parabolischer  Krümmung.  Formel  111  einfach  durch  elementare 
Integration  (in  Weise  Schi-llbach's'\  und  noch  einfacher  durch  Cafalieriach.es  Prinzip. 
Noch  eine  IV.  Formel:  Faß  als  Stück  eines  Rotationsellipsoids: 

3/=  Ltc  (2JJ-  -|-  )•')  (schon  bei  Ligowski,  Grunert  etc.). 
Literarische  Notizen  von  Dr.  A:>  Hoffm.  23  (1892)  p.  251. 

Vom  praktischen  Standpunkt  aus:  Winkler,  Ausführliche  Tabellen  für  den 
Quartinhalt  der  Bottiche  und  Fässer  etc.  6.  Aufl.    Berlin  (1853). 

Verschiedenes. 

Volumen  des  schräg  abgeschnittenen  Prismastumpfes  (Frage  Gerg.  1  p.  384): 
Servois ,  L'Huilier  etc.,  Gerg.  2  p.  94—90;  Bcrard .  ibid.  6  p.  228,  Volumen  der 
Pj'ramide.  E.  BobilUer,  Correspond.  Quetekt  3  (1827):  Jede  Ebene  durch  eine 
Mediane  eines  Tetraeders  halbiert  dasselbe. 

N.  Noel,  ibid.  6  (ISS'.i)  p.  61;  Volumen  bei  Rotation  eines  Sektors  oder 
Segments  um  eine  äußere  Achse.  Verdam,  ibid.  4  p.  209 ;  Pyramidenstumpf  durch 
Ebene,  welche  der  Basis  parallel  ist,  in  gegebenem  Verhältnis  geteilt  (im  An- 
schluß an  Noel  p.  4). 

Barg,  Gerg.  21  p.  326,  Kugelzone. 

Paul  Breton  (Mechaniker),  Liouvillc  i  (1837)  p.  133;  Oberfläche  eines  Zy- 
linder- und  Prismenstumjxfes. 

W.  Matzka,  Grün.  6  (1843)  p.  113,  Prisma.  Ch.  v.Staudt,  Grelle  24  (1842)  p.  252 
(Eckensinus^.    M.Fink,  Nouv.  annal.  7  (1848)  p.  241:  Cubature  de  quelques  corps. 

A.  L.  Grelle,  Grelle  52  (1856)  p.  175.  Krumme  Oberfläche  und  Volumen  des 
Kugelausschnittes  zwischen  zwei  beliebigen  die  Kugel  und  einander  schneidenden 
Ebenen,  verbessert  von  E.  Gzuber,  Grelle  105  p.  180. 
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BrinMeysche  Formel  für  den  Mantel  des  scluefen  Kreis-Zylinders,  elementar 
von  Gruiiert,  Grün.  10  ji.  222;  31  =  2)-  multipliziert  mit  der  Peripherie  der  Ellipse, 
dereu  Achsen,  Seite  un<i  Höhe  des  Zylinder.s  sind. 

E.  Prouhet,  Pyramidenstumpf.     Nouv.  ann.  18  (1859)  p.  208. 

E.  Lommel,  Grün.  34  (18G0)  p.  286,  Zylindermantel,  der  von  einem  anderen 
senkrecht  durchschnitten  wird. 

B.  Tortoliiii.  Annali  di  matemat.  4  (1861)  p.  175.  Pyramidenstumpf  und 
Mittelschnitt  des  Stumpfes.  Schnitt  durch  den  Schwerpunkt  etc. 

B.  Hansen,  Elementai-e  Bestimmung  des  Volumens  etc.  Tychsen  Tidsskrift 
(2)  5  (186'J)  p.  1. 

Cayley,  Tetraedervoliimen,  sehr  einfach;  London  mathemat.  society  2  p.  249. 
L.  Sohnclce,  Grün.  48  (1868)  p.  457.     Uljer  die  Körjier,  welche  durch  Rotation 
eines  regulären  Polygons  um  einen  beliebigen  Durchmesser  entstehen. 

E.  D'Ovidio,  Battaijlini  9  (1871)  p.  122.  Kreis-  und  Kugelberechnung  bei 
Euklid  und  ArcMmedes. 

F.  Dellniann,  Sehlüiii.  8  (1863)  p.  460;  Volumenbeatimmung  regulärer  Körper 
mit  geringer  Rechnung. 

Moret  Blaue,  Nouv.  aunal.  (2)  12  (1873)  p.  474.  Die  Alistände  eines  wind- 
schiefen Vierecks  schneiden  sich,  wenn  die  Produkte  der  vier  Wechselabscbnitte 
gleich  sind;  ders.:  ibid.  (1874;  jj.  347:  Gemeinsames  Volumen  und  Oberfläche 
zweier  Zylinder  mit  gleichen  Radien,  deren  Achsen  sich  schneiden,  Fonnel  von 
Casimir  Hey  bewiesen. 

C.  Gusseroiv,  Programm  Berlin  (1882)  Ostern.  Die  Inhaltsermittelung  der 
Körper  aus  ihren  Projektionen  (Vermeidung  des  (7«(((?/cr/schen  Prinzips,  sowie 
der  Integralmethode,  benutzt  die  Willkür  der  Projektionsebene). 

H.  G.  Zeiithen,  ZeuÜien  Tidsskrift  (5)  4  (1885)  p.  175.  Euklid'»  und  Archi- 
medes'  Methoden  für  Volumen  der  Pyramide  nebst  den  modernen  Methoden. 

J.  Sahulka,  Stereometrische  Verwandlungen  (1888)  ProgT.  Währing. 

A.  Hofier,  Hoffni.  18  (1887)  p.  1.  Netz,  Oberfläche  und  Volumen  des  Zy- 
linderstutzes und  der  Kugel  (Sinuskurve,  Caralierisches  Prinzip). 

D.  Besso,  Bessu  periodico  4  (1889)  p.  144.  Methode  des  Tartaglia  aus  dem 
General  trattato  für  das  Volumen  des  Tetraeders  aus  den  Kanten. 

E.  Lebon,   Bourget  (1895)   p.  241.      Sur   le   volume   du   eegment   de   sphere. 

nh[f>-  —  -  ),  wo  Q  Radius  des  Mittelschnittes,  aber  schon  viel  früher:   Winkhatis, 
Crelle  44  p.  375. 

F.  J.,  Bourget  (1896)  p.  33.  Diese  Formel  und  -nh-iq^  +  '—)  für  die  gleich- 
seitige Hyperbel,  und  historische  Notiz  (Maclaiirin).  Hildehrand,  Ho/f'mann  (1900) 
p.  183.     Kugelvolumen. 

Emil  Lampe,  Spanisch  im  Progreso  (1895);  Teilung  des  Volumens  und  der 
Fläche  eines  gewöhnlichen  Kegels  (elementar). 

Für  die  Frage  nach  der  Volumenbestimmung  ist  der  in  dem  8.  Band  von 
Gauß'  gesammelten  Werken  S.  240  —  249  veröffentlichte  Briefwechsel  zwischen 
Gauß  und  Gerling  von  hoher  Bedeutung.  Der  oben  erwähnte  Beweis  von  Gerling 
(und  Stegmann)  steht  im  Brief  vom  15.  April  1844. 

29.  Sphärik.  Die  Sphärik  des  19.  Jahrhimderts  knüpft  an  die  Ar- 
beiten Le.ceU's  von  1781  au  (L.-Kreis),  an  Eiüer  und  an  Lcgcndre,  dessen 
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Geometrie  mit  Noten  an  der  Schwelle  des  Jahrhunderts  steht;  auch 
die  Gatißschea  Disquisitiones  circa  superficies  curvas  sind  von  großer 
Bedeutung.  Das  Hauptverdienst  an  der  Entwickeluug  einer  selbstän- 
digen Sphärik  gebührt  Crudermann,  dessen  niedere  Sphärik  von  1835 
und  dessen  analytische  Sphärik  von  1830  durch  zahlreiche  Arbeiten 
im  Crclh  vervollständigt  sind,  und  dessen  Kugelkoordinaten  auch  von 
Borgnet  und  von  KiUing  {Weierstraß}  und  (1841  Irish  academy)  von 
eil.  Graves  und  anderen,  z.  B.  dem  Referenten,  benutzt  sind,  ^'^on 
grundlegender  Bedeutung  ist  dann  die  analytische  Sphäi-ik  von  Möhius 
Dann  aber  ist  die  von  Hiemanii  ausgehende  Form  der  Geometrie  des 
endlichen  Raumes  von  großem  Einfluß,  da  sie  de  facto,  soweit  sie 
zweidimensional,  mit  der  Sphärik  zusammenfällt.  Xicht  minder  wichtig 
sind  die  Disquisitiones  circa  superficies  curvas  fürs  sphärische  Dreieck. 

Zusammenfassende   Werke. 

Th.  St.  Baris.  Researches  on  spherical  geometry  London  (1833).  K.  F.  !<chulz. 
Elementare  Sphärik  (1883).     (Die  Sphärik  (1828/29)). 

C7i/'.  Gudermnnn,  Lehrbuch  der  niederen  Sphärik,  Münster  (1835);  ders. : 
Gmndriß  der  analytischen  Sphäiik  (1830). 

Eivart  (Piiii-sant),  Traite  de  la  sphere  (Sacrobosco;  leetio  spherica)  (1837). 

Grunert.  Sphärische  Trigonometrie  (1838V 

A.  Borgnet,  Comptes  rendus  (1847)  15.  Nov.  p.  723;  Memoire  presente  le 
5.  Nov. 

if.  Baltzer,  Elemente  der  Mathematik  (1853)  Buch  5  §4;  reich  an  historischen 
Notizen. 

A.  Möbius,  Analytische  Sphärik  (1846 1,  Gesammelte  Werke,  Bd.  2,  p.  1 — 34 
„über  eine  neue  Behandlung  der  analytischen  Sphärik." 

B.  J.  Feaux,  Traite  elementaire  de  la  sphere,  Programm  Paderborn  (1857). 
A.  Sannia  e  E.  d'Ovidio,  Elementi  di  geometria  (Napoli)  (1869). 

G.  B.  Halsted,  The  elements  of  geometry  (1885)  von  Planimetrie  unabhängige 
Sphärik. 

X.  Huebner,  Ebene  und  räumliche  Geometrie  des  Maßes,  Leipzig  (1880) 
Kapitel  14. 

Max  Simon,  Analytische  Geometrie  des  Raumes,  Leipzig  (T.  1.  1900)  p.  16. 

C  Alctsia,  Geometria  e  trigonometria  della  sfera,  Milano  (1900). 

Eine  ausführliche  Sphärik  unabhängig  von  der  Planimetrie  findet  sich  bei 
/.  .7.  IseUn,  Die  Grundlagen  der  Geometrie,  Bern  (1891)  und  schon  vorher  bei 
R.  Most,  Programm  Coblenz  1882;83. 

Bolyai  und  Lohat^chefsJcij  definieren  die  Ebene  mittels  der  Kugel.  Ein  kurzer 
Abriß  der  selbständigen  Sphärik  bei  B.  E.  ATUinlice,  Proceedings  of  the  Edinb. 
mathemat.  society  2  (1884)  p.  8;  bei  Allardice  unter  anderem  Beweis  des  Lexell- 
schen  Satzes. 

DieVolumenberechnung  vorzugsweise  bei  Volumen  und  Isoperimetrie 
(Schwarz).  Über  Kugelbündel  und  -büschel,  sowie  das  AjJoJIoni sehe 
Problem  auf  der  Kugel  ist  die  viel  zu  wenig  bekannte  Schrift  von  Th. 
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Heye,    Synthetische  Geometrie   der    Kugeln  und    liueareu  Kugelsysteme 
(1879)  ebenso  elementar  wie  vollständig  (s.  Taktion  I. 

Die  Kugelteüung  bei  regulären  Polyedern.  Im  übrigen  vergleiche 
die  Lehrbücher  der  Stereometrie  und  sphärischen  Trigonometrie,  vor 
allem  Lcfiendre's  7.  Buch  der  Elemente.  Die  berührenden  Kugeln  des 
Tetraeders  s.  d. 

Kdelmmm ,  (ierguiine  3  (1813)  p.  141:  Fläche  zwischen  großem  und  kleinem 
Kreise  {onglet),  die  sich  unter  bestimmtem  Winkel  schneiden. 

P.  Tedenat,  Gerg.  6  p.  16.  Inhalt  des  sphärischen  Dreiecks  mit  Differential- 
rechnung. 

Gergonne  selbst,  13  p,  343:  Volumen  und  Fläche  der  Kugel  und  ihier  TeUe 
(„fuseau"  id  est  „Spindel",  Bezeichnung  des  Kugel  winkeis  nach  Legeiidrt).  Satz: 
Die  Fläche  eines  Kugelvierecks  von  zwei  Meridianen  und  zwei  Parallelkreisen  ist 
gleich  dem  gleichwinkligen  Bogen  des  Äquators,  multipliziert  mit  dem  Abstand  der 
beiden  Parallella-eise. 

A.  Quetelet,  Nouv.  memoLres  de  l'academie  de  Bruxelles  (182-2),  Correspond. 
Qiietelet  7  (1832)  p.  278;  Inhalt  sphärischer  Figuren,  begrenzt  von  Bogen  von  Htiiicti 
Kreisen;  elementar-geometrische  und  historische  Notizen  [D'Alembert,  BossHt<,  auf 
sphärische  Polygone  ganz  allgemein  ausgedehnt. 

E.  Lionnet,  Nouv.  ann    3  p.  93,  Volumen  der  Calotte). 

Th.  Olicier,  (.'orresp.  Quetelet  5  p  324,  p.  386,  The'oremes  sur  la  division  des 
surfaces  etc. 

Chasles,  Correspond.  Quetelet  5  (1829)  p.  44.  Schuittkurve  einer  Kugel  und 
eines  ümdrehungskegels,  dessen  Spitze  auf  der  Kugel. 

Querret,  Gerg.  15  p.  87;  Schnitt  der  drei  Höhen;  von  (ludermann  p.  68  nie- 
dere Sphärik,  ohne  Rechnung  bewiesen.  Idem  1.  e.  Wenn  zwei  Diagonalen  eines 
Vierseits  Quadranten  sind,  so  auch  die  dritte. 

Memoire  sur  la  sphere  jjar  M  .  .  .;  MemoLres  de  Liege  (Lüttich)  (1826). 

A.  Quetelet,  Correspond.  Quetelet  (et  Garnier)  1  (^1825)  p.  80;  Varianten  von 
Theodosius;  wenn  die  Kugelfläche  gegeben,  den  Radius,  Meridiane  von  gleichen 
Abständen  etc.  zu  finden;  vgl.  Perrinnt,  Noav.  annal.  5  p.  187.  Mit  Lineal  und 
Zirkel  die  Zentrale  zweier  Vollkugeln  zu  finden,  dito  Lionnet,  ibid.  5  p.  252  und 
Dormoy  p.  255.    Ähnliche  Aufgaben  E.  Liuiinet.  ibid.  (2)  8  (1869),  vgl.  Matheais  15. 

Jacob  Steiner,  Crellc  2  p.  45;  Verwandlung  und  Teilung  sphärischer  Fi- 
guren, durchaus  elementar;  hier  die  Vervollständigung  des  Lexellschen  Satzes  (s. 
sphärische  Trigonometrie).  J.  L.  üaabe,  ibid.  p.  9,  sphärische  Polygone  (Koor- 
dinatentrausformation).  Ch.  Gudermann,  ibid.  6  p.  244;  geht  über  die  Grenzen 
des  Elementaren,  wie  auch  ibid.,  Grelle  8  p.  160.  Elementar  dagegen  CrelleS,  p.  363; 
Verwandlung  und  Teilung.  S.  Loewenstern,  Grelle  13  p.  79:  In  das  Polai-polygon 
Ki-eis  einschreiben  (Gnmdkreis  parallel,  Gudermannac)iei  Satz  bewiesen). 

Frz.  Nauek ,  Über  die  harmonischen  Proportionen  auf  der  Oberfläche  der 
Kugel,  Programm  Schleusingen  (1847). 

L.  Thomas,  Nouv.  annal.  S  (1849)  p.  279;  Hauptkreisbogen  kürzeste  Linie. 

V.  A.  Lebesgue,  Nouv.  annal.  9  (1850)  p.  327 :  Euklid' s  Tangentenkonstruktion  für 
die  Kugel.  Barbet,  ibid.  10  (1851)  p.  415:  Elementarer  Beweis,  daß  der  Hauptkreis- 
bogen kürzeste  Linie  (s.  auch  sphär.  Trigonom.),  ein  sehr  einfacher,  rein  sphärischer 
Beweis,   aber   vorher  durchaus   elementar  und  streng:  C.  F.  A.  Jacobi  (1834),   van 
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Sivinden's  etc.  Note  zu  p.  lOCi;  bei    Hallzir  in  ilcn  oft   zitierten  Elementen  Uueli  5 

5  -1    1).  !"■ 

jR.  Toinisoid,  Nouv.  annal.  '.)  (1850)  p.  aui  uml  desgl.  //.  h'aiirc ,  ibid.  12 
p.  446;  Fläche  des  Dreiecks  aus  drei  kleinen  Kreisbogen. 

E.  Frouhet,  ibid.  14  p.  Iö2  (Bullet,  de  Hibliogr.  histor.);  Inhalt  des  sphärisehcn 
Dreiecks  nicht  von  Alb.  Girard,  sondern  von  Cavalicri.  ]'a)inso>i ,  ibid.  17;  eine 
Reihe  von  Artikeln. 

Ch.  Gudirmann,  Crelle  42  p.  280:  Sphärisches  „Rechteck"  (gleiche  Winkel, 
gleiche  Gegenseiten),  aus  seinen  beiden  Seiten 

.     1    .       ,1       ,      1    , 
sin  ^    j  =  tg  y  a  tg  y  6 

datiert  von  GudcrmdiiH'a  Todestag.' 

Gravcs,  Solution  of  LcxclVs  problem.  Messenger  2  (1869)  p.  68. 

B.  Nieireiigloirski,  Nouv.  annal.  (2)  i)  (1870)  p.  26  (dreifache  Inversion). 

A.  B.  Evans,  Educat.  times  19  p.  30  Nr.  3755,  hübscher  Satz,  Beweis  von 
Watson. 

G.  Aff'olter,  Gninert  57  (1874)  p.  1:  Zur  Geometrie  des  Kreises  und  der  Kugel. 

W.  W.  Johnson,  Mcfsenger  (1874)  p.  14.  Sind  A,  B,  C  und  A\  B\  C  die 
Ecken  zweier  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke,  so  wird  jeder  dieser  Bogen 
durch  die  beiden  anderen  in  Punkten  geschnitten,  welche  gleichweit  von  seinen 
Endpunkten  entfernt  sind;  derselbe  Analyst  VII  (1879)  p.  31. 

E.  Meißel,  Clebsch  Annalen  In  p.  380,  Beiträge  zur  Spbärik;  ibid.  16  p.  529 
(teilweise  nicht  elementar). 

C.  G.  Culsun,  Educational  times  25  (1876~i  p.  19;  Besargues'  Dreieckssatz  auf 
der  Kugel  (Gudermami). 

Maur.  d'Ocagne,  London  mathem.  society  proceed.  18  p.  361.  Sur  une  pro- 
priöte  de  la  sphere  (analytischV  Es  existiert  eine  lineare  Relation  zwischen  den 
Abständen  von  ni  Punkten  von  einer  Tangentialebene  {m  >  3). 

A.  Biehringer,  Schlöin.  17  il872'i  p.  255.     Über  die  Kugelzone. 

Mc.  Adam,  Analyst  4  (1877).    Relationen  zwischen  den  15  Winkeln  zwischen 

6  Kugeln. 

V.  Jamet,  Nouv.  correspond.  5  (1879):  Note  sur  la  geometrie  de  la  sphere. 
Theorie  der  Transversalen  vgl.  Ntiuck  (1847\ 

B.  Bessu.  Annuario  del  istituto  tecnico,  Rom  (1883).  Im  sphärischen  Drei- 
eck folgt  aus  der  Gleichheit  zweier  Mittellinien  noch  nicht  die  Gleichschenklig- 
keit, z.  B.  für  das  Dreieck 

a  =  144°,     b  =  120»,     c  =  90"  ist  m^  =  w^  =  a 
(E.  Lampe). 

A.  Steen,  Zeuthen  Tidsskr.  5  (1883)  p.  84;  Inhalt  der  Kugelzone.  Ist  p  die 
kleinste  und  q  die  größte  Sehne,  welche   zwei  Punkte   der  Grenzkreise  verbindet, 

so  ist  Zone  =  ^pri.     Hieraus  die  Formel     ^  sin    -    (2fc  —  1)  =  (sin        ) 

,^,         2  «  \       2  )( ' 

1 

L.  Saltel,  Memoire  de  Bordeaux  (2)  4  (1884)  p.  375  Reflexion  sur  la  mesure 
du  volume  de  la  sphere. 

D.  Besso,  Periodico  1  (1886)  p.  122.  Süll"  errore  etc.  (s.  Trigonom.).  Haupt- 
kreisbogen kürzeste  Linie  aus  dem  Satz,  daß  sina  :  o  von  1  bis  0  beständig  ab- 
nimmt, wenn  a  von  0  bis  180°  wächst. 
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Steadman  Aldis,  Nature  3'.l  (1881»)  p.  581  und  40  \>.  417  (1889)  Spher.  eggs. 
Größte  Anzahl  gleicher  Kugeln,  welche  in  einen  gegebenen  Raum  gehen.  Green- 
hill  weist  ibid.  40  p.  10  auf  11'.  Wnltoii ,  Quarterly  J.  9  (1868)  p.  76  hin  iwo  das 
Problem  gestreift,  aber  die  Anzahl  nicht  bestimmt  ist/  und  G.  T>.  Livntiy  ersetzt 
ibid.  p.  155  die  Kugeln  durch  gleiche  und  ähnliche  EUipsoide. 

C.  E.  Wasteels,  Mathesis  12  (1892)  p.  105;  Inhalt  eines  sphärischen  Dreiecks 
aus  Bogen  kleiner  Kreise;  desgl.  E.  C.  Hudson,  Quarterly  joum.  27  (ISOö'i  p.  378, 
Fläche,  p  und  B  (On  a  little  spherical  triangle). 

P.  Barbarin,  Mathesis  (1894)  p.  57,  p.  81.  Constructions  spheriques  avec  la 
regle  et  le  compas.     ./.  Xeiihcry,  ibid.  p.  163.     Sur  les  triangles  spheriques. 

P.  Barbari)!,  Association  fran^aise,  Bordeaux  24  (1895)  p.  45 — 50.  Appli- 
cation de  la  methode  de  Gergonne  ä  la  sphere. 

V.  Sih'stel,  Grtin.  (2)  15  il896)  p.  150.  Theor.  fondamentaux  de  la  geometrie 
sphiTique. 

A.  A)i(lr('i)ii,    Periodico   di  matemat.  13  (1898)  p.  13S:  Relazione  fra  Tarea  e 
la  somma  degli  angoli  di  un  poligono  sferico  qualunque 
A  =  S  —  n  (L  —  2  (ff  —  y)), 

wo  <S  die  Summe,  L  die  Zahl  der  Ecken,  e  Art  und  y  Geschlecht. 

P.  ]\[ansio)i,  Mathesis  16  p.  114.  Wenn  zwei  sphärische  Dreiecke  proportio- 
nale Seiten  haben,  so  sind  die  Winkel  des  kleineren  Dreiecks  kleiner  als  die 
des  großen. 

W.  Briggs  und  2'.  W.Ednionds:  On  mensuration  and  spheric.  geometry  (1897). 

Zur  Sphärik  gehört  auch  der  Luchtcrhaudsche  Satz  (vgl.  auch  Grelle  26  p.  26 
Möbius):  Crelle  23  (1842)  p.  375.  Wenn  5  Punkte  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel 
liegen,  so  haben  die  5  Pyramiden,  welche  durch  je  4  der  Punkte  bestimmt  sind, 
die  Eigenschaft,  daß,  wenn  man  den  Inhalt  jeder  solchen  Pyramide  mit  dem 
Quadrat  der  Entfernung  des  jedesmal  übrig  gebliebenen  von  einem  beliebigen 
sechsten  multipliziert,  die  Summe  von  dreien  der  Produkte  gleich  der  Summe  der 
beiden  anderen  (algebraische  Summe  =  0).  Entsprechender  Satz  für  die  Ebene 
(4  Punkte  auf  einem  Kreis). 

H.  Besondere  räuniliclie  Beziehungen. 

30.  Tetraeder.  Au  die  Arbeiten  von  Eiilcr  (Petersburg  [1758]). 
LayroHge  (Berlin  [1773J),  Gua  (Paris  [1783])  sehließt  Carunt  au  mit 
dem  Memoire  sur  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  de  einq 
points  pris  dans  l'espace;  bierin  eine  rechnerische  Behandlung  des 
Tetraeders,  vor  allem  Ausdruck  der  Kanten  und  Flächenwinkel  etc. 
durch  die  6  Kanten,  die  Relation  selbst  kommt  in  Aufgabe  36  vor  als 
Gleichung  zwischen  den  10  Strecken  und  hat  130  Glieder,  ist  aber 
symmetrisch.  Es  folgen  die  entscheidenden  Arbeiten  von  Jlouffe,  rein 
geometrisch  und  elementar:  (Jorrespond.  Harhettc  sur  l'ecole  polvtecb- 
nique  1  (1808)  10.  April.  Hier:  Gegenkanten,  das  umgeschriebene 
Parallelepipedon,  das  konjugierte  Tetraeder  etc.  Hier  schon  die  Spe- 
zialfälle, daß  ein  Paar  Gegenkanten  gleich,  zwei  Paar,  alle  drei;  idem: 
ibid.  (1809)  Jan.  p.  1 — 6.     Der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  ist   in  der 
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Mitte  der  Geraden,  welche  die  Mitten  zweier  Gegenkanteu  verbindet. 
{Momjc  spricht  zwar  in  der  ersten  Abhandlung  den  Satz  aus,  daß  diese 
?>  Linien  2  konjugierte  Durchmesser  des  Ellipsoids  sind,  welche  das 
umschriebene  Parallelepipedon  in  den  Mitten  der  Seitenflächen  berührt, 
der  Ausdruck  Achsen  wird  aber  erst  in  dem  Memoire:  Gerg.  1  p.  353 
von  M.  J.  L.  eingeführt.)  Wenn  A,  B,  C  die  Medianen  und  «,  b,  c 
die  Winkel,  welche  sie  einschließen,  so  ist  das  Volumen  V  des  Tetra- 
eders: 

F  =  -  ABC  ]/i  — cos^a •  +  2  cos  a  cos  &  cos  c 

und  weim  A'  etc.  die  kürzesten  Abstände  der  Gegenkanten  sind  und 
«j  etc.  die  Winkel,  so  ist 

F=Y  A'RC  -.yi  —  cos^a —  •  •+  2  cos  «  cos  ^  cos  y. 

Ibid.  (1811)  Jan.  p.  263  zeigt  er  den  analogen  Satz  zum  Dreieckssatz 
OSH: 

Wenn  man  durch  die  Mitten  der  Kanten  1.  Ebenen  J_  zur  Kante 
legt,  so  gehen  alle  6  durch  das  Zentrum  0  der  Umkugel.  2.  Ebenen 
durch  die  Gegenkanten,  so  gehen  alle  6  durch  den  Schwerpunkt  iS'. 
3.  Ebenen  ±  zur  Gegenkante,  so  gehen  aUe  durch  einen  Punkt  (>\ 
(Mowiyescher  Punkt),  das  Zentrum  der  Umkugel  des  konjugierten 
Tetraeders   und  0,  S,  0'  liegen  in  einer  Geraden  und  .S  in  der  Mitte. 

J.  D.  Gergonne,  ibid.  2  p.  06  beweist  statisch  ohne  alle  Rechnung 
den  Satz,  daß  sich  die  4  Medianen  in  einem  Punkt  schneiden  und: 
Hachette  ibi.  2  p.  261  elementar  den  Satz  von  Monge  aus  Teil  1:  Das 
Tetraeder  ist  —  eines  Parallelepipedons. 

J.  F.  Frangois,  Ensheim,  ibid.  1  (1808)  9.  Jan.  p.  346;  Schnitt, 
der  das  Tetraeder  halbiert  und  kleinste  Fläche  hat;  Ahonne.  Gerg.  1 
p.  230;  dieselbe  Aufgabe;  es  ist  ein  Schnitt  durch  ein  Paar  Achsen, 
aber  in  dem  Memoire  sur  le  tetraedre  par  M.  J.  L.  wird  nachgewiesen, 
daß  dieser  Schnitt  kein  eigentliches  Minimum  ist.  Es  werden  3Ionge- 
sche  und  Eidersche  Sätze  einfach  bewiesen,  und  der  Satz  von  Servois 
(vor  1810),  der  immer  wiederkehrt: 

6  F  =  aa'd  sin  {aa'), 
wo  a  und  a  Gegenkanten,  d  ihr  Abstand  und  (//«')  ihr  Winkel.  F 
durch  die  6  Kanten  findet  sich  schon  bei  Eider  in  den  Novae  com- 
mentationes  Petropolitanae  für  1752  und  53  p.  158  (1758),  wie 
bei  Meyer  Hirseli,  Geometrische  Aiü'gaben  2  (1809)  p.  112,  wo  sich 
überhaupt  viel  Material  findet. 

Carnot,  Geometrie  de  position  (1803)  No.  262;  Kosinussatz  für  Tetraeder: 
Wenn  M,  N,  P,  Q  die  Seitenflächen,  so  ist: 
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Q»  =  3P  -[-  N-  +  P-  —  2  A'  i'  cos  ;h  —  2  P  M  cos  ii  —  2  M  N  cos  2>, 

wo  w,  II.  p  die  Dieder  (Keile)  sind,  welche  M  etc.  gegenüberliegen,  einfacher 
Beweis  von  HachetU',  Coi-respond.  Hachctte  1  p.  415. 

L'Huüier,  Geig.  2  p.  72.  Radius  der  Umkugel  durch  3  zusammenstoßende 
Kanten  und  die  Winkel  ihrer  dreiseitigen  Ecke;  vorher  Legendre,  Note  5,  3.  Aufl. 
der  Elemente  (ISOO).  L.  A.  S.  Ferriot,  ibid.  p.  133,  Analogie  entre  le  triangle  et 
le  tätraedre,  p.  180  Würfel  und  Tetraeder. 

Berard,  Gerg.  6  p.  225.     Ein-  und  umgeschriebene  Kugel. 

,7.  B.  Burrande,  Gerg.  5  (1815)  p.  301.     Tetraeder  mit  Kantenkugel. 

Vect.en,  Gerg.  8  p.  13Ö.  Im  „tetraedre  trirectangle"  geht  das  Lot  auf  die 
Hypotenuse  durch  H  des  Hypotenusendreiecks.  Gergonne  9  Quest.  ]).  116  p.  277, 
Lösung  von  Dnrrande  etc.  Wenn  F  ein  beliebiger  Punkt  und  PA  die  Gegen- 
flilche  in  A'  schneidet,  so  ist: 

j^  AA' 

J.  V.  Poncelet,  Traite,  article  582,  Sätze  über  perspektivische  Tetraeder. 

Querret,  Gerg.  (1823).  Einfacher  Beweis,  daß  Tetraeder  von  gleicher  Höhe 
sich  wie  ihre  Basis  verhalten  (Kepler). 

eil.  Sturm,  Gerg.  15  p.  3.'J0,  Gleichung  zw^ischen  den  Kosinus  der  Winkel, 
welclie  von  i  beliebigen  Richtungen  im  Raum  gebildet  werden. 

.7.  Steiner.  Crelle  1  p.  38.  Analogie  zum  ebenen  Dreieckssatz  bei  Viereck 
im  Raum  (Desargues'  Satz). 

K.  W.  Feuerbach,  Grundriß  zur  analytischen  Untersuchung  der  dreieckigen 
Pyramide,  Nürnberg  (1827),  darin  Maximaltetraeder.  Bedingung,  daß  die  4  Höhen 
sich  schneiden,  wie  bei  L'Uuilier,  De  mutua  capacitate: 

a-  -\-  ft'-  =  6"  -f  h'-  =  c-  -f  c"-. 

Resultate  zum  Teil  ohne  Beweis,  Methode  wie  bei  Lngrange  (1773). 

E.  E.  Bohülier,  Gerg.  18  p.  244.  Im  allgemeinen  immöglich,  den  C  Kanten 
die  Richtung  vorzuschreiben.  Beweis  des  Volumens  [Servois)  durch  Timmermans 
und  P.  Lenthe'ric,  elementar-geometrisch  (s.  auch  Volumen). 

Steiner,  Crelle  2  p.  97;  fehlerhafter  Satz  über  das  Schneiden  der  Höhen 
(8.  Heis,  Grün.  32)  und  die  Betrachtung  der  8  Berührungskugeln  und  der  Rela- 
tionen zwischen  den  Radien  i^s.  auch  Gerg.  18'i. 

Th.  Scheerer,  Crelle  6  p.  98,  elementarer  Beweis  des  Halbierungssatzes  aus 
Gerg.  1;  Maximaltetraeder  aus  3  in  einer  Ecke  zusammenstoßenden  Kanten  ist 
das  rechtwinklige. 

.7.  H.  T.  MiiUer.  Disquisitiones  de  Tetraedro,  Naumburg  1^1831).  Sehr  viele 
Sätze  über  Tetraeder  finden  sich  ii  (.'.  F.  A.  Jaeohis  Bearbeitung  des  mn  Suindcn 
(1834),  Anhang  zu  Buch  10,  11   und  12. 

C.  A.  Bret.<>clineider.  Grün.  1  (1841)  p.  1.  Tetraedertrigonometrie  (Volumen 
durch  ö  Seitenflächen  und  die  drei  von  einer  derselben  mit  den  übrigen  gebil- 
deten NeigungswinkelV 

R.  Hoppe,  Grün.  3  (42)  p.  213.  A'olumen  aus  3  Seitenflächen  und  den 
Winkeln,   welche  eine  von  ihnen  mit  den  3  andern  bildet. 

eil.  V.  Staudt,  Crelle  24  (1842)  p.  252.  Volumen  durch  6  Kanten  in  sym- 
metrischer Form,  p.  255.     Eckensinus. 

G.  Flemming,    Gricn.   10    (1846)    p.  326,     Satz   von   Monge   O,  S,   C>\  S  als 
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innerer  Ahnlichkeitspunkt  (.1/  wird  nicht  genannt;  Bedeutung  von  0'  nicht 
bemerkt). 

E.  Brassinxi',  Xouv.  annal.  (3  (1847)  p.  iSü.  Ol'7?  =  ./,  wo  ./  der  Inhalt  des 
Dreiecks  aus  aa',  hV .  vc,  welche  Formel  aber  schon  von  Crelle,  Sammlung 
mathematischer  Aufsätze  Bd.  1  p.  117,  Berlin  (1821);   Beweis  von  Perrodil  p.  390. 

G.  Dostor,  ibid.  (2')  12  p.  367. 

./.  H.  F.  Mülltr,  Grün.  7  (1847)  p.  319  (Analogie  zum  Ceva). 

M.  Baltzcr,  Grün.  16  p.  125.  Berechnung  der  Kugel  aus  3  Kanten  und  ihren 
Winkeln;  Crci/escher  Satz,  s.  Brassinne  mit  Quellenangabe. 

G.  Junghann.  Studien  über  das  sphärische  Dreieck,  Programm  Luckau 
(1848). 

J.  H.  T.  MüUer,  Betrachtungen  über  das  Tetraeder  mit  seinen  Berührungs- 
kugeln, Programm  Wiesbaden  (1852). 

A.  Maur,  Gran.  19  (1852)  p.  121.  Über  die  Entfemungsörter  des  Tetraeders 
(s.  Dreieck:   Jacohi). 

Fz.  l'nferdinger.  Grün.  28  (1856)  p.  97.    Radien  der  Hauptberührungskugeln. 

E.  Hcis,  Grün.  3  p  41.  Stehen  2  Paar  Gegenkauten  J.,  so  auch  das  dritte; 
steht  ein  Paar_L,  so  schneiden  sich  die  beiden  Höhenpaare  aus  den  Enden  je 
einer  der  Kanten;  Verbesserung  des  Steinersc\ien  Satzes  in  Crelle  2,  97. 

/.  Mention,  Nouv.  annal.  18  p.  204.  Das  Produkt  der  Sinus  zweier  entgegen- 
gesetzten Keile  (Dieder)  ist  proportional  dem  Produkt  der  Kanten  dieser  Winkel. 

F.  Joachimiihal  {Liersemann}:  Grün.  32  (1859)  p.  109:  Die  4  Höhen  auf 
einem  Hyperboloid.  Sind  2  Paar  Gegenkanten  JL,  so  auch  die  dritte  (vgl.  Ha- 
ehette,  Crelle  1  und  Monge  und  Heisi.  Crelle  40  p.  21:  Application  des  determinants 
ä  la  geometrie,  dort  Crellesche  Formel  fS'"  B,  p.  45  die  Formel 

wo  (1/.  Abstand  zweier  Gegenkanten. 

G.  Junghann,  Grün.  34  (1860)  p.  369,  besonders  §  16  die  Formel  3  über  den 
Eckensinus.  Ders.  Tetraedrometrie,  2  Teile  Gotha  (1862 — 63).  1.  Teil:  Geometrie, 
dreidimensionaler  Eckensinus,  Polareckensinus,  Modul  etc.  2.  Teil:  Die  Ecken- 
funktionen in  Verbindung  mit  den  Längen,  Flächen  und  Körpergrößen,  Tetraeder, 
dessen  6  Kanten  eine  Kugel  berühren  (ohne  sphärische  Trigonometrie).  Einige 
Sätze  schon  bei  Crelle,  Sammlung  mathematischer  Aufsätze  und  Bemerkungen, 
Berlin  (1S21). 

/.  M'olstenholine,  Quarterly  joum.  3  (1860);  p.  89  vgl.  Heis  oben.  N.  Ferrers 
ibid.  p.  145.  Die  gegenseitige  Neigung  zweier  entgegengesetzten  Kanten  durch 
die  Längen  aller  Kanten  sehr  einfach: 

cos  0  = -. 

\  2on  / 

V.  Staudt,   Crelle  57  (1860)  p.  88,  sehr  einfach,  die  Crellesche  Formel. 

V.  A.  Le  Besgue,  Nouv.  annal.  20  (1861)  p.  63.  Generalisation  d'un  theoreme 
de  Eobert;  sind  a,  h,  .  .  .  die  Flächen,  a',  .  .  .  die  Lote  auf  einer  Ebene  von  den 
Gegenecken,  ist  p  der  Abstand  des  Zentrums  der  Inkngel,  so  ist: 

W=aa  -\-  .  .  .  =3Fer-'. 

P.  Serret,  Liouv.  (2)  7  (1862)  p.  377.     De  quelques  analogies  de  la  geometrie 

du  plan  ä  celle   de    Tesiiace   (orthogonales    Tetraeder ,   L'Huilkr's  Maximalsatz). 

E.  Prouhet,    Nouv.   annal.   (2i   2    il863)    p.    132.      Feuerbach   entsprechende 
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Kugel  (s.  d.)  bei  Tetraeder  mit  Höhenschnitt  [vgl.  dazu  C.  Intrigih,  Sul  tetraedro, 
Xapoli  Rendiconti  (1884)]. 

W.  Stamiiier,  Ginn.  46  p.  334.  Im  Tetraeder  mit  senkrechten  Gegenkanten 
schneiden  sich  die  4  Höhen  als  Spezialfall  der  allgemeinen  Bedingung  für  das 
Schneiden  von  Ecktransversalen. 

F.  Janni,  BattagJini  6  (1868)  p.  371.  2  Pyramiden  sind  gleich,  wenn  sie 
gleiche  und  ähnlich  angeordnete  Kanten  haben. 

H.  Fattre,  Nouv.  annal.  .-2)  11  (1872)  p.  86.  Satz:  A^A^A^A^  sei  das 
Tetraeder,   0  ein  Punkt,    T',  ^  A^A^A^.  so  ist: 

i:ÖA,-\\-+  -iZOA,  ■  OA,  cos  aToa,  ■  F:,  F,  =  0  {Carnot?); 

P.  F.  Compagnon,  ibid.  p.  268:  Volumen  der  Pyramide,  ihres  Stumpfes:  Ver- 
such einer  einfachen  Begründung  durch  Spezialfall  einer  Pyramide  mit  Parallelo- 
gramm als  Basis. 

Abel  Transon,  ibid.  2'  12,  (1873)  p.  519.  Analogie  zum  Sinussatz;  desgl.  Dostor, 
Grün.  56  (1874)  p.  247.  Tetraederflächen  wie  die  Sinus  der  gegenüberliegenden 
Polarecke;  ders.  Nouv.  annal.  (2)  13  (1874)  p.  563  Kantenkiiiiel-,  wenn  je  2  Gegen- 
kanten dieselbe  Summe  haben,  und  wenn  ■9-,   etc.  ihre  Winkel,  so  ist: 

tg  -i  ■  tg  ~-  •  tg  —  =  1 ; 

dazu  C.  Eelluig,  Gniii.  58  (1875)  p.  180. 

Beweis  der  Serioisschen  Foi-mel  für  F  von  F.  Klein ,  mitgeteilt  von 
Sigm.  Günther  (s.  Volumen),  Grün.  56  (1874)  p.  25. 

G.  Dostor,  ibid.  57,  p.  113 — 185:  Detenninanten  {Joachimsthal,  Feuerbach). 
E.  Genty,    Xouv.  annal.   (2)    17    (18:8)    p.  223.     Exercice   sur   le   tetraedre. 

Sätze  über  das  Tetraeder,  dessen  Gegenkanten  gleich  sind  und  das  also  begrenzt 
ist  von  4  kongruenten  Dreiecken.  Die  Jledianen  seien  «,  ß,  y  und  zugleich  die 
Abstände,  und  es  ist: 

2k-  =  6--)-c-  —  o-  und  'AV=aßy, 

und  die  merkwürdigen  Punkte  0,  S  und  0'  (Punkt  von  Monge)  fallen  zu- 
sammen. Von  Genty  ohne  Beweis,  den  Chefik-Bey ,  ibid.  (2)  19  p.  403  gibt,  und 
E.  Lemoine  p.  133,  der  die  Sätze  schon  auf  dem  Congres  zu  Xantes  (1875)  mit- 
geteilt hat  und  dazu  den  Satz:  Wenn  die  4  Seitenflächen  äquivalent  sind,  so  sind 
sie  kongruent. 

J.  J/irferscher  Satz,  Nouv.  correspond.  3  (1876 i  bewiesen.  In  jedem  Tetra- 
ederstumpf (mit  parallelen  Basen)  schneiden  sich  die  Geraden,  welche  eine 
Kantenmitte  mit  dem  Schnitt  der  Diagonalen  der  Gegenfläche  verbinden. 

Maurice  d'Ocayiic,  Bourget  (1878)  p.  238.     Volumen  des  Pyramidenstumpfes. 

R.  Hoppe.  Grün.  61  (1878)  p.  87.  Über  rationale  Dreikante  und  Tetraeder. 
L.  Klug.  ibid.  p.  361.  Über  die  Kugeln,  welche  die  Flächen  des  Tetraeders 
berühren. 

Hermary,  Societe  mathemat.  de  France.  7,  p.  138  (1879),  Berührungskugeln. 

F.  Jamet,  Nouv.  correspond.  (1879)  p.  385.  Satz  über  KoUinearität  der 
Schnitte  der  Kanten  einer  Fläche  dm-ch  die  äußere  Halbierungsebene  des  ent- 
gegengesetzten Dieders,  Beweis  von  E.  Cesäro,  ibid.  1880  p.  90:  vgl.  aber  Ger- 
gonne  3  p.  196  und  317. 

L.  Cattref,  Nouv.  correspond.  (1879)  p.  176.  Wenn  eine  Kugel  einer  H-seitigen 
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Pyramide  eingeschrieben  ist,  so  fallen  die  Berührungspunkte  zusammen,  sobald 
man  ihre  Seiten  auf  die  Bapis  niederklapjit,  und  der  gemeinsame  Punkt  ist  dann 
von  den  Projektionen  der  Spitze  gleich  weit  entfernt. 

.1/.  Escary,  ibid.?  Dem  Tetraeder  lassen  sich  innen  iind  außen  48  Würfel 
einschreiben,  wenn  alle  Kanten  ungleich  sind.  Beziehungen  zwischen  den  Kanten 
der  Würfel  und  des  Tetraeders. 

J.  Neuherg,  Nouv.  correspond.  6  (1880)  p.  8.  Über  die  Anzahl  der  Kugeln, 
welche  4  sich  schneidende  Ebenen  berühren.  8  möglich,  stet-s  4  wirklich,  aber 
die  „Dachkugeln"  nur  wirklich,  wenn  für  die  Flächen: 

'-  +  P  +  y  +  5;  «  +  /"  + ?+5:  «  +  «  +  ^  +  r- 

Es  gibt  zwei,  wenn  z.  B.: 

a  -\-  ß  ^  Y  "i"  ^!  eine,  wenn: 
•    et  -{-  ß  =  y  -\-  S  vmd  a  -\-  y  =  ß-\-  S;  keine,  wenn: 
a  =  ß  ^  Y  =  d.     Ist :  a  =  S,  ß  =  y, 

d.  h.  sind  die  Seitenflächen  paarweise  gleich,  so  gibt  es  2  Paar  Gegenkanten,  die 
gleich,  ihre  Mediane  ist  ihr  Abstand:  Konstruktion  der  Berührungspunkte  etc. 
[s.  aber  Programm  von  Müller  (1852)]. 

H.  Vofft,  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt,  Programm  Breslau  (1881) 
fleische  Sätze,  Fewriachsche  Kugel.  Ders.,  Grelle  92  (1882)  p.  32.  Über  die 
Kugeln,  welche  ein  räumliches  Yierseit  berühren.  Wenn  die  Summe  zweier 
Seitenflächen  gleich  ist  der  der  beiden  andern,  so  liegen  die  4  Berührungspunkte 
in  einer  Ebene;  4  beliebigen  Geraden  lassen  sich  8  Kugeln  anschreiben  (vgl. 
Steiner.  CreJle  32.     Über  ebene  Tangentenvierecke). 

T.  C.  Lewis,  Messenger  (2)  11  (1881—82)  p.  36.  Tetraeder  mit  Höhenschnitt- 
punkt. Sätze  von  E.  Temperley,  ibid.  p.  114:  4  gleiche  Kugeln  um  die  4  Seiten- 
flächen, deren  Zentrum  halben  Abstand  wie  die  Gegenecken  hat  etc. 

F.  Sdiur,  Clebsch  Annalen  19  (1882)  p.  430.  Der  De^ari/iJessche  Satz  vollständig 
verallgemeinert:  Jeder  Geraden,  welche  die  4  Verbindungslinien  entsprechender 
Ecken  zweier  als  entsprechend  gesetzten  Tetraeder  schneidet,  entspricht  eindeutig 
eine  Gerade,  welche  die  4  Schnittlinien  entsprechender  Seitenflächen  schneidet 
und  umgekehrt. 

E.  Temperley,  Messenger  11  (1881)  p.  114.  Die  wesentlichen  Analogien  zum 
Feuerbach  H,  S,  0  kollinear  etc. 

Delpit,  Boitrget  (1881)  p.  337.  Wenn  2  Paar  Gegenkanten  _L ,  dann  auch 
das  dritte  yHachettc  Heis,  Joachinistitat).     Es  gibt  2  Kugeln  der  12  Punkte. 

Ad.  Schmidt,  Schlöm.  29  (1884)  p.  321.  Das  gleichseitige  Tetraeder,  sehr 
reichhaltig  (z.  B.  die  Summe  der  Kantenwinkel  an  jeder  Ecke  2  Rechte);  aber 
viel,  was  schon  von  Genty,  E.  Lemoine,  Congres  de  Nantes  (1879);  Neuherg, 
Mathesis  2;  dazu  Besso,  Periodico  1  (1886^:  Über  gleichseitiges  Tetraeder,  p.  173, 
Nouv.  correspond.  2.  p.  144  gesagt  ist. 

Cayley,  Collected  papers,  vol.  5  p.  359. 

.7.  Wolstenholme ,  Educational  times  43  (1885)  p.  39  No.  7509.  Ist  Sj  die 
Summe  der  3  Kanten  in  A  und  6\  die  der  3  Kantenwinkel,  so  ist.  wenn: 

«i  >  «3  >  «s  >  «4  ä^nch  S^^S.^S^^  S^. 

tT.  JSeuherg,  Memoire  sur  le  tetraedre,  memoires  couronnes  de  Tacademie 
de  Belgique  in  S"  (18S4);  selir  bedeutend  (Bulletin  i3)  7  p.  2.S4i  Mathesis  5, 
Supplement  1  (,1885)  1 — 72  u.  a.     Ermittelung  der  Analogien  zum  Lenioine-Grehe- 
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Adamsschen  Punkt;  ders.,  Liege  Memoires  (2)  11  (1884);  sur  les  tetraedres  de 
Möbius. 

Malet,  Edncational  times  44  (1886)  8047.  Zieht  man  durch  die  Ecken  eines 
Tetraeders  4  Parallelen,  welche  die  Gegerflächen  in  A'  etc.  treffen,  so  ist 
A'B'CD'  =  3ABCI):  dazu  J.  Xeuberg  8116. 

M.  Cantor,  Mathesis  (1888)  p.  133.  Schnitt  eines  triedre  trirectangle  durch 
beliebige  Ebene  ABC,  dann  cot  -1 :  cot :  JB  :  cot  C=  OA-  -.OB-iOC-. 

D.  Bern),  Periodico  4  (lb89)  p.  144.  Tetraedervolumen  aus  den  Kanten 
nach  der  Methode  von  Tarlaglia. 

P.  H.  SehoKfe.  Tetraeder  begrenzt  von  4  nicht  gleichschenkligen  gleichförmigen 
Dreiecken,  er  findet  eine  zweite  Art,  (erste  bei  Genty),  Amsterd.  Versl.  en  Meded. 
(1889)  p.  46-2. 

./.  Lauvernay,  Bmirget  (1890)  p.  '2 17.     Dreikant  aus  3  Winkeln  konstruiert. 

G.  Eiboni,  Periodico  5  (1890)  p.  1.     Contributo  aUo  studio  del  tetraedro. 

1.  Ist  in  einem  Tetraeder:  a-  -\-  d-  ^  h-  -\-  e'  ^  c--{-f-,  so  Höhenschnittpunkt. 

2.  Ist  noch  (id=^be  =^cf,  so  gehen  die  Höhen  durch  denselben  Punkt  wie 
die  Geraden,  welche  die  Ecken  mit  den  Zentren  der  Inkreise  der  Flächen  ver- 
bindet 

3.  a  -\-  d  =  b  -{-  e  ^  c  -{-  f,  so  Kantenkugel,  und  es  gibt  6  andere  Kugeln,  von 
denen  jede  eine  Kante  und  die  A^erlängerungen  der  4  sie  schneidenden  berührt. 

4.  Gehen  in  einem  Tetraeder  die  Geraden,  welche  die  Ecken  mit  den 
Berührungspunkten  der  Inkugel  verbinden,  durch  einen  Punkt,  so  sieht  man  von 
ihnen  aus  die  Kanten  unter  gleichen  Winkeln. 

E.  Hoppe,  Grün.  (2)  9  (1890—91)  p.  434.  Höhenschnitt-Tetraeder  mit  ratio- 
nalen Kanten;  ders.,  Grmi.  (2)  10  (1891)  p.  102.  Relation  der  Flächenwinkel 
des  Tetraeders.  Grun.{i)  12ii894i  327:  über  gleichseitige  Tetraeder.  1.  Alle  4  Seiten 
gleich,  2.  kongruent,  3.  Gegenkanten  paarweise  gleich,  4.  Höhen  aUe  gleich;  Be- 
dingungen sind  gegenseitig;  (2)  16  (1898)  p.  257,  p.  333  gleichseitiges  und  ortho- 
zentrisches  Tetraeder;  kommt  beide?  zusammen,  so  regulär;  aber  sehr  viel,  was 
schon  bekannt  war. 

G.  de  Longchnmps,  Mathesis  10  ilS90;  p.  49,  p.  77.  Orthozentrisches  Tetra- 
eder.    Zusammenstellung  der  Eigenschaften. 

Bernes,  Bourget  (1891)  p.  49.  E  als  Funktion  der  Kanten.  Jede  Kugel 
durch  3  Ecken  schneidet  die  Kanten  der  vierten  so,  daß  das  entstandene  Drei- 
eck von  konstanter  Form    Seiten    proportional   dem  Produkt    der  Gegenkanten) 

A.  Droz-Farny,  Mathesis  13  (1893)  p.  247.  Servoisichn  Formel  aus  der  fürs 
Prismatoid;  dito  Appell,  Mathesis  14  p.  40,  einfache  Ableitung. 

Morley,  Educat.  times  61,  p.  26,  No.  12  032  (1894).  Die  5  Zentren  der  Kngehi, 
welche  die  Seitenfläche  eines  Tetraeders  mit  gleichen  Gegenkanten  berühren,  sind 
das  Zentrum  eines  [Monge)  Parallelepipedons  und  die  4  nicht  zum  Tetraeder 
gehörigen  Ecken  desselben;  ibid.  11961  Seuberg. 

Arnold,  Educat.  times  70  (1899)  p.  31  Xo.  13  774,  Kugel,  welche  3  zu- 
sammenhängende Kantun  eines  regulären  Tetraeders  und  die  Verlängerung  der 
anderen   berührt  g  ^  E  ]/3  =  ry3. 

./.  A.  Third,  System  of  spheres  connected  with  the  tetrahedron.  Edinb. 
math.  soc.  Proceed.  17  il899)  p.  108. 
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Über  rationale  Tetraeder. 
K.  Schwering,  (Jrelk  115  (1806)  p.  Hül.     Knuten  uml  Inhalt: 

■/..  R.  a  =  30,  h  =  21,  c  =  17,  /  =  5,  ;/  =-=  18,  /(  =  24,   F  =  240; 
zufjleich  rationale  Vierecke,  Yereinfachuncr  von  Kummer'a  Arbeit  in  Crelle  37  p.  1. 

31.  Polyeder  (s.  auch  Kuh  rächen  Satz).  Die  meisten  Arbeiten 
übersteigen  das  Gebiet  der  Elementargeometrie  und  geboren  in  die 
Topologie  oder  in  die  Analysis,  so  z.  B.  das  grundlegende  Werk  von 
r.  I'Jlxrhard:  „Zur  Morpbologie  der  Polyeder"  (1891)  und  die  Arbeiten 
von  i?e»'mes, . Kölluisches  Gymnasium,  Berlin,  auch  Wiener,  Vielecke 
und  Vielflache,  und  nicht  minder  Max  Brückner,  Theorie  und 
Geschichte,  Leipzig  (1900),  wo  sich  so  ziemlich  die  gesamte  Literatur 
findet.  Es  erschien,  als  meine  Sammlungen  abgeschlossen  waren,  doch 
konnte  ich  es  noch  verwerten.  Historisch  ist:  Siegmund  Günther,  Ver- 
mischte Untersuchungen  zur  Geschichte  der  mathematischeu  Wissenschaf- 
ten Kap.  1 :  Die  Lehre  von  den  Stern  polygonen  und  Sternpolyedern  in 
der  Neuzeit,  Leipzig  (1876).  Viel  Material  ist  auch  in  den  (kristallo- 
graphischen)  Arbeiten  HesseVs  (Artikel  .,Kristall"  in  Gelders  physi- 
kalischem Lexikon),  Bravais,  Marx,  Geschichte  der  Kristallographie. 
Karlsruhe  (1825).  P.  Groth,  Physikalische  Kristallograjibie,  Leipzig 
(187(3)    u.  a. 

Die  wesentlichsten  Errungenschaften  sind  die  Sternpolyeder  Foinsot's 
oder  Keplers  und  die  Polarkörper  zu  denen  des  Archimedes,  überhaujit 
die  strikte  Durchführung  des  Dualitätsgesetzes.  Au  den  Hauptarbeiten 
sind  Frankreich,  Deutschland,  England  beteiligt.  Von  Listing  (siehe 
Eulersdhen  Satz)  abgesehen,  steht  dem  Dreigestirn:  Hessel,  Heß, 
J.  K.  Becler  in  Frankreich  Poinsot,  CaucJnj,  CamilJe  Jordan  gegen- 
über und  in  England  Cayletj  und  Kirlman.  Der  Elementarmathe- 
matik gehören  die  zahkeichen  Arbeiten  L'Huilier's  an. 

Die  Schule  beschränkt  sich  im  wesentlichen  auf  die  einfachen 
Folgerungen  aus  dem  Eidersehen  Satz,  wie  sie  meist  Eider  selbst  in  der 
1.  Abhandlung  der  Novae   commeutationes   von  1758  ffezogeu  hat  und 

~  OD 

wie  sie  sich  in  Balfser's  Elementen,  diesem  Schatz  der  Schulen,  nicht 
bloß  der  deutschen,  finden,  ferner  auf  die  gewöhnlichen  bei  Euliid  behan- 
delten regulären  Polyeder,  allenfalls  die  halbregulären  (Arc]ti)ncdcs) 
Polyeder,  und  geht  auch  wohl  gelegentlich  auf  die  Sternpolyeder  ein; 
besonders  seitdem  Wiener  ihre  Netze  und  Bilder  zeichnete,  reproduziert 
bei  Heis-EscJi  weder  und  S'.  G-ünther. 

Unter  Polyeder  verstehen  wir  mit  J.  K.  Becker  einen  von  n  ebenen 
Flächen    völlig    begrenzten     uud    überall    zusammenhängenden    Raum, 

Siinuu,  Elememargeuiiietrie.  14 


210  II-   (Spezielles. 

aber  meist  die  Obertiäche  eines  solchen.  Sind  alle  Begrenzungspoly- 
gone einfach  zusammenhängende  (im  Sinne  Rifjniaiiii's,  d.  h.  jeder  in 
sich  zurücklaufende  Schnitt  auf  der  Fläche  schneidet  ein  Stück  aus), 
und  ist  auch  die  Gesamtoberfläche  einfach  zusammenhängend,  so  ist 
das  Polyeder  ein  Eulersches  Polyeder,  und  kommt  kein  Flächen- 
wiukel  (Dieder)  >  it  vor,  so  nennen  wir  das  Polyeder  mit  Poinsot 
konvex;  ist  es  endlich  ein  konvexes  Eulersches  Polyeder  und  liegt  ganz 
an  einer  Seite  jeder  Begrenzungsebene,  so  wird  es  mit  Möhins  kugel- 
artig genannt. 

Louis  Poinsot,  Memoire  sur  les  polygones  et  les  polyedres,  lu 
ä  la  I  classe  de  l'institut  (1809)  24.  Juli;  Journal  de  l'ecole  polyteehn. 
cah.  10  p.  16 — 76  (1810),  auch  Memoires  de  l'institut,  Savants  etrang. 
II,  an  XI,  sehr  elementar  und  klar.  Einleitung:  Die  Proltleme  ge- 
hören in  die  Geometrie  der  Lage  (Lcibnis,  Eitler,  Rösselsprung,  Ber- 
liner Memoiren  (1759),  Vuudeniionde).  I.  Polygone,  ganz  allgemeine 
Definition:  geschlossener  Streckenzug,  Winkel  der  Polygone,  Ufer  durch 
Färbung    unterschieden    wie    bei   Meister    (s.  Inhalt).     (Interessant    ist, 

daß   Püiusiit  noch  n  für  ~  tc  gebraucht).     Definition  des  Begriifs  „Art" 

(Zahl  der  Umdrehungen  =  //. ).  Anzahl  der  verschiedenen  Arten  (siehe 
reguläre  Polygone).  Polyedre  etoile;  Winkelsumme  S  =  2  it  (m  — 2/*); 
die  höchste  Art,  wemi  sie  existiert,  =  2:t,  d.  h.  also  =  :i.  Er  kennt 
den  Zusammenhang  mit  der  Kreisteilung  und  (II  15)  mit  der 
Kreisteilungsgleichung.  Es  scheint,  daß  ihm  Gauß'  Disquisitiones 
arithmet.  von  1801  bekannt  waren.  Dann  geht  er  auf  die 
Seilpolygone  ein,  um  in  III  auf  die  regulären  Sternpolyeder  zu 
kommen.  Man  kennt  bis  jetzt  nur  5  vollkommen  reguläre  Polyeder, 
gestaltet  (formes)  mittels  gleicher  und  regulärer  Polygone  von 
gleicher  Neigung  und  in  gleicher  Anzahl  um  eine  Ecke  gelagert,  unter 
der  Beschränkung,  daß  jede  körperliche  Ecke  (Angle  solide)  <  iE. 
Aufhebung  der  Beschränkung.  Scharfe  Definition  von  Fläche  (Hedra 
bei  Etiler,  face  bei  Poinsot),  Kante  und  Ecke.  Fläche»  sind  die 
Ebenen,  welche  in  kleinstmöglicher  Anzahl  das  Polyeder  fertigstellen 
(achever);  Kanten  sind  die  Seiten  selber,  welche  die  Flächen  begrenzen 
und  längs  deren  sich  2  Flächen  verbinden:  also  2/,=/".  Nur  an 
diesen  Kanten  liegen  die  Raumwinkel  (Diedres).  Nur  an  der  Stelle, 
wo  sich  zwei  Kanten  vereinen,  liegt  eine  Ecke. 

Es  gibt  neue  Polyeder,  konvex  in  dem  Sinne,  daß  kein  Dieder 
>  180.  Uuterschied  ist,  daß  das  ztujeliUritie  Kugelnetz  die  umscliriehmc 
Kugel  mehrfach  bedeckt,  aber  überall  gleich  vielfach  (Art  des  Poly- 
eders).    Also    sei  ;/  die  Seitenzahl    des  regulären    einfachen  Polyeders, 
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welche  man  anwendeu  will,  a  eines  der  Dieder,  so  ist  die  OberUäche 
eines  Netzpolvgons  na  —  2h  +  4  Oktanten.  Ist  H  die  Anzahl  der 
Flächen,  E  die  Anzahl  der  Male  der  Kugelbedeckung,  so  ist 
H{na  -  2n  +  i)=  8K 

Sei  q  die  Anzahl  der  Winkel  «  um  denselben  Punkt  der  Kugel 
und  e  die  Anzahl   von  4  Rechten,    die  Art  der  Ecke,   so  ist  qa  =  4e, 

also  n  =     ,  imd  man  erhält  (p.  37)  die  Gleichung  Poinsot's: 

H{ne^  —  2n  +  4)  =  E-8. 

Diese  Gleichung    mit    5   Unbestimmten    gibt    alle    regulären    Polyeder, 

welche  mit   ordinären  Polygonen  als   faces  möglich   sind;   dabei  muß  e 

prim  zu  q  und  2e<(/— 1  sein.     Poinsot  gibt  nun  die  Lösungen: 

w  =  3,  q  =  b,  e  =  2;  H=  20,  E=l,  Eckenzahl  12 

und:  M  =  5,  q  =  b,  e  =  2;  H  =12,  £  =  3; 

20-flächigeB  Sternzwölfeck  und  12-flächiges  Sternswölfeck.  Die  beiden 
andern,  die  Keplersehen  Polyeder,  das  20 -eckige  Sternzwölfflach  und 
das  12-eckige  Sternzwölfflach,  für  welche  die  Formel  nicht  gilt,  erhält 
er  auf  geometrischem  Wege  (s.  u.  Caucliy).  Der  Anhang  gibt  dann 
den  erweiterten  Etderschea.  Satz  (vgl.  Nr.  32). 

Die  beiden  letzten  Körper  sind  von  Kepler,  Harmonice  mundi  (2) 
26  beschi'ieben,  ihre  Netze  und  Bilder  gezeichnet.  Baltzer,  Berliner 
Monatsberichte  (1861)  p.  1046  (1862)  reklamierte  sie  für  Kepler,  imd 
Wiener,  Bemerkungen  über  die  regulären  Sternvielflache,  SchVöm.  12 
(1867)  p.  174,  beschuldigi  Poinsot  fast  des  Plagiats,  da  er  aus  der  Har- 
mouice  unmittelbar  vor  der  entscheidenden  Stelle  wörtlich  eine  andere 
zitiert,  die  sich  auf  die  Archimedischen  Polyeder  bezieht. 

S.  Günther  {\.  c.)  hat  den  Bericht  Tcrqueni's:  Nouv.  annal,  46  nicht 
verstanden,  der  mit  der  bei  ihm  so  selbstvei'ständlichen  Loyalität  Kepler 
und  sogar  p.  138  Wentzel  Jamnitser  (1568),  Perspectiva  corpor.  regul. 
sein  Recht  gibt.  Vgl.  dazu  M.  Simon,  Straßburg,  Archiv  (Grün.) 
(3)  7,  p.  109  (1904). 

Poinsot  spricht  §  40  aus,  daß  es  schwierig  sein  würde,  die  ver- 
schiedenen möglichen  neuen  regulären  Polyeder  zu  bestimmen,  und 
wirft  die  Frage  auf,  ob  andere  4-,  6-,  8-,  12-  und  20-Flächner  mög- 
lich sind. 

Diese  Lücke  füllte  Augustin  Cauchy  aus. 

L  Memoire:  Ivecherches  sur  les  polyedres,  lu  ä  la  I  classe  de 
l'institut  (1811)  en  Fevrier;  Journal  de  l'ecole  polyt.  t.  9  (1813) 
cah.  16  p.  68.  I.  Teil:  Lösung  der  Frage  von  Poinsot  40.  Wie  die 
Polygone   höherer  Art   gebildet  werden,  indem  man  die  Seiten  der  gc- 
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I 
wohnlichen  vom  selben  Grade  (Caucliy  versehentlich  espece  statt  ordre) 
verlängert,  so  entstehen  die  Polyeder  höherer  Aj-t,  indem  man  die  Flächen 
oder  Kanten  der  Enllidischen  verlängert.  So  das  Sterndodekaeder  2.  Art 
{Poinsot,  3.  nach  Wiener),  wemi  man  im  gewöhnlichen  Dodekaeder 
die  Kanten  der   12  Pentagone  verlängert  (Kepler). 

Wenn  man  im  gewöhnlichen  Dodekaeder  die  Ebene,  welche  jede 
einzelne  (chaque)  Fläche  enthält,  fortführt  bis  zu  der  einfachen  Be- 
gegnung mit  den  fünf  Ebenen  der  fünf  Flächen,  welche  die  entgegen- 
gesetzte Fläche  umgeben,  so  erhält  man  das  Dodekaeder  3.  Art  um- 
grenzt  cfranz.  besser:  compris  ^  inbegritfen  i,  wie  das  gewöhnliche  von 
Fünfecken  1.  Art  [Poiiisut).  Wenn  man  in  diesem  Dodekaeder  3.  Art 
die  Kanten  verlängert,  so  erhält  man  das  Dodekaeder  4.  (7.)  Art 
(Kejjler). 

Man  erhält  das  Ikosaeder  7.  Art,  indem  man  jede  einzelne  Fläche 
des  gewöhnlichen  Ikosaeders  fortführt,  bis  sie  die  Ebenen  der  3  Drei- 
ecke trifft,  welche  dje  entgegengesetzten  Flächen  umgeben.  Beweis  der 
Unmöglichkeit  weiterer  regulärer  Polygone  dadurch,  daß  der  Kern  zu 
einem  einfachen  regelmäßigen  Kugebietz  gehört,  worauf  eigentlich  schon 
Poinsot  hingewiesen  hatte.    2.  Teil:  Eulersther  Satz  (s.  d.). 

II  Memoire:  ibid.  p.  77,  lu  ä  la  seaiK'e  du  20.  .Tanvier  (1812).  Beweis  des 
Euklid&ch&a.  Satzes  in  Buch  11,  Definition  '.)  der  Elemente.  1.  Teil:  8  Sätze  über  die 
Variation  der  Winkel  in  geradlinigen  und  sphärisciieu  Polygonen  (konvex  im  ge- 
wöhnlichen Sinne,  daß  sie  ganz  auf  einem  Ufer  jeder  Seite  liegen)  bei  Konstanz 
der  Seiten.  2.  Teil :  Theorie  sur  les  augles  solides  et  les  polyedres  convexes 
(kugelartig).  Folgerung  aus  dem  Eulerschen  Satze  und  Theor.  13  der  Satz:  In 
einem  konvexen  Polyeder,  dessen  Seitenflächen  invariabel,  sind  die  Neigungs- 
winkel der  Seitenflächen  auch  invariabel,  so  daß  man  mit  denselben  Flächen  (in 
ders.  Reihenfolge)  nur  ein  symmetrisches  zweites  konvexes  Polyeder  konstruieren 
kann.  Damit  ist  Euklid  11,  Definition  'J  und  10  bewiesen.  Die  Arbeiten  von 
Poinsot  und  Cauehy  sind  durchaus  elementargeometrisch.  Correspondance  Hachette  2 
(1812)  Juli  p.  361 — 367  finden  sich  die  Rapporte  von  Malus  (1811)  6.  Mai  und 
Legendre  (1812)  17.  Febr.  Legendre  hatte  den  Satz  in  einzelnen  FäUen  bewiesen 
(El^m.  de  geom.;. 

Das  Referat  von  Icrqueiii  (1S49)  ist  schon  erwähnt;  es  ist  dann  von  J.  Dünger 
(Karlsruhe)  breiter  wiedergegeben,  Grün.  13  p.  343:  Über  Sternpolygone  und 
Sternpolyeder  nach  Poinaot,  deutsch.  (Über  Poinsot  vgl.  Tedenat,  Nouv. 
annal.  3.) 

Caicchy's  Beweis  des  i?i(A'?/f?ischen  Satzes  ist  von  Thibault,  Nouv.  annal.  2 
(1843)  p.  163  bedeutend  vereinfacht;  den  Beweis,  daß  die  vier  die  einzig  möglichen 
regulären  Polyeder  höherer  Art  sind,  wiederholt  J.  Bertrand,  Uomptes  Rendus  46 
(1858)  p.  79,  p.  117  Note  etc.  mit  Benutzung  eines  Gedankens  Poinsot's  (43):  Die 
Ecken  eines  regulären  Polyeders  höherer  Art  sind  zugleich  die  Ecken  eines 
regulären  Polyeders  erster  Art. 

Cayley ,  Edinb.  and  Dubhn  philos.  magazine  \i)  t.  17  p.  123.  Un  Ponisot^ 
t'our   new    regulär   solids.     Die  Keplerschen   und   die  Poittsotachen  sind  polar  (^wie 
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Oktaeder  und  Würfel  etc.);  richtige  Bestimmuiin;  der  Art  der  A'epkrBchen 
Polyeder. 

Chr.  Wiener,  Vielecke  und  Vielflache  (1864).  Zum  erstenmal  (abgesehen 
von  Kepler  und  Jamnilzer)  die  Bilder  der  neuen  Körper,  Geschichte  und  sehr  viel 
eigene  Arbeit,  zumal  in  den  Definitionen,  auch  für  Polygone. 

Ant.  SteMiauser,  Die  Netze  der  Poiwso/scheu  Körper,  Programm  Graz  (1871). 

G.  Dostor,    Ch-un.  62   p.  78,  Les  trois  spheres  des  polyfedres  reguliers  steiles. 

Ih.  Hiifid,  Die  regulären  und  halbreguliiren  Polyeder  mit  113  stereoskopischen 
Figuren),  Programm  Neustadt  a.  d.  H.  (1876)  (irrtümlich  ein  10.  reguläres  Polyeder). 

ü.  Heß,  Über  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder,  eine 
Fortsetzung  der  entsprechenden  Schrift  für  Polygone  von  1874  und  Zusammen- 
fassung und  Erweiterung  seiner  Arbeiten  in  den  Marb.  Berichten.  Eine  Würdigung 
von  Heß  findet  sich  bei  Brückner  p.  204. 

E.  Heß,  Einleitung  in  die  Lehre  von  der  Kugelteilung,  Leipzig  (1883); 
grundlegendes  Werk,  vgl.  Brückner. 

C.  Koch,  Correspondenz  für  die  Gelehrten  und  Realschulen  (1887).  3/4.  Heft: 
Über  reguläre  und  halbreguläre  Stempolyeder.     Tübingen  (1887). 

Euklidische  reguläre  Polyeder. 

(Tetraeder  s.  d.)  Die  Benennung  der  Polyeder  gescliielit  auf  Vor- 
schlag Euler's  Torzugsweise  nach  der  Flächenzahl,  ohne  Rücksicht  auf 
die  Seitenzahl  der  begrenzenden  Polygone. 

A.  31.  Legendre,  Elements  de  geometrie  (1798)  etc.  (sphärische  Trigonometrie). 

Meyer  Hirsch,  Geometrische  Aufgaben  (1807)  2.  Teil. 

JBlaugergues ,  Gerg.  2  (1811)  p.  357.  Relation  entre  le  dodecaedre  et  l'ico- 
saedre  regulier  inscrits  ä  une  meme  sphere. 

L'Huilier,  Gerg.  3  p.  169.  Bestimmung  der  möglichen  fünf  regulären  Poly- 
eder, ihrer  Ecken-,  Flächen-,  Kanten -Zahl,  Art  der  Polygone  und  Ecken  aus  dem 
Eukrschen  Satz:  ibid.  p.  233;  Existenz  und  Konstruktion  der  regulären  Polyeder 
aus  der  Zerlegung  in  reguläre  Pyramiden,  deren  Spitze  im  Zentrum;  desgl.  zwei 
Archimedische  Körper  (polar),  s.  u. 

Ahonne,  Gerg.  9  p.  3-21 — 44,  d.  h.  Gergonne  selbst  (wo  in  den  Ann.  nicht  An- 
fangsbuchstaben stehen,  ist  fast  immer  Gerg.  selbst  der  Verfasser).  Recherches 
sur  les  polyedres  reguliers  et  semi-reg.     Dualität. 

C.  F.  A.  Jaeobi,  van  Swinden  (1834);  besonders  metrische  Relationen;  Kon- 
struktionen von  Polyedern  ineinander;  dort  p.  394  die  Aufgabe,  durch  einen  Würfel 
einen  gleich  großen  durchzuschieben,  die  von  Frinz  Ruprecht  von  der  Pfalz  ge- 
stellt und  praktisch  gelöst,  von  Wallis  theoretisch,  und  dann  als  Maximalaufgabe 
(größten  Würfel  durchzuschieben)  von  JSfiemoland  gelöst  ist.  (p.  542). 

F.  Sehultze,  Grelle  28  (1844)  p.  108.  Allgemeine  Berechnung  der  fünf  Köi-per. 
Kugelteilung. 

A.  Hohl,  Die  Lehre  von  den  Polyedern.     Tübingen  (1841).  2,  Aufl.  (1881). 
H.  Breton,  Grün.  6  (1845)  p.  111;   Beweis   des  Satzes  von  A.  S.  Levy:  Wird 
Ecke  S  des  regulären  Oktaeders  von  Ebene  ÄB'CD'  geschnitten,  so  ist: 

SA'^  SC       SB'^SD' 
J.  Steiner,  Grelle  31  p.  90.     Satz  vom  Oktaeder  (s.  Stereometrie). 
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Fischer  (BaTreuth),  Grun.  11  (1848)  p.  158.  Einige  Bemerkongen  über 
reguläre  Polyeder:  Wenn  ein  Köi-per  eine  In-,  eine  Um-  und  eine  Kanten-Kugel 
hat  (Kantenkugel  fehlt  bei  Euklid),  so  ist  er  regulär.  Fischer  ist  für  die  Schule 
noch  heute  brauchbar,  vgl.  auch  Meyer  Hirsch  il.  c.\  und  oft  ohne  Quellen- 
angabe benutzt. 

Catichy,  Comptes  rendns  -26,  p.  517  (1848)  15.  ilai.  Drei  Sätze  über  reguläre 
Polyeder.  Ein  Radius  der  Umkugel  steht  _L  auf  verschiedenen  Polygonen,  auf 
die  sich  alle  Ecken  außerhalb  des  Radius  verteilen  lassen. 

Die  Lehrbücher  von  E.  F.  Aiuiiist  und  J.  T.  H.  Müller,  siehe  bei  Lehr- 
bücher. 

C.  Wicke,  &ruH.  25  (1855)  p.  131:  Über  das  Ikosaeder  und  Pentagondode- 
kaeder, Achsen. 

B.  Sommer,  Grun.  32  (1859)  p.  289.     Radien  der  In-  und  Umkugel  etc. 

Heis  und  EschweiUr  (1867);  s.  Stereometrie  (auch  Stempolyeder  als  Anhang). 

L.  A.  Sohncke,  Grun.  47  (1869)  p.  59,  sehr  elementare  Konstruktion  der  regu- 
lären Polyeder,  vgl.  Meyer  Hirsch. 

P.  H  Schönemann  (Halle),  Schlöm.  18  (1873)  p.  387.  Ikosaeder  und  Stern- 
dodekaeder (die  Ecken  des  Ikosaeders  liegen  in  drei  kongruenten  senkrechten 
Achsenrechtecken). 

H.  Heikrmann,  Hoffmann  9  (1876)  p.  186.    Die  fünf  regulären  Vielkante  etc. 

Joh.  Schubert  (als  Student:  Schüler  von  Chr.  Wiener),  Schlöm.  20  (1875) 
p.  460;  Beziehungen  zwischen  den  Projektionen  des  regulären  Zwölf-  und  Zwan- 
zigflachs. 

G.  Bostor,  Grun.  59  (1876;  p.  50.  Idem:  Liuuvilk  iß)  5  (1879)  p.  209  (.auch 
vier  Stempolyeder  elementar,  Kantenkugel  etc."l;  auch  Bourget  (1877)  p.  134, 
167.   2-28. 

E.  Heß,  Über  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder  (1876) 
(allgemeiner  als  die  regulären  Polyeder),  s.  oben. 

Hügel,  s.  oben. 

E.  Cesäro,  Nouv.  correspond.  6  (1880)  p.  118.  Existenzbeweis  wie  schon  bei 
Baltzer  und  noch  etwas  früher  E'Huilier,  Gerg.  3. 

H.  M.  Jeffery,  London  Roy.  Society  proceed.  13  (1882)  p.  105.  Theorems  re- 
lating  to  the  regulär  polyhedra  analogous  to  those  of  Dr.  Matthew  Stetrardt  on 
the  regulär  polygons.  Von  den  Ecken  und  dem  Zentrum  der  Umkugel  mit  Ra- 
dius a  seien  Lot«  Pi,     ■  ■■.  P„  und  p  auf  eine  Ebene  gefällt,  so  ist 

^^^•^"*=2(.Ti)«'^  +  "^"'"-'^'""^"'"^ 

für  aUe  fünf,  wenn  m  =  1,  2,  3 :  für  Ikosaeder  und  Dodekaeder,  wenn  i»  =  4  ^  5. 
2.   Für    einen  beliebigen   Punkt  sei   d,    die   Distanz  von   einer  Ecke   und   v 
vom  Zentrum,  so  ist 

E.  Heß,  Kugelteüung  (1883)  p.  22. 

O.  Löwe,  Über  die  regulären  und  Puinsotsch.en  Körjjer  und  ihre  Inhalts- 
bestimmung mittels  Determinanten  (1883). 

JF".  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  Gleich. 
5,  Grades  ',1884)  ',algebra-i.seh). 

E.  Henard.  Comptes  rendus  101  p.  282.  Sur  les  seize  reseaux  des  plans  de 
l'icosuedre  regulier  convese  (1885;. 
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J-J.  Bfirbiir.  iliid.  ]>  S04.  (Ibsei-vations  etc  HeiianI  knüpft  an  Catuliy  (\.  c  i 
an,  der  sagt,  daß  man  7  aufeinanderfolgende  Netze  aus  dem  Ikosacder  gewinnen 
kann.  Henard  gewinnt  8,  Barbier  sagt:  bekannt,  und  gibt  einige  Eigenschaften 
der  Netze  an. 

E.  Zeppenfeld.  Projektion  der  regulären  Polyeder;  Programm  Elberfeld  (1884). 

E.  Barbur,  Table  des  principaux  elements  des  dix  (?)  figures  poly^driques  r^- 
gulieres.     Compt.  Rond.  (1885)  IUI,  p.  562. 

B.  Hoppe,  Grün.  (2)  4  (1886)  p.  441,  reguläre  Pyramiden  und  Polyeder. 

/.  E.  A.  SteggaU,  Edinb.  M.  S.  proceed.  7  (1889)  p.  66.  Note  on  the  regulär 
solids.  Existenzbeweis  der  5;  p  Punkte  gleichförmig  auf  der  Kugel  zu  verteilen; 
aber  Heß  (1883)  nicht  beachtet. 

E.  Cesäro,  Lisboa  Memorias  (1888 1.  Forme  poliedr.  regolari  e  semiregolari 
(in  tutti  gli  spaziiX  Es  gibt  18  Arten  von  Polyedern,  bei  denen  die  Seitenflächen 
in  derselben  Ordnung  (k  —  2)  in  jeder  Ecke  mit  gleicher  Anzahl  zusammenstoßen, 
und  polarer  Satz. 

Fr.  Both,  Beiträge  zur  Stereometrie:  I'rogramm  Buxtehude  (1890/  (nicht 
elementar). 

Herin.  Wiener,  Herstellung  der  Platonischen  Körper  aus  Papierstreifen.  Ka- 
talog Dyck,  München  (1893)  Nachtrag.  .7.  Cernesson,  Bourget  (1894).  Dodekaeder 
Tind  Diosaeder,  Grundriß  und  Aufriß  und  daraus  Berechnung  der  Gleichung 
zwischen  Kante  und   Radius  g  des  Umkreises  der  Seitenfläche. 

G.  Hohmiiller,  Methodisches  Lehrbuch  der  Elementarmathematik  Teill  (1895) 
ders.:  Elemente  der  Stereometrie  (1899  und  1900).  In  beiden  Büchern  eigenai-tige 
Behandlung. 

Die  Ärchimedisclien  Körper,  ursprünglich  die  gleicheckigen,  von 
kongruenten  regulären  Polygonen  verschiedener  Art  begrenzten  halb- 
regulären P.  welche  Papims  i  bis  auf  die  Prismen)  aufzählt  als  Archi- 
medische: neuerdings  auch  ihre  polaren,  von  kongruenten  Polygonen 
und  regelmäßigen  Ecken  verschiedener  Art  begrenzt;  die  Archimedischen 
Körper  erster  Art  =  A.  die  der  zweiten  =  A'. 

Die  Schule  behandelt  von  den  A's  wohl  nur  die  durch  Ab- 
stumpfen der  Kanten  eines  Tetraeders  und  des  Würfels  auf  -3  ent- 
standenen 8-  und  14- Flächner.  abgesehen  vom  Prisma  und  von  gleich- 
flächigen  nur  den  durch  Aufsetzen  der  Pyramiden  auf  den  Würfel 
entstandenen.  Doch  findet  sich  in  Haucls  Lehrbuch  der  Stereometrie 
eine  konstruktive  Ableitung  sämtlicher  A's  und  in  Lampes  Progr.  „Geo- 
metr.  u.  mechan.  Aufg."  (Berlin  lsS5)  eine  einheitliche  Berechnung  aus 
gegebener  Kante  ohne  sphärische  Trigonometrie. 

2Ieyer  Bimch,  Geometrische  Aufgaben  T.  2  (1807),  sehr  einfache  Ableitung 
der  A  aus  dem  Z)escar<«sschen  Satz  (s.  u.).  auch  schon  zwei  gleichflächige  A' . 

N.  J.  Lidonne,  (1808)  Anschluß  an  Kästners  große  Arbeit  über  die  A;  vgl. 
M.  Simon  oben  bei  Poinsot. 

Gergonne  9  (1819)  p.  321.  Recherches  snr  les  polyedres.  Dualistisch, 
A  durch  Abschneiden  von  den  Ecken,  A  durch  Aufsetzen  auf  die  Flächen. 

A.  Hohl,  Die  Lehre  von  den  Polyedern,  Tübingen  (1841)  mit  Tafeln  der 
Netze. 
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./.  T.  H.  Müller,  Trigonometrie  il85-2).  Die  A  durch  Kugelteilung,  ji.  345 
die  polaren  der  A,  kurz  aber  alle. 

A.  Bravais,  presente  ä  l'academie  des  science.s  (1848)  11.  Dec.  Comptes 
rendus  29  (1849)  p.  133;  Rapport  von  Cauchy.  Liouvilk  14  (1849;  p.  137:  Memoire 
sur  les  polyedres  de  forme  symctricjue  (OsticaVl's  Klassiker  Nr.  17).  Eine  hoch- 
bedeutende  Arbeit,  welche  vom  krystall.  Gesichtspunkt  ausgehend  zunächst  Systeme 
von  geraden  Punkten  (ränge),  deren  Netze  etc.  betrachtet,  aber  nicht  oder  doch 
nur  sehr  zum  kleinen  Teil  in  die  Elementargeometrie  hineingehört:  doch  gibt  sie 
Veranlassung,  die  Symmetrie  und  die  Achsen  der  Polyeder  genauer  zu  betrachten. 
Bravais'  Arbeiten  sind  jetzt  auch  ins  Deutsche  übersetzt  von  C.  und  i'.  Bla- 
sius  (1899). 

E.  Catalan,  .lournal  de  l'ecole  polytechni<iue  41.  Heft  (1865)  p.  1.  Die  Preis- 
arbeit (ehrenvolle  Erwähnung)  (s.  Eulerschen  Satz!.  Die  A  des  Pappus  (inkl.  der 
beiden  Prismen)  und  ihre  polaren,  aber  unabhängig  voneinander  behandelt,  ob- 
wohl Catalan  die  polare  Beziehung  (reziproke)  kennt.  Teilung  der  Kugel  in  regu- 
läre Polygone  verschiedener  Art  und  Teilung  in  gleiche  Polygone,  so  daß  die 
Winkel  an  jeder  Ecke  der  Reihe  nach  gleich  sind,  Ableitung  auseinander.  Die 
Arbeit  ist  ein  Vorläufer  von  Heß'  Kiiyelteilnny  (sphär.  Trigon.'i. 

K.  Heinze,  Die  halbregelmäßigen  Köqjer,  Programm  Köthen  (1868),  olme 
sphärische  Trigonometrie,  Ableitung  der  ^1,  Oberflächen-  und  Inhaltsbestimmung, 
s.  auch  die  von  Lucl-c  herausgegebene  Heinzesche  Stereometrie. 

(7*.  Ifes.sel,  Marburger  Berichte  (1871).  Übersicht  der  gleicheckigen  Poly- 
eder und  Hinweisung  auf  die  Beziehung  dieser  Köi^per  zu  den  gleichflächigen. 
Neue  Arten  halbregulärer  Körper. 

E.  Heßf  über  die  möglichen  Arten  und  Varietäten  einiger  ^Körper,  Mar- 
Viurger  Berichte  (1872)  (Teil  1  behandelt  die  gleichi.'ckigen  und  die  gleichflächigen 
Polygone").  Teil  2:  Die  desgleichen  Polyeder.  Idem  ibid.  (1875):  Über  zwei  Er- 
weiterungen des  Begriffs  der  regelmäßigen  Körper.  1.  Diskontinuierliche,  z.  B. 
Ring  zwischen  zwei  konzentrischen.  2.  Polyeder,  welche  kongruente,  oder  sym- 
metrische Flächen  und  Ecken  haben,  die  aber  nicht  reguläre  sein  müssen.  Diese 
und  andere  Arbeiten  zusammengefaßt  in:  ITber  die  zuyleich  yleicheckigen  und 
;ßeichlläc}iiye,n  Polyedn-.  Kassel  ("18761.  Über  vier  Archimedische  Polyeder  höherer 
Art,  Kassel  (1878)  etc.  Alles  zusammengefaßt  in  das  Hauptwerk:  Einleitung  in 
die  Lehre  von  der  Kugelteilung,  Leipzig  (1883i.  „Das  Studium  des  Werkes  ist 
für  jeden,  der  in  diese  Materie  tiefer  eindringen  will,  unentbehrlich"  (Brückner). 
LTm  gestaltliche  Vorstellung  besonders  der  sternförmigen  A  zu  erleichtem,  schrieb 
Heß:  Über  Polyeder-Kaleidoskojie:  Marburger  Berichte  '1882).  I)yck''s  Katalog 
(1893). 

A.  Badoiireau ,  Comptes  rendus  87  (1878)  p.  823  (Memoire  sui'  les  figures 
isosceles).  Anknüpfend  an  Gerg.  9  werden  die  durch  Nullsetzen  des  Nenners,  der 
die  Archimed.  Körper  liefert,  erhaltenen  ebenen  Netze  untersucht.  Die  Arbeit  be- 
trachtet dann  Polyeder  höherer  Art. 

./.  Pitsch,  Zeitschrift  für  Realschulwesen,  Wien  (1881).  Über  halbreguläre 
iS'ierKpolyeder  (aber  später  als  Heß).  Zusatz  6  (1882)  halbreguläre  Stempolyeder 
mit  fünfseitigen  Ecken. 

A.  E.  Gesäro,  Forme  poliedr.  etc.  (s.  oben);  4.  Teil  «dimensional  (1888). 

F.  Panizza,  Periodico  3  (1888).     Nota  sui  pol.  etc.  dito. 

Einige  Werke  siehe  hei  den  regulären  Polyedern;  es  versteht  sich, 


32.   Kulerschor  Satz.  217 

daß    lue   -1  Körper    bei    Wiener   (auch    sclion    vorlier    })ei    Baltsar)    und 
sehr  ausführlich  bei  Brüclmer  behandelt  sind. 

Die  Arbeit  V.  EI)cr]ianTs,  Zur  Morjihologie  der  Polyeder,  Leipzig 
(1891),  so  hochbedeuteud  sie  ist,  und  die  von  Fedorow,  Grundlagen  der 
Morphologie  und  der  Systematik  der  Polyeder  (russisch)  (1893)  gehören 
in  die  Morphologie. 

Allgemeine  Eigensciiaften. 

Schon  Euler  zeigte  den  Zusammenhang  seines  Satzes  (Nr.  32)  mit 
dem  Desrartesschen.  „Im  kugelartigeu  Polyeder  ist  die  Winkelsumme 
der  ebenen,  die  Flächen  bildenden  Polygone  w  =  (e  —  2)  4ii";  also  nur 
von  der  Eckenzahl  abhängig;  direkter  Beweis  bei  Cauchy  (1.  c),  bei 
TIHuilier,  Legcndre  etc.  Ist  das  Polyeder  (2m  +  l)fach  zusammen- 
hängend, so  ist  der  Faktor  e  —  2  um  2m  zu  vermehren  (L'Huilier). 

Die  Folgerungen  aus  dem  ^Mkrschen  Satze,  besonders  über  die 
Zahlen  der  dreieckigen,  viereckigen  etc.  sind  von  Euler,  Cauchy,  L'Hid- 
lier,  Legendre,  Gergonne  [lo]  etc.  (1.  c.)  gezogen.  Siehe  auch  7?.  Balfzer's 
Elemente  der  Mathematik  und  Jacobi,  van  Swinden[lSiM)  Anhang  p. 436  S., 
der  sich  übrigens  unabhängig  von  Hessel  der  Bezeichnung  E^tlerscbe 
Polyeder  für  die  kugelartigen  bedient.  Schon  Eulcr  hat  in  der  ersten 
Abhandlung  (s.  Nr.  32)  bewiesen,  daß  es  kein  Polyeder  mit  nur  6  flächi- 
gen Ecken  und  kein  siebenkantiges  gibt. 

Cauchy  bewies,  daß  ein  gewöhnliches  Polyeder  durch  die  Seitenflächen 
völlig  bestimmt  ist  (s.  oben).  Legendre  bewies  in  den  Elements  de  Geometrie,  daß, 
wenn  das  Netz  eines  Polyeders  gegeben  ist.  im  allgemeinen  soviel  Bestimmungen 
als  das  Polyeder  Kanten  hat,  also  k  zur  Bestimmung  des  Poleders  genügen,  also 
z,  B.  die  Längen  der  Kanten.  Der  Legendresche  Satz  ist  dann  von  Catalan  (1.  c), 
Hoppe,  Grün.  55,  217,  H.  Schubert,  Gnin.  68,  p.  97,  L'ausenberger ,  Elementar- 
geometrie etc.  ^1887)  bewiesen. 

Die  allgemeine  Theorie  der  Polyeder  gehilrt  in  die  Morphologie 
uu<l  für  die  zahlreichen  Arbeiten  von  Cayley,  Poinsot,  Mobius,  Kirk- 
mann  Eberhard,  Hermes  etc.  verweisen  wir  auf  Brückner,  sowohl:  Viel- 
ecke und  Vielflache,  als  schon  (1897)  Progi-amm,  Geschichtliche  Be- 
merkungen zur  Aufzählung  der  Vielflache,  Zwickau,  sehr  viele  Abbil- 
dungen; auch  C.  Reinhardt,  der  sich  um  den  il/ö&»<sschen  Nachlaß  große 
Verdienste  erworben,  Programm  Meißen  (1890):  Einleitung  in  die 
Theorie  der  Polyeder  (auch  für  die  Theorie  der  Sternpolygone  wichtig, 
Farben  zur  Unterscheidung  der  Ufer). 

32.  Eulerscher  Satz.  Als  Grundsatz  der  Lehre  von  den  gewöhn- 
lichen kugelartigen  Polyedern  lautet  er  in  Deutschland  meist 

e+/'=fc  +  2, 
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WO  V  die  Zahl  der  Ecken,  /'  die  der  Seitenflilchen.  Ä:  die  der  Kauten  be- 
deutet (vgl.  aber  J.  K.  Becker). 

Der  Satz  ist  von  Etiler,  Novi  commentarii  etc.  Petropol.  4  (ad 
anu.  1752 — 53)  (1758)  publiziert,  zunächst  in  der  für  die  Schule  ganz 
und  gar  verwendbaren  Abhandlung  Elementa  doctrinae  solidorum 
p.  109—140  als  Prop.  3  §  33  in  der  Form:  S  +  H  =  A  +  2  (Angula 
solida  =  S  =  Zahl  der  körperlichen  Ecken,  H  =  Hedra  =  Fläche, 
A  =  Acies,  Plural  Acieres  =  Kante).  Euler  setzt  hinzu:  Fateri  equidem 
cogor  me  huius  theorematis  demonstrationem  firmam  adhuc  eruere  non 
potui.  Aber  in  der  angeschlossenen  Arbeit:  Demonstrat.  nonnuUarum 
insignium  ])roprietatun],  quibus  solida  hedris  planis  inclusa  sunt  prae- 
dita,  in  der  auch  das  Volumen  des  Tetraeders  durch  die  sechs  Kanten 
ausgedrückt  ist  (Joacli.  Jumjius),  gibt  er  von  141 — 153  den  Beweis 
indem  er  durch  sukzessives  Abschneiden  einer  körperlichen  Ecke,  wobei 
die  Zahl  c+/'—/,- konstant  bleibt,  die  Frage  auf  das  Tetraeder  zurückführt. 
Der  Beweis  ist  durch  und  durch  elementar  und  leicht  verständlich.  Er 
deutet  vorher  auch  schon  den  Beweis  an,  den  Körper  aus  Pyramiden 
zusammenzusetzen  wie  das  Polygon  aus  Dreiecken,  den  später  L'Hiiilier 
ausgeführt  hat.  Er  zeigt  auch  den  sich  gegenseitis;  bedingenden  Zu- 
sammenhang  zwischen  dem  Ealerschen  Satz  und  dem  von  Descartes: 
Die  Winkelsumme  W  der  planen  Winkel  ist  {e  —  2)4  Rechte. 

Der  Satz  galt  als  Eulersches  Eigentum ,  bis  E.  Protihet  am 
23.  April  (1860)  die  Pariser  Akademie  aufmerksam  machte  auf  eine 
von  Leibniz  stammende  Abschrift  einer  Notiz  von  Descartes,  gedruckt 
in  den  oenvres  inedits  von  Foucher  de  Cerreil,  Paris  (1860i.  Protihet 
gab  mittels  Normalen  auf  die  Flächen  von  einem  Punkt  aus  den  Be- 
weis des  Etderschen  Satzes  aus  dem  Satz  über  TF;  aber  erst  Baltzer. 
Berliner  Monatsberichte  1861  p.  1045  wies  nach,  daß  der  von  Pronhet 
nicht  mitgelesene  Schluß  den  Beweis  von  Desrartes'  Kenntnis  des  Etder- 
schen Satzes  lieferte,  die  z.  B.  J.  K.  Becker,  Schlöm.  14  (1869)  noch  be- 
zweifelt.   Mau  vgl.  auch  de  Jonqiiiires,  C.  R.  110,  mehrere  Noten  (s.  u.). 

Indessen  hat  Etiler,  der,  wo  er  konnte,  Quellen  angab  (Fermatsche 
Satz  bei  Kreis)  a)  den  Satz  nicht  gekannt,  b)  hat  er  ihn,  und  mühsam 
genug,  bewiesen.  Gekannt  aber  hat  Archimedes  schon  den  Satz,  wie 
Bcätzer  und  Günther  (Vermischte  Untersucliungen)  bemerken,  da  er 
sonst  unmöglich  die  halbregulären  (gleicheckigen)  Polyeder  alle  (bis 
aui  die  unbestimmten)  hätte  aufstellen  können,  und,  wie  LTtinthcr  wahr- 
scheinlich gemacht  hat,  auch  Cardnno;  aber  Etiler  hat  ihn  heiviesen 
[in  der  Natur  des  Arrhimedes  lag  es  freilich,  Sätze,  die  er  expei-imen- 
tell  gefunden,  zu  beweisen,  und  den  Beweis  Eiders  hätte  er  ebenso  gut 
geben  könuenj. 
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Nach  EnJcr  hat  sicli  auch  Castillon  uiit  dem  Satz  beschäftiüt  und 
sodann  Lcf/endre,  der  in  den  Elementen  einen  für  kiigelartige  (Möbius) 
Polyeder  geltenden  Beweis  mittels  des  Ausdrucks  für  den  Inhalt  eines 
sphärischen  Polygons  gab,  und  derselbe  Beweis  findet  sich  bei  Meyer 
Hirsch,  Geometrische  Aufgaben  Teil  2  (1807)  p.  93  (und  bei  Heß, 
Kugelteilung  p.  191).  Wie  L'Huilkr  sehr  richtig  bemerkt,  ist  aber  die 
Einfachheit  nur  s(!heinbar,  da  der  Beweis  die  Hphihik  voraussetzt. 

Gleichzeitig  sind  dann  Caucliy  und  L'Huilier  zu  erwähnen  und 
vor  beiden  Poinsot,  Nachtrag  zu  der  Arbeit  über  die  Sternpolyeder  (s. 
oben),  p.  46 — 48,  der  den  IJnlerschen  Satz  für  Polyeder  höherer  Art 
beweist.  Poinsot  gibt  die  Tragweite  des  Legendreschen  Beweises  an 
und  dehnt  ihn  aus  auf  den  Fall,  daß  die  Kugel  mehrfach  („U^fach)  bedeckt 
wird,   aber   die   begrenzenden  Polygone  alle  erster  Art    sind:    er  erhält 

,S  +  //=^  +  2£'. 

Cauchy,  Memoire  (s.  oben  Nr.  Hl)  Teil  2  p.  77:  Wenn  man  ein  Poly- 
eder in  so  viel  andere  zerlegt,  als  man  will,  so  ist,  indem  mau  be- 
liebig eine  Ecke  im  Innern  annimmt,  falls  P  die  Anzahl  der  neuen 
Polyeder  ist:  S  -\-  F  =  A  +  P  -[-  1;  als  Folge  davon  ergibt  sich  der 
Eulersche  Satz  und  als  Spezialfall  der  Satz  vom  ebenen  Netze: 

S  +  F=Ä  +  1. 

Dieser  wird  jetzt  direkt  bewiesen,  indem  man  aUe  Polygone  des 
Netzes  in  Dreiecke  zerlegt,   oder  durch  den  Schluß   von  n  auf  ii  -\-  1. 

Der  Beweis  ist  schon  in  der  correspondance  sur  l'ecole  polytechn. 
(Hacketfe)  t.  2  N.  3  vom  3.  Janv.  (^1811)  i  der  bekannte  Beweis,  von 
Grunert,  AreJi.  47:)  gegeben;  widersprechend  ist,  daß  er  hier  schon  auf 
das  im  Februar  gelesene  Memoire  verweist. 

L^Huilier,  Gerg.  3  (1812)  p.  IG!) — 189;  Auszug  von  Gergonne  und  Zwischen- 
bemerkungen Gergonne's.  Memoire  sur  la  polyedrometrie,  contenant  une  demonstr. 
directe  du  the'oreme  di'Euler  et  un  examen  des  diverses  exeeptions  auxquelles  ce 
thäoreme  est  assujetti.  Die  Arbeit  stammt  vermutlich  von  1801);  sie  gibt  zwei 
Beweise : 

1.  schon  von  Euler  angedeutet,  durch  Zerlegung  von  einem  inneren  Punkt 
ans  in  Pyramiden,  und 

2.  durch  Projektion  des  Körpemetzes  auf  eine  Ebene.  Die  Winkelsumme 
des  Projektionsnetzes  läßt  sich  dann  leicht  doppelt  ausdrücken  und  liefert 
den  Satz. 

Geryonnc  beweist  dann  streng  den  Descartesschen  Satz  über  die  Summe  der 
Kantenwinkel  (4('  —  8).  Es  schließen  sich  dann  zwei  Sätze  von  Fran<;ais  an 
p.  189 — 191  über  die  Summe  der  Angul.  solid.  (Ecken)  und  der  Dieder.  Der  zweite 
Beweis  ist  von  J.  Steiner,  der  generaliter  mit  den  Gerg. sehen  Annalen  gut  bekannt 
war:  Crelle  1  p.  364  reproduziert,  wie  der  CoucÄysche  von  Grunert,  Grelle  2  p.  367; 
er  findet  sich  u.  a.  bei  Mehler  nämlich  der  zweite,  von  Steiner  reprod.  B.  und  ist 
in  den  Schulen  der  gewöhnliche. 
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L'Huilier  geht  schon  auf  die  Ausnahmen  ein.  Das  Polyeder  kann  aus  i 
einzelnen  Eitlerschen  Polyedern  bestehen,  es  kann  von  o „Kanälen"  durchbrochen 
sein,  es  kann  von  1,  2,  3  ■  ■  ■  Polygonen  begrenzt  sein,  die  jedes  in  sich  p^ ,  p^  etc 
zur  Grenze  gehörende  Polygone  enthalten;  dann  ist 

r-7,-  +  /-=2(t:-o  +  l)+^p. 

Clir.  Hessel,  Crdle  8 'p.  19;  Nachtrag  zum  Euhrschen  Satz.  Ausnahmen, 
Zusammenstellung  von  Polyedern,  die  sehr  ähnlich  sind,  und  wo  für  das  eine  der 
Eulcrsche  Satz  gilt,  für  das  andere  nicht.  Idem:  Quaestiones  stereometricae  potissi- 
muiii  ad  theorema  Euleri,  Marburg  ('1831),  ganz  eigenartiger  Beweis. 

Schulz  V.  Strasznicki,  Crellr  14  p.  83  zeigt,  daß  die  Ausnahmen  von  Aufsetzun- 
gen und  Aushöhlungen  herrühren. 

Ch.  r.  Stuudf ,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  (1847)  §4  (so  einfach  und 
kurz  der  Beweis  ist,  er  wird  von  den  Schülern  nicht  erfaßt). 

/.  B.  Sturm,  Grün.  24  (1855)  p.  114  Nr.  4. 

Cayley  (1.  o.)  verbessert  die  Poinsotsche  Formel  durch  Definition  des  Inhalts 
eines  Sternpolygons  (s.  Inhalt)  und  findet  die  allgemein  gültige  Formel: 

fS  +  eH=A  +  2Z). 

E.  F.  August,  Programm  (1.  c.)  (1854),  Fußnote  (im  wesentlichen  Euler). 

P.  A.  Kirkman,  Lit.  and  phil.  society,  Manchester  (1855)  p.  47.  On  the 
Repres.  and  Eüumerat.  of  Polyhed.  Das  iJitZcrsche  Polyeder  aus  einem  prismatischen 
Körper  so  durch  Schnitte  hergeleitet,  daß  c  -\-  f  —  /.■  konstant  bleibt. 

../.  B.  Listing,  Einleitung  zum  Zensus  räumlicher  Komplexe. 
Unter  Zensus  versteht  er  die  Kunst  zu  zählen;  er  gab  dem  Satz  die 
allgemeingültige  Fassung,  die  ihn  mnemotechnisch  leicht  behaltbar 
macht.  Gibt  man  der  Ecke  die  Dimension  0,  der  Geraden  1,  der 
Fläche  2  und  dem  Raum  3,  so  lautet  der  Satz:  Die  Gesamtzahl  der 
geraden  Begrenzungsstiicke  ist  gleich  der  der  ungeraden.  Listing  macht 
auf  die  Unbestimmtheit  von  L'Huilier's  Zahlen  aufmerksam,  die  er  in 
dem  Zensustheorem,  der  denkbar  größten  Verallgemeinerung  des  Euler- 
schen  Satzes,  beseitigt.  Derselbe:  Zensus  rännäiclter  Komplexe,  Göt- 
tingen (1862),  vielleicht  die  bedeutendste  topologische  Arbeit.  (Er  hat 
unabhängig  von  Gauß  und  Hiemann  die  Bedeutung  der  Zahl  j)  erkannt.) 

,1.  Cayley.  Philosoph,  magazine  21  p.  424.  On  the  partition  of  a  close  (1861). 
Verallgemeinerung  des  £'itZerschen  Satzes  auf  einen  geschlossenen  Linienzug  in 
der  Ebene  oder  auf  der  Kugel. 

/.  K.  Becker,  Grün.  38  (1862)  p.  315:  Zur  Polyedrom.;  desgl.  40  (1863;i  p.  12 
{&.  unten). 

E.  Catalan  (1.  c.i  2 — 25  Folgerungen  aus  dem  Effferschen  Satz  (Legendrescher 
Satz,  8.  oben). 

^4.  Möbius,  Sächsische  Berichte  Bd.  15  (1863)  p.  18.  Gesammelte  Werke 
Bd.  2  p.  433.  Über  die  Bestimmung  des  Inhalts  eines  Polyeders  Bd.  17  (1865) 
p.  31  (s.  Inhalt).  Dazu  der  von  C.  Reinhardt  herausgegebene  Nachlaß.  So  hoch  be- 
deutend die  Arbeiten  sind  (einseitige  Fläche\  so  gehören  sie  trotz  des  Titels  nicht 
in  die  Elementargeometrie.  Sie  sind  wie  die  Arbeit  Catalant;  dirrch  die  Preis- 
aufgabe der  Pariser  Akademie  hervorgerufen,  für  deren  Lösung  die  Arbeit  von 
Möbius,  weil   sie  nicht  verstanden  wurde,  den  Preis  nicht  erhielt.     Sie    stammen 
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aus  1858.  Stäckel  hat  Math.  Annalen  52  (189U)  p.  598  auf  dio  Priorität  oder  auf 
die  Gleichzeitigkeit  und  Unabhängigkeit  der  Entdeckung  der  einseitigen  Fläche 
durch  Listing  hingewiesen. 

L.  Matthießen,  Schlöm.  8  (1863)  p.  44'.l  ,  Über  die  scheinbaren  Kin- 
schränkungen  des  Eidersvhen  Satzes,  ordnet  alle  Polyeder  dem  Satze  unter. 

Scliäffer,  Schlöm.  9  (18G4)  p.  303.  Erweiterung  bei  nicht  einfach  zusammen- 
gesetztem Netze. 

CaniiUe  Jordan,  Crelle  G6  (186G)  p.  22.  Recherches  sur  les  polyedres. 
üegritf  des  „Aapects",  Einteilung  der  Eulirsch&n  Polyeder  in  neun  Klassen  nach 
der  Symmetrie  {Bravais).  Grelle  66  p.  80.  Resume  etc.  Sur  la  symetrie  des 
polyfedres  non  euleriens.  Fortsetzung:  Crdle  68  p.  297  und  Note  sur  la  symetrie 
inverse  des  polyed.  non  euleriens  (Rapport  von  Bertrand,  Comptes  rendus  62  (1866) 
p.  1208,  und  Brückner  im  Anhang).  Er  führt  wohl  als  erster  den  Riemuinwciuiu 
Begriff  des  Zusammenhangs  einer  Fläche  in  die  Polyederlehre  ein.  (Die  Arbeiten 
sind  aber  nicht  elementar.) 

Thieme,  Brief  an  Bultzer  (1867)  10.  Nov.  Petersburg,  mitgeteilt  3.  AuH.  a870) 
p.  213,  vgl.  Bemerkung  zu  Staudt. 

J.  K.  Becker,  Schlöm.  14  (1869)  p.  65,     Nachtrag  p.  337. 

Scharfe  Definition  von  Polygonen  nach  jRiemaiiii.  schließt  Sternpolygone  aus, 
aber  nicht  mehrfach  zusammenhängende;  dito  Polyeder  p.  69.  Die  Zahl  D  der  Drei- 
ecke, in  welche  sich  die  Oberfläche  des  Polyeders  durch  Diagonalen  zerlegen  läßt, 
ist  bei  einfachem  Zusammenhang  der  Oberfläche  und  ihrer  Seitenflächen  D  =  2 
[e  —  2),  wo  c  Zahl  der  Ecken.  Dies  ist  der  Fundamentalsatz,  aus  dem  unmittelbar 
der  DescartesBche  Satz  und  ebenso  unmittelbar,  da  D  ^  2  A"  —  2  j?  ist,  der  Euler- 
sche  folgt.  Ein  Polyeder  ist  «-ter  Rlasse,  wenn  es  durch  ii  Grenzflächen  im  Innern 
in  zwei  getrunnte  Teile  geteilt  wird,  deren  Oberfläche  einfach  zusammenhängend  ist. 

D  =  2  (e  -|-  2h  —  4); 

auf  diesen  Satz  ist  der  Zusammenhang  der  einzelnen  Seiten  ohne  Einfluß;  ferner 
erweiterter  Eulerscher  Satz,  wenn  sämtliche  Flächen  erster  Art  sind : 

f  -\-  e  =  k  -\-  i  —  2  H. 

Folgerungen  fünf  Gleichungen.  Ein  Polyeder  ohne  dreiseitige  Ecken  und  drei- 
seitige Flächen  kann  nicht  von  der  Art  1  sein;  gehört  es  in  Klasse  2,  so  hat  es 
nur  vierseitige  Ecken  und  Flächen.  Schluß:  Polyeder  höherer  Klasse  mit  gleich- 
vielseitigen Ecken  (3  -|-  c)  und  gleichvieleckigen  Flächen  3  -)-  (j ;  dann : 

k  -  o  ir  -  2)  4-  Mn  -  2)  («  +  p  +  1) 

wobei 

i:  >  6  (re  —  1),     a  und  (3  =  <  4. 

1.  Nachtrag  p.  337 — 343.     Inzwischen  hat  Becker  Jordan  kennen  gelernt. 

C.  Jordan,  Oberfläche,  die  von  m  geschlossenen,  sich  selbst  nicht  schneidenden 
Linien  begrenzt  und  von  solchem  Zusammenhang  ist,  daß  man  n  geschlossene 
sich  selbst  nicht  schneidende  Linien  auf  ihr  ziehen  kann,  ohne  sie  zu  zerstücken, 
ist  vom  Typus  (m,  «),  und  es  ist: 

S  -\-  F  =  A  -{-  2  —  m  —  in. 

Becker  zeigt  dann,  daß  sich  jedes  ebene  oder  windschiefe  c  -  Eck  durch  e  —  3 
Diagonalen  in  e  —  2  Dreiecke  zerlegen  läßt,  wobei  es  einerlei  ist,  wie  man  die 
Diagonalen  zieht,  wenn  sie  sich  nur  nicht  schneiden. 
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•2.  Nachtrag:  ibid.  18  (1873)  p.  828.  Werden  alle  mehr  als  dreiseitigen  Ecken 
eines  Polyeders  von  (2»  -|-  l'ifachem  Zusammenhang  in  Dreikante  zerlegt,  so  ist 
die  Anzahl  aller  dieser  .r  =  2/'+  4  («  —  1).  ScJilüm.  19  p.  459.  Aufhebung  der 
Beschränkung,  daß  der  Umfang  sich  nicht  schneidet,  und  Ausdehnung  auf  Stem- 
polyeder. 

C.  Seiddin,  Becis  etc.  Tychs.  Tidsskr.  (2)  6  (1870)  p.  22  ^erster  L'Huüierschei 
Beweis). 

/.  P.  Kirkman  and  /.  Booth,  Educational  times  20  (1874)  p.  26. 

H.  Schubert,  Grün.  63  (1879)  p.  97.  Die  Konstantenzahl  eines  Polyeders  und 
der  Eulersc\i&  Satz  (abzilhlende  Geometrie). 

B.  Hoppe ,  ibid.  p.  100.  Ergänzungen  des  Eidersehi.u  Satzes  von  den  Poly- 
edern, anschließend  an  L'HuiUer  und  auch  in  der  Beweismethode.  Sind  /(  Durch- 
brechungen, (■  Durchlöcherungen  und  ij  leere  Räume,  so  ist 

e  +  /'=A--f-2  +  (Ä  +  ig--2c). 

W.  Godt,  Untersuchungen  über  Polyeder  von  mehrfachem  Zusammenhang, 
Programm  Lübeck  (1.S81): 

r  —  l  -\-  f  =  '2  -{-  (o  —  p), 

wo  p  der   Grad   des  Zusammenhangs   der  Oberfläche  als   solcher;  also,   wenn  die 
begrenzten  Polygone  alle  einfach  zusammenhängend  sind: 

e  —  A-  -|-  /■  =  3  —  ». 

Edm.  Heß,  Einleitunff  in  die  Lehrp  von  der  Kugelteiluiig,  Leipzig  (1883), 
s.  üben. 

C.  Ci-one,  Zeuthen  Tidsskr.  (5)  3  (1885)  p.  44.  On  Eulers  Sätning  on  Polyed. 
Formel  von  Godt;  idem:  Nyt  Tidsskr.  4  (1893);  ibid.  auch  Ansted. 

C.  Bernhardt,  Sächsische  Berichte  (1885):  Zur  Mübiitsscheu  Polyedertheorie 
(nicht  elementar). 

0.  Bausenheryer,  Die  Elementargeometrie  (1887),  s.  Methodik. 

1.  Böllner,  Zeitschrift  für  das  Realschulwesen  (1890)  p.  133:  Über  einfach 
und  mehrfach  zusammenhängende  Polyeder. 

C.  Beinhardt,  Einleitung  in  die  Theorie  der  Polyeder.  Programm  Meißen 
(1890). 

31.  Buschig,  Zum  jEH/tcschen  Satz  der  Polyedrom.  i Festschrift  des  Gymna- 
siums Schneeberg  (1891)^;  gute  Arbeit,  aber  nicht  elementar  (einfaches  Polyeder, 
mehrseitige  Ecken  etc.). 

E.  de  Joiiqiiieri'.i.  Comptes  rendus  110  (1890)  p.  169.  Nöte  sur  le  theoreme 
iTEuler  dans  la  theorie  des  polyedres;  auch  historische  Notizen,  ibid.  p.  110:  Note 
sur  un  point  fundamental.     Eulerscher  Beweis  ohne  E.  zu  kennen! 

.7.  Perrin,  ibid.  p.  273:  Sur  uns  generalisation  du  theoreme  d'Euler  etc.; 
vgl.  Cayley  (1868). 

7?.  Boiiolofti,  Rendiconti  di  Bologna  (1890)  p.  132:  Alcune  osservazioni 
suUa  detinizione  di  connessione.     Anschluß  an  Jordan,  nicht  elementar. 

W'eill,  Nouv.  annal.  (3,i  17  (1898)  p.  120  zeigt,  daß  es  auch  nicht-£'i(ter- 
sche  Polyeder  gibt,  für  welche  durch  Kombination  von  Singularitäten  der  Satz 
gilt,  was  schon  L'Hiiilier  mit  dürren  Worten  ausgesprochen  hat.  Ibid.  vorher 
(3)  8  Bourlet,  elementar,  aber  nichts  Neues. 
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Max  Hrückiicr,  Vielecke  und  \^ielH;ic.tie  (1900);  dort  auch 
der  Satz  mit  seinen  Erweiterun<^'eu  und  Nr.  f)6  t;  57  Geschichte!  des 
Eulerschen  Satzes.  Das  Werk  Brüclners  zeugt  von  ebensoo-roßem  Fleiße 
wie  Sachkuuile  über  das  ganze  Gebiet  der  Polyeder. 

J.  Trifjoiioinctrie. 
'i'i.    Ebene  Trigonometrie    (und   l'ojygonüuietrie). 
a.   All^euioincs. 

Die  ebene  Trigonometrie,  selbständiger  Zweig  seit  Nasir  Eddin,  den 
Karatheodory  (1892)  französisch  übersetzt  hat,  und  die  Polygonometrie 
sind,  wenn  man  von  der  Vermehrung  des  Aufgabenmaterials,  z.  B.  durch  die 
Berechnung  der  Entfernung  der  merkwürdigen  Punkte,  durch  die  Ein- 
führung der  Winkelhalbierenden,  Höhenabschnitte  etc.  und  von  ihrer 
Verwendung  zur  modernen  Dreiecksgeometrie  absieht,  über  Eider, 
EHuüier,  Legnidre,  Cagnoli  nicht  wesentlich  hinausgekommen. 

E.  Haentzscliel  (Programm  Berlin,  Ostern  1900)  bestreitet  zwar 
liudio  gegenüber  Eider  das  Verdienst,  die  trigonometrischen  Funktionen 
als  Verhältnisse,  d.  h.  Zahlen  aufgefaßt  zu  haben,  doch  mit  Unrecht. 
Er  ist  freilich  langsam  durchgedrungen;  noch  in  der  7.  Auflage  des 
Lacroix  findet  sich  der  Radius,  dagegen  ist  bei  Terquem  [Manuel  de 
geometrie,  2.  AuÜ.  (1838)]  schon  die  reine  Zahl  klar  und  scharf, 
während  z.  B.  Natani  noch  1867  im  Hoff'ma)mschen  Wörterbuch  den 
Sinus  als  Kathete  definiert,  so  daß  Reuschle  in  seiner  ausgezeichneten 
Trigonometrie  von  1873  es  noch  für  nötig  hielt,  besonders  zu  betonen, 
daß  die  trigonometrischen  Funktionen  nicht  Linien  sondern  Zahlen 
sind.  Vgl.  dazu  Ä.  v.  Braunmüld,  Biblioth.  math.  Enesfröin  (1901)  p.  64: 
Die  Entwicklung  der  Zeichen-  und  Formelsprache  in  der  Trigonometrie, 
der  Euler  volle  Gerechtigkeit  widerfahren  läßt. 

Neben  goniometrischen  Relationen,  Reihenentwicklung  und  Be- 
handlung gewisser  Probleme  wie  die  Hansensche  und  die  Fofhenotsche 
Aufgabe,  wie  die  Gleichung: 

(i  sin  X  +  h  cos  x  =  c  etc., 

handelt  es  sich  besonders  um  die  Erweiterung  der  Definitionen  über 
das  rechtwinklige  Dreieck  hinaus  oder  über  den  2.  Quadranten  und 
um  den  allgemeinen  Beweis  des  Additionstheorems.  Die  Erweiterunc: 
geschieht  entweder  durch  das  von  Mobius  besonders  scharf  betonte 
Prinzip  der  Zeichen  (schon  Cagnoli  jiach  dem  Vorgang  der  analytischen 
Geometrie)  oder  durch  das  Additionstheorem  mit  der  durch  die 
preußischen    Lehrpläne    von    1892    gebotenen    Variante    a  =  [i.      Für 
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ersteren  Modus  lenke  ich  die  Aufmerksamkeit  auf  das,  wie  es  scheint, 
ganz  unbeachtete  Lehrbuch  der  Trigonometrie  von  H.  Graßmann  (dem 
Großen)  (1865).  Für  Yiereckstrigononietrie  haben  besondere  Verdienste 
Sretsclineider  und  G.  Dostor.  Für  die  Ausbildung  des  Aufgaben- 
materials nenne  ich  den  bedeutenden  in  Heiligenstadt  vergessenen 
Synthetiker  Franz  Seydeicitz.  ferner  John  Gasen,  J.  ]^eiiberg.  0.  Hermes. 
Lieber  und  v.  Lühmann;  großes  Material  hat  auch  Schcllhach  seinen 
Schülern  übermittelt. 

b.  Geschichte. 

C.  y.  Fjleiderir,  Geschichte  der  ersten  Einfühi'ung  der  trigonometrischen  Linien, 
Tübingen  ^1785  und  1790)  und  Trigonometrie  (1802i. 

F.  Wilberg,  Die  Trigonometrie  der  Griechen  (1838)  (Benutzung  von  Delamhre). 
Einige  Notizen  auch  im  Klügel  5  (Grunert). 

S.  Baltzer,  Elemente  der  Geometrie  Bd.  2  (1853). 

(rott.  Wagener,  Geschichte  der  geometrischen  und  trigonometrischen  Lösungen 
bis   lSö-2.     Progr. 

Auhry,  Bourget  (1895);  Notes  historiques  p.  104  etc. 

A.  V.  Braunmülü,  Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Trigonometrie  Bd.  1 
(1900),  vgl.  auch  die  Etieströmsche  Bibüotheca  mathematiea  und  A.  v.  Braun- 
mühTs  Beiträge  zur  Geschichte  der  Trigonometrie  (1897)  (Leopold.  Carolin.  Aka- 
demiej. 

H.  Zeuthen,  Biblioth.  math.  Enestriim  (1901)  p.  20:  Note  sur  la  trigonometrie 
de  l'antiquite;  ibid.  p.  321:  M.  Curtzc,  Urkunden  zur  Geschichte  der  Trigonometrie 
im  christlichen  Mittelalter. 

c!  Additmistheorem:  Einfachste  Ableitung  von  sin  («  -{-  ß)  für 
«  -p  /3  <  :r  durch  Caucliy  (als  Schüler  der  ecole  polytechnique)  mit- 
geteilt von  Terquem,  Xouv.  annal.  3  ( lS44j  p.  376.  Man  fallt  eine  Höhe, 
dami  ist  das  ganze  Dreieck  gleich  der  Summe  der  beiden  recht- 
winkligen Dreiecke.     Die  Lösung  ist  oft  reproduziert,  z.  B.: 

Grunert,  Grün.  21  (1853)  p.  237,  Küsters,  Grün.  22  p.  232,  sowie  in  ilathesis 
und  Bourget;  aber  sie  ist  ihrer  Art  nach  gut  mittelalterlich  und  findet  sich 
u.  a  bei  A.  Cagnoli,  2.  Aufl.  (1804)  Kap.  4  p.  18;  sie  steht  auch  in  Hoff'mann''s 
Wörterbuch  {Xatani;.  Sin  (a  -\-  (3)  durch  Ptolemäos  als  Lösung  der  ecole  polyt. 
mitgeteilt  von  M.  E.  Midy,  Nouv.  annal.  3  (1844);  aber  schon  Carnot  hat  (1801 
und  1803)  darauf  hingewiesen  (s.  auch  Ptolemäos j. 

P.  F.  Sarrus,  Gerg.  11  p.  30;  cos(x  —  y)  aus  Distanz  der  Sehne. 

Thibaidt,    Nouv.  Annal.  2   ^1843)  p.  309.  allgemeiner  Beweis. 

F.  Arndt,    (rrun.   6    p.    95;     allgemeiner    Beweis    dm-ch    Erweiterung    vom 

speziellen  Fall  c  -h  1^  <I  .-,  ■ 

/.  Astrand,  Grün.  18  p.  479;  ähnlich  wie  Cauchy. 

C.  Spitz,  Grün.  32  (18ö9"i  p.  289,  allgemeingültig;  bemerkenswert  dvirch  Ein- 
führung der  Funktionen: 

a  —  1  a 

i-  ,1  -  (-  D")  (-  1)~^=  <7„;    l  (1  +  (- D")  (-  1)  -  =  y„. 
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//.  (i.  Graßmann,  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  Berlin  (la65),  y.  26  cos(.E-f-y) 
durch  Projektion  und  allgemeingültig. 

Ch.  Brisse,  Nouv.  annal.  (2)  16  (1877)  p.  '19;   cos  ia  -\-  ß)  durch  Projekfcionssat/,. 

H.  Hart,  Mensenycr  4  (1875)  p.  U7.     Ptolemäos. 

Graf  Pfeil,  Grün.  58  (1876)  p.  311»  {Cauchy). 

H.  Lemonnkr,  Nouv.  annal.  (2;  10  (1851)  p.  26;  cos  {a  +  (3)  durch  geometrische 
Sätze  gefunden. 

A.  Gravelaar,  Nieuw  Archief  (ö)  187  (187'.();  De  Groudforiuulen  etc. 
E.  Brand,  Boiirijcl  (1805)  p.  170.    Geom.  Ableitung. 

B.  Nieivenglowski,  Bouryet  (1886)  p.  8  cos  (x  —  y)  mittels  Projoktionssatz; 
weit  besser  als  die  Ableitung  von  Fajon,  Bourget  (1878)  p.  271. 

Ä.  Thiry,  Mathesis  10  (1890)  p.  54;  ibid.  p.  112,   B.  J.  Glasen. 

E.  Haentzschfl,  Programm  (58)  Berlin  (1901)  -wie  Cauchy. 

A.  Morofj';  Unterrichtsbliltter  für  Mathematik  und  Naturwissenschaften  (1900) 
No.  5.     Allgemeingültigkeit. 

Multiplikation  ohne  Moivre. 

C.  F.  A.  Jacobi  in  'oan  Swindcn's  Elem.  der  Gem.  (1834)  Anhang  p.  331  u.  332. 
Alf.  Di  Legge,    Battaglini  U    (1871)   p.  377  ^'°^  (A  +  B  +  C  +  D  -{- . . .);  vgl. 

Vachette,  Nouv.  ann.  1  p.  345  oder  ./.  Bernoulli  1701. 

Villarceau,  Gomptes  rendus  t.  82  (1876);  durch  Differentiation  der  Rekiirsions- 
formel. 

F.  Arndt,  Grün.  4  p.  441 ;  cos  n.x  -.  cos  ".r  und  sin  nx  :  sin  ".v,  als  Funktion  von 
tg  x.     (Maclaurinsche  Reihe.) 

D.  Andre,  J^ionv.  annal.  2,  10  p. 359;  sin  (»a -)-«;,  cos  (na  -\-s).  Catalan  ibid.  (3),  2, 
p.  529  cos  mx  und  sin  mx  durch  2  sin  ,c  und  2  cos  x.  Mourguts  (2)  12  p.  408.  Le  Besgue 
p.  425  (besser).  A.  Desboves  (2)  14  p.  385;  kurz  und  elementar;  ders.,  Questions 
de  trigonomätrie  z.  B.  .Ssin  {b  —  c)  cos  (&  -)-  c)  =  0,  sin  26  —  sin  2  c  etc. 

A.  Gayley  Messenger,  5  (1876)  p.  7:  On  the  expression  for  1  +  sin  (2^  +  1)  m 
in  terms  of  sin  u. 

J.  W.  L.  Glaisher,  Messenger  4  (1874)  p.  137.  Kettenbruch  für  tg  n  —  ,  auch 
tgÄ^,   vgl.   S.  231. 

A.  R.  Anglin,  Educ.  times  (1885),  auch  Gniii.  (2)  2  p.  407,  vgl.  S.  230. 

Humbert,  Educ.  times  60,  (,1860)  p.  62  No.  11  725. 

Tli.  Cotterill.  Quartei-ly  Journal  7  (1866)  p.  259;  wichtige  Eelationeu  zwischen 
Sinus  und  Kosinus  von  9  Winkeln,  von  denen  4  oder  9  unabhängig; 

dazu  A.  Cayley  (1878);  Quart,  jouru.  15  p.  196,  Note. 

J.W.  L.  Glaisher,  Messenger  8  p.  46;  trigonometrische  Identität.  Me.9s.  10  (1881) 
p.  26,  Relation  zwischen  4  beliebigen  Winkeln  und  ihren  algebraischen  Summen. 

Cayley,  Messenger  5  (1876)  p.  164.  Wenn  A-\-B-\-C-\-F-\-G-\-H=0,  so 
ist  jsin  ( J.  -(-  F)  sin  {B  -\-  F)  sin  {C  -|-  F)  cos  JP  sin  F |  =  0 ,  dazu  Erweiterung  durch 
B.  F.  Scott.  Messenger  10  (1881)  p.  142,  welche  ibid.  8  p.  155  den  Satz  bewiesen  hatte. 

Graphische  Demonstration  der  bei  weitem  am  häufigsten  gebrauchten 

Bormel:  siii  2<p  =  2  sin  95  cos  (p 

von    E.   Harrisoll.    Tlie    niathem.   monthly    (Riinelc,    tJambridge  America.    (1860) 
p.  220. 

Simon,  Klemeutargeometrie,  15 
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■J.  W.  L.  Glaisher,  Proceed.  of  the  philos.  society,  Cambridge  3,  p.  31'J  u.  383. 
Formeln,  durch  Transfonuation  der  elliptischen  Funktionen  erhalten,  werden  ele- 
mentar abgeleitet  von  N.  Ooffart,  Nouv.  annal.  (3)  3  p.  104.  Formeln  von  Glaisher, 
Congres  de  l'association  t'rani;aise  zu  Reims  (1880)  17.  Aug.,  verallgemeinert  durch 
Hermite,  Nouv.  annal.  (3)  4  p.  57. 

Elementare  Berechnunf/  des  Sinus. 
Erklärung  für  „Sinus"  aus  dem  arabischen  Dscheib  (Sectio). 

CJi.  L.  LJder,  Zach's  Monatliche  Korrespond.  (1812)  Juli;  Über  die  Trigono- 
metrie der  Alten.     [Schuhert,  Nova  acta  Petropol.  12.) 

Das  Wort  Sinus  richtig  erklärt  durch  den  Orientalisten  Munck,  Note  von 
Terquem  zu  F.  Woe^jke,  Nouv.  annal.  13  p.  380  und  nicht  erst  durch  31.  Koiype, 
Programm   des  Andreas -Realgymnasiums,  Berlin  (1893). 

E.  Lakenmacher,  Gran.  (2)  9  (18u0 — 91)  p.  215.  Annähernde  Sinuswerte  (genau 
für  7,5";  12";  15";  18»;  22,5";  30»,  36»,  45»)  mittels  3  Formeln  von  0  —  15,  15—30, 
30 — 45.  —  Für  die  Beziehungen 

j      7  ^  1     •!  ^.        a-       a' 

a  —  sin  a  =  a;  rf  <Q  -^  o";   cos  «  <  1 t  4"  TT  ! 

b  2         24 

einfacher  Beweis  von  H.   Vincent,  Nouv.  annal.  1  (1842)  p.  272,  E.  Lionnet,  Nouv. 

(i '  (t  "^ 

annal.    2    p.    210,     Festsetzung   der  Grenzen    —    und   — •     A.  Deladireere,  x>.  494; 
11  a  0  7  >  1  ' 

rf  >  —  a^  und   (/  <  „  a'-';  ./.  .fvlfniij.  Nouv.  annal.  (2)  14  (1874)  p.  171;  geometrischer 

Beweis,  daß  d      — •     (Die  kleine  Lücke  im  Beweis,  daß  das  vSegment  <[  als  das 
4 

doppelte  Dreieck,  ist  leicht  auszufüllen.)    d  <[    -  von  Benies,  Mathesis  10  p.  112; 
d  <^  — ,  einfach  geometrisch  von  j\l.  Foache,  Bourget  (1895)  p.    54; 

«■  —  sin  «■  <  tg  «■  —  e-,   wenn   »<  ~  , 

bewiesen  mit  Hilfe  des  Satze«,   daß  die  Verbindungslinie   der  Mitten  zweier  Tan- 
genten den  Kreis  nicht  schneidet,  von  Genese,  Educ.  times  82  (IbSö)  No.  7140. 

Übrigens  wußte  schon  Pappus,  daß: 

2  a 
a  —  sin  «  <  Satz  15,  Buch  5. 

Tt 

Daß  der  Bogen  (<  "  j  zwischen  sinus  und  tangens,  beweist  Lacroix 
ohne  Arclämedisch&v.  Grundsatz,  R.  Baltzer,  §  3,  Schluß,  einfach  aus 
dem  Umstand,  daß  der  Sektor  zwischen  Sinus-  und  Tangentendreieck  liegt. 

Die  arabische  Methode  für  sin  1»:  F.  Woepke,  Liouville  19,  p.  153,  301.  Die 
Formel  von  „Ozanaiif  benutzen  P-  Mansion  und  H.  Brocard,  Mathesis  9  p.  101. 
181,  205.  Le  Puige  bemerkt  ibid.  10  p.  34,  daß  sie  von  SneU,  und  Moritz  Cantor, 
daß  sie  sich  schon  bei  Nicolaus  Cusamts  findet: 

3  sina; 

2-|-C08X 

In  Reihe  entwickelt  ist  nämlich 

Saina;      1      j,  1       , 

2  +  cos  a;  ~  ""  ~  180  ^   ~  1512  ^  ~    ■■ 
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Die  (ilcichuug  .'i.  Gnulus  für  sin  -  =  x;  —  sin  (jp==-4a;'  —  3x,  z.  B.  Bippe, 
Gruii.  1  (1846)  p.  lO'J;  (p  =  18  —  15  =  3  (arabisch). 

In  .ö'eiV  bekannter  Aufgabensammlung  (algebraisch)  §  100,  No.  11 
findet  sich  eine  Gleichung  5.  Grades  zur  Bestimmung  eines  Zentesimal- 
grades, die  auf  sin  5«=  16 sin  5«  etc.  zurückkommt,  wenn  5«  =4,5"  ist. 

Berechnung  der  Tafeln  der  Logarithmen  der  Funktionen;  L.  B. 
Francoeur's  cours  complet  de  mathemat.  ])ur.  mitgeteilt  im  Quarterly 
journ  (1858)  p.  222. 

(Stxaßbutg)  Finck,  Nouv.  annal.  2  (1843)  p.  329.  Limite  de  l'erreur  des 
sinus  nat. 

V.  Maizka,  Grün.  12;  Genauigkeit  für  a  =  sina^tga. 

F.  Bur)iier,  Bulletin  Soc.  Vaudoise  des  sciences  naturelles.  Note  sui  les  loga- 
rithme.s  des  sinus  et  tangentes  de  petits  angles  (Auszug  im  Orttn.  43  (1865)  p.  487). 

Ä.  Morel,  Bouryet  (1879)  p.  ;!ö;  Des  erreurs  en  trigonom^trie. 

1).  Besso,  Besso  periodico  1,  122;  Süll'  en-ore  nel  calculo  del  seno  d'uu 
angolo  con  tavole. 

180  ^fift 

Ch.  Nessel,    Grün.  48  p.  81;   cos    -       nur  rational,  wenn  n  <[  4;  cos 


«  2  n  -f  1  ' 

wenn  n  <  2. 

c.  Lehrbücher  mebst  Aufgabensammlungen)  und  Monographien. 

L.  N.  Carnot,  De  la  correlation  des  figures  en  geometrie  (1801),  verdunkelt 
durch  die  geometrie  de  position,  die  ganze  Goniometrie  an  einer  einfachen 
Figur  p.  84 ;  Projektionssatz  p.  139 ;  desgl.  im  Raum  p.  145 ;  verallgemeinerter  Ko.sinus- 
satz  p.  162;  Carnoischer  erweiterter  Menekujs  p.  164;  Polyederin-ojektionssatz  p.  169; 
Kosinussatz  p.  170  {Za- =^  Eluhcoaah).  Quadrat  eines  Polygons  ^  der  Summe 
der  Quadrate  seiner  3  Projektionen  auf  die  3  Achsen  Ebenen. 

A.  Cagnoli,  2.  Aufl.  Tr.  piana  e  sferica  notabilmente  amplificata  Bologna 
(1804),  franz.  (1808),  sehr  ausführlich,  darin  die  sogenannten  Gaufhchen,  oder 
Delatnb reschen,  oder  3Iollwekleschen  Gleichungen  implicite. 

K.  D.  V.  Mündiow,  Die  Grundlehren  der  Trigonometrie.     Bonn  (1816).    Gut. 

S.  F.  Lacroix,  (1822)  7.  Aufl.,  W.v. Brückenbrand,  Lehrbuch  der  Geometrie  etc. 
2.  Aufl.     (1824). 

J.  Ä.  Grunert,  Elemente  der  ebenen  sijhäroidischen  und  sphärischen  Tri- 
gonometrie; Leipzig  (1837)  vgl.  Klügtl  5. 

0.  Terquem,  Manuel  de  geometrie,  2.  Aufl.     (1838). 

J.  A.  Hind,  Elements  of  plane  and  spherical  trigonometry.  4.  Aufl. 
(1841  —  1842). 

Fr.  Pross,  (1840)  Stuttgart. 

A.  de  Morgan,  (1841)  London;  Tr.  and  double  Algebra  (1854). 

B.  Lobatto,  Leerboek  der  regtl.  en  spher.    Driehoeksmeting  (1843). 

A.  Delisle  et  Gerono,  Elements  de  trigonom.  rectiligne  et  spherique, 
Paris  (1845). 

A.  Wiegand,  Lehrbuch,  Halle  (1851);  viele  Aufl. 

n.  B   Läbseii,  (1852);  viele  Aufl.;  17.  Aufl.  Leipzig  C19001. 

15* 
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/.  Dienger,  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie;  sehr  ausführlich  (1855). 
.7.  Serret,  Elem.  de  Trig.  (1853),  rasch  verbreitet.     Sehr  gut. 
J.  Dienger,  Die  ebene  Polygonometrie  (1854). 

J.  Petersen,  Ebene  Trigonometrie  und  sphärische  Grundibruieln.  Deutsch 
von  Fischer -Benzon  (1885). 

J.  Toclhunter,  Plane  trigonom.,  London  (1859).  Viele  Aufl.,  eine 
deutsche  Übersetzung  habe  ich  leider  nicht  konstatieren  können. 

Th.  WittnUirt  (1859j. 

{C.  Ä.  A.)  Briot  et  {J.  C.)  Bouquet,  Le9ons  de  trigonom.,  3.  Aufl.,  Paris  (1858) 
13  (1897),  reichhaltig. 

(r.  B.  Bellavitis,  El.  di  geometria,  trigon.  etc.     Padova  1862. 

.7.  Helmes,  (1864)  auch  viele  Aufgaben  und  eine  Anzahl  historischer 
Notizen. 

H.  G.  Graßniann,  Lehrbuch  der  Trigonometrie  (1865). 
C.  G.  Heiischle,  Elemente  der  Trigonometrie  mit  ihrer  Anwendung 
in  der  mathematischen  Geographie  (1873),  sehr-  reichhaltig. 

Ä.  Simon,  Die  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie,  Programm,  Sprottau 
(1875)  (von  Hoppe  gelobt). 

R.  Lämmermayer,   Programm  Linz  (1872). 

J.  Diekmann,  Programm  Essen  (1877).  Zurückführung  auf  die  3  Grund- 
gleichungen,  a  =  6  cos  C  -)-  c  cos  B;  Grün.  63  p.  267,  aber  schon  viel  früher  Gerono, 
NouT.  ann.  16  (1857)  p.  76. 

E.  Heis  (und  Enchweiler)  3.  Aufl.     (1888). 

F.  J.  Brockmann,  Die  goniometrischen  Funktionen  in  ihrer  allgemeinen  ana- 
lytischen Bedeutung  (1870—71);  ders.,  Lehrbuch  2.  Aufl.  (1880),  1.  Aufl.  (Iö69). 
Leipzig. 

E.  Catalan,  Manuel  de  trigonom.,  viele  Aufl.     10.  Aufl.     Paris  (1888). 
M.  Focke  und  M.  Kraß,   Lehrbuch  der  Trigonometrie,  Münster  (1873^,   viele 
Auflagen. 

E.  Glinzer,  (1883)  Hamburg. 

E.  Hammer,  Lehrbuch  der  Trigonometrie,  Stuttgart  (1885),  gut. 

HvA.  Müller,  (18S6)  Metz  (mit  Aufgabensammlung:  Prinzip  der  Ausnahms- 
losigkeit). 

A.  Wernicke,  Goniometrie  etc.,  ßraunschweig  (18i^8^,  sehr  breit. 

ir.  Mantel,  Traite  de  trigon.  analytique.     (Amheim)  (1877). 

K.  Schwer ing,  Freiburg  (1893). 

A.  de  Morgan,  Trigonometry  (1849),  London,  neue  Bearbeitung  i_1899). 

F.  F.  Bohnert,  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie,  Leipzig  (1900). 
A.  Faifofer  (italienisch)  12.  Aufl.      Venedig  (1900). 

Für  Fortbildungsschulen  etc.:  S.  Pincherle,  Geometria  metrica  e  trigono- 
metria,  Milano,  5.  ed.  (1900).  H.  Diesener,  Halle.  2.  Aufl.  ^1895).  Carl  Gusseroic 
und  L.  Leny,  Berlin  (1891). 

Jentzen,  Elemente  der  Trigonometrie  zum  praktischen  Gebrauch  an  mitt- 
leren technischen  Lehranstalten.     Dresden  (1897). 

Im     übrigen     vergleiche     auch    die    allgemeinen    Lehrbücher    der 

et  O  c 

Elementarmathematik  und  das  ia;«^e"sche  Jahrbuch. 
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(I.  Trigonometrische  Reilicii  iiiid  Yerwandtes. 

Sinus  und  Kosinus  x  nach  Potenzen  von  x,  Gergonne,  Anni.  iJ 
(1813)  p.  344  (sehr  elementar  bis  auf  Konstantenbestimmung  und  Kon- 
vergenz), desgl.  X  nach  tg  x  (Leibniz-Greijorysche  Reihe),  id.  Ann.  1 
p.  16.     Die  unendlichen  Produkte  (Enler,  Introductio  in  anal.). 

0.  Sclilömüch ,  Grün.  5  p.  326;  sinus  und  cosinus  von  a;  nach  x.  Cmichy,  Cours 
d'analyse,  durch  f{x  -\-  y).  Grußmmin  (18R5),  Lehrbuch  dosgl.  (elementar  und 
streng).  0  Biermami,  desgl.  Elemente  der  höheren  Mathematik  (1895).  K.  IMeus- 
burger,  Wiener  Monatshefte  (j  (ISitf))  p.  2;)0  (wie  Biermann)  und  andere,  z.  B. 
Mchler  {Schellbach) ,  van  Sichiden-Jacoby,  Elnm.  der  Geom.  p.  533  ff, 

F.  Jamet,  Mathesis  2  p.  52,  arctg  x  (elementar,  aber  das  Kommutations- 
gesetz  vorausgesetzt). 

E.  Haentzschel,  Programm  58,  Berlin  (1901)  (elementar,  aber  iiit-lit  streng), 
sin  X,  cos  X  nach  x. 

L.  Olivier,  Grelle  1  (1826)  p.  16;  cos  ".c  durch  cos  lex  (^nicht  elementar). 

Ji.  J.  Schultz,  Crelle  3  (1828)  p.  70;  die  Reihe  von  Stainville,  für  (arc  a;)* 
(nicht  elementar). 

H.  F.  Scherk  (Halle),  Crelle  11;  arc  "x  nach  steigenden  Potenzen  \ou  sin  x 
(nicht  elementar,  ebenso  die  Dissertation  von  E.  E.  Kummer). 

A.  BodriejHes.,  Liotiville  (1843)  p.  217,  Entwickelung  der  trigonometrischen 
Funktionen  in  Produkte  von  linearen  Faktoren  z.  B.: 

sin.,  =  .,(l^r)(l-f)...(l-5).(l-0[l-cos--^f^]);      0<1. 

Eine  elementare  Ableitung  der  EulerBchen  unendlichen  Produkte  deutet 
Fz.  Meyer,  Sammlung  Schubert  10,  g  24  p.  393  an  (aus  der  Periodizität). 

J.  L.  A.  Lecointe  (in  den  Annalen  steht  L.  A  Le  Cointe),  Nouv.  annal.  1 
(1842)  p.  508,  rein  elementargeometrisch: 

Die  Eulersche  Reihe: 

(2;^  ^  ")    sin  f  +  sin  2«  +  ■  ■+  sin  ««  =  ^-  cotg  -^^Jj^.^^  i 

ders.  auch:  Nouv.  annal.  3  (1844)  p.  518  Zsinka. 

E.  Catalan  weist  p.  570  auf  die  Unbestimmtheit  der  unendlichen  trigono- 
metrischen Reihen  für  Z sin  ka  hin  (Note  von  Terquem).  0.  Schlömilch,  Grün 
'J  (1847)  p.  1;  Reihen  von  der  Form 

A^  cos  "xcos  )i  X  -\-  ■  ■  ■  -{-  .4„_i  cos  a;oos  x  und  ebenso  für  sin  x 
statt  cos  nx  durch  einfache  Potenzen  des  Kosinus  oder  Sinus. 

H.  Bumpen,  CJi.  Laisant,  Nouv.  annal.  (2)  11  p.  232;  Summe  von 
•  1 

(-!)*■  ^  cos  »3^, 

aber  E.  A.  Catalan,  ibid.  (2)  9  p.  199  allgemeinere  Reihe. 
0.  Schlömilch,  Elegante  Summation  von; 


2 


sin  kx  und  cos  kx     {Lecointe). 
IT 
ders.,  Schlöm.  32  p.  68,   aresin  x.-    Konvergenz    des    Restes    vgl.  id.  ibid.  1    p.  48 

und  1  p.  181.     E.  Beltrami. 

V        +      2  3 

/  arc  tg  — -  =  — -  7f ; 
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elementar  bewiesen  von  A»t.  Soiti,  Giorn.  di  matem.   (1867)  p.  189,  254.     Escher, 

Grnn.  44  (1865)  p.  374,        >  • 

J.  W.  L.  Glaisher,  Quarterly  joum.  15  p.  151 :  Es  sei 

^,{ix)  =  (l  +  '^)   (l  +  '^'')   (l  +  'I)  .  .  .  =  ^  +  iB,  so  ist: 

(tg~'  ist  die  englische  Bezeichnung  für  are  igx.) 

Verdon,  Messenger  7  p.  Vil  (1878/;  Expansion  of  products  of  cosines  and  sines: 
Cayleij,  p.  124;  Trigonometrische  Identität  {Glaisher,  \).  191,  Ftete-JSifkrsche  Formel). 
Glaisher,  Cambridge  Philos.  society  proceed.  (1889)  vol.  3  p.  319,  vgl.  S.  226;  tri- 
gonometrisches System,  urspriinglich  aus  elliptischen  Funktionen,  Ausführung  im 
Messenger  10  (1881)  p.  73,  92.  A  System  of  tiigonom.  form.  (L'Hiiiliersche 
Füi-mel  für  den  Eckensimis  etc.)  —  A.  H.  Anglin,  Grün.  (2)  2  (1885)  p.  407. 

Z  ^''  *"  ">=  =  ^''  *«    l^dlcl--.-  • 

wo  die  a  die  Wurzel  der  Gleichung 

,i;"  — c,a'"-'-| =  ü 

(elementar  ohne  Moivrr),  vgl.  aber  can  Sicinden  -  Jacohi  p.  331. 

«-1 

Meuriee,  Mathesis  13  (1893i  p.  19    ^   sin  (n -|- A-^),  ebenso  2^ cos  durch  poly- 

0 

gonalen  Streckenzug  im  Kreis. 

De  Presle,  Bull.  Soc.  math.  Fr.  16,  p.  143  (1888). 


cot; 


y 


mittels  des  Mittag-Lefflerschen  funktionentheoretischen  Satzes. 

L.  Seidel,  Crelk  73  p.  273;  Vieta-Eulersche  Formel,  neu  nur  die  volle  Viel- 
deutigkeit des  Bogens.  S.  Bcalis,  Nouv.  annal.  (2i  9  p.  12;  ohne  Konvergenzbeweis. 
(EuJio,  Lerch.)     Siehe  auch  Franz  3Ieyer.  Sammlung  Schubert  10  p.  5. 

Hierhin  gehört  auch  Boutin,  Bourget  (1886)  p.  227,  Auflösung  von: 

C  =  cos  X  +  f  OS  3x  -\-  ■  ■  ■  cos  (2"  —  1)  .T  ^  0  etc., 

sowie  auch  viele  von  den  zahlreichen  Aufgaben  Xenherg's  über  Systeme  trigonom. 
Gleichungen  in  den  Educat.  times  von  1865 — 71  und  Joachimsthal,  Nouv,  annal,  12 
p,  323,     Formel  betreffend  die  Funktion  tang. 

^  __  tg  ?»■-).:        tgi«.rtg(»t  — l)a.-  _  tg  —  0  tg  —  1  tg  —  2  ^^^   ^ 
tga;  tg.rtg2.'!;  tg  1  tg  2  tg  3 

m 
(—  1)  —  tg mx  ig  (ni  —  1)  X  tg  (m  —  2)  .i-  ■  •  •  tg x,    wenn 

m  ^2«,  aber  =  0,  wenn  m  =  2h  -|-  1. 

J.  Wolstenholme,  Quarterly  journ.  10  (1869)  p,  356; 

ffl  cos  ß  cos  y  -\-  b  sin  ß  sin  •/  =  c;  «  cos  y  cos  k  -j-  •  ■  ■  ^  c  etc, 
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nur   möglich,    wenn  hc  -^  ca  -\-  ab  =  0,    dann    ziehen    zwei   die   dritte    nach   8ich. 
Das  System  ist  {  mit 

sin  a  -)-  sin  (j  -(-  sin  y  =  — ~r~7~  sin  (a  -\-  ß  -\-  y). 

H.  Delhic.  Bourget  1  (1877j  p.  40.    Probleme  de  Myosotü,  dabei  geometrische 

Summation  von 

..        „      ,  1  —  "t  cos  u 

1  +  m  cos  a  -\-m-  cos  2 a  +  ■  •  ■  =  --, -. und 

l-j-m*  —  2wco8a 

1       s   •     T      1  »!  sin  a 

m  sin  K  -|-  »'   Sil  2  a  +  •  ■  •  =  : 


l-\-m'  —  2m  cos  a 

Ibid.  Catalan; 

/  „,  .      7t     .     2n  sin  (to  —  l)'t\- 

!  =    2"' sin   -  -  sm ^—    . 

\  2  m         2  m  2  in  I  ■> 


4»!    : 


T.  B.  Terrii.  Educat.  tim.  fiO  (1894),  11  879:  elementarer  Beweis,  daß: 
a;  =  CCS  X  —       cos  Ax  -\-       cos  nx  ■  ■  ■  und 

~  tg  7i.~'  (sin  x)  =  sin  x  —  „-  sin  3.r  -|-  — -  siu  bx  —  •  ■  ■ 

auch  No.  11  725  gehört  hierher  (Humhcrt).  Vieles,  was  in  den  Journalen  als  neu 
auftritt,  findet  sich  schon  in  dem  sehr  reichhaltigen  Anhang  Jacohis  zu  van 
Sninden's  8.  u.  9.  Buche  p.  323—345. 

Ketteiibruch  für  tg  —  : 
4 

Cflaisher,    Mefsenger  (1874)  p,  137;   A  continued  fraction  tbr  für  tg  vx,  aber 

schon  1833   Vorssclman  de  Heer,  Specimen  inaugurale   de   fractionibus   continuis. 

Utrecht;  auch  Euler  Möm.  de  l'Acad  de  Petersb.  t.  6  (1813)  p.  8  und  Gauß,  Quotient 

zweier  hypergeometrischer  Reihen;  sehr  einfach  abgeleitet  (elementar  bis  auf  den 

Begriff  der  Ableitung;  von  Scldnmilch,  HcliV'm.  16  (1871)  p.  259. 

Die  Berechnung  des  areus  aus  den  trigonometrischen  Funktionen 
suche  bei  jr  (No.  3);  doch  sei  erwähnt: 

Die  Maskelyneiche  Kegel  elementar  abgeleitet  von  Hammer  (I.e.)  für  kleines;: 

sin  X  =  iE  j/cos  X,  also  log  x  =  log  sin  x  —  —  log  cos  x 

K.  Cwojdzinski,  Grün.  (2)  17  p.  1 — 28;  trigonometrische  Studien. 

e.  8inus-  und  Kosinnssatz.    (Taugentensatz.) 

Hübsche  Ableitung  des  Sinussatzes  aus  dem  Kosinussatz:  Gergonne, 
Gerg.  3  p.  348,  auch  für  das  sphärische  Dreieck.  Auf  die  alte  Methode, 
die  gegebenen  Stücke  durch  R  und  die  Winkel  mittels  Siiiussatzes  aus- 
zudrücken, macht  Beidt  in  Hoff'mann  7  aufmerksam  Der  natürlichste 
Beweis  vom  Sinus-  und  Kosinussatz  (planimetrisch  und  .sphärisch  zu- 
gleich) schließt  sich  wohl  an  den  ersten  Kongruenzfull  an,  vgl.  Mux 
Simon  in  Baumeister  s  Handbuch  der  Erziehung  etc.  (es  scheint,  daß 
Graßmann,  vgl.  Lehrbuch  p.  35,  im  Unterricht  ebenfalls  vom  1.  Kon- 
gruenzsatz ausging). 
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Vom  Radius  des  Umkreises  (wie  Ptolemäos)  geht  Baltzer  aus, 
oder  von  dem  Verhältnis  abc:2A.  Der  Kosinussatz  ist  keineswegs 
zuerst  von  Carnot  (Corre'lation  und  Geometrie  de  position)  formuliert, 
sondern  findet  sich,  wie  Eneström  hervorgehoben  hat,  schon  bei  Xasr 
Eddin  (Tliusi)  in  dem  ersten  Werk,  das  die  Trigonometrie  selbständig 
behandelt,  der  Sinussatz  dagegen  wohl  zuerst  bei  Regiomontan 
(Geher?) 

Der  allgemeine  Projektionssatz  zuerst  handschriftlich  bei  L'Huilier 
in  der  Fortsetzung  seiner  Polygonometrie  noch  vor  Carnot  (1801Y 

Vom  Kosinus  als  Grundfunktion  geht  G-raßmann  aus,  und  dies 
ist,  wenn  man  nicht  die  Trigonometrie  an  die  Ähnlichkeit  anknüpft, 
von  rein  geometrischem  Standpunkt  aus  das  Natürlichste. 

C.  A.  Laisant.  Societe  de  France  Bulletin  15  (1887)  p.  198;  Projektionssatz: 
wenn :  ' 

J.J  cos  X  -\ +  ^  „  cos  n  a;  =  0  =  J.,  cos  (a-  +  k)  -| —  ■  +  -'!„  cos  (nx  +  «), 

so  ist  für  beliebiges  ^ : 

J^  cos  (a;  +  ■9')  -| [-  .4,,  cos  (nx  +  *)  =  0,  falls  a  4=  Ä-^. 

Cayletj,  Joh-nx  Hophin»  universitj  circnlar  No.  17  ('1882")  p.  241;  Xote  on  the 
formulae  of  trigonometry ;  führt  man  in  a  =  e  cos  B  -\-  h  cos  C  etc.  ein: 

cos  Ä  -\-  ism  A  ^=  X:  IV  etc., 
so  erhält  man  ein  symmetrisches  algebraisches  System. 

Tangentensatz. 

Nirgends  findet  sich  ausgesprochen,  daß  der  Tangentensatz  eine 
rein  goniometrische  Formel  ist;  als  Dreieckssatz  will  ihn  Brockmann,  die 

separierte  Tansentenformel,  Hoffmann  2  p.  -121  durch  tg  /3  = ^ r— 

ersetzen  (besser  cot/J!)  der  Kontrolle  wegen;  Meidt  ist  dagegen: 
Hoffm.  3;  Hoiiel,  Bonrr/et  (1878),  der  sich  gegen  Einführung  von  Hüfs- 
winkeln  und  gegen  die  ausschließliche  Benutzung  der  Logarithmen  der 
trigonometrischen  Funktionen  ausspricht,  dafür.  Wie  FinJ,-  und  Bec/io- 
montan  beweisen  ilin  Bud.  Wolf,  Grim.  13  (1850)  p.  440;  Vignal, 
Nouv.  annal.  3  (1844)  p.  456.  Wie  Ozanam  (table  des  sinus  etc. 
p.  53)  E.  Gelin,  Boiirget  (1896).  Eigenartig  geometrisch;  E.  31.  Langley, 
Bourget  (1896)  p.  3  {Simsonsche  Gerade),  E.  Brand.  Bourget  (1895) 
p.  153,  ohne  Sinussatz. 

f.   Anwendungen  auf  besondere  Aufgaben. 

Die  Aufgabe  o  sin  a;  -|-  &  cos  x  =  c:  Servois,  Gerg.  2  p.  84  (Goudin,  Paris  ISOSj; 
Terquem,  Nouv.  annal.  6  p.  205;  Friedrich  Meyer,  Hoffm.  18,  F.  J.  Vaes,  Botirg. 
(1877)  p.  109;  Droz-Furmj,  BouTg.l{lSi)-a)  p.  207. 
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Lauvertiay,  Bounj.  (1896)  p.  3;  Zusatz  mit  Konstruktion  aus  der  analytischen 
Geometrie  von  th  Longchamps,  p.  59;  Konstruktion  von  J'L  Lcmoine  und  geometro- 
graphische  Untersuchung,  die  von  Droz  einfachste  p.  84;  desgl.  von  Bernds.  — 
F.  J.  Vacs,  Goniometrische  Studien  (Gorinchen)  (1896)  behandelt: 

«  tgx  -\-b  cot  X  =  c. 

Potlicnotache  Aufgabe:  Wülebrod  SneUnis  in  Eratostlienes  Batavus  Lugdun. 
(1617);  Monographie;  Die  PothenotiQhc  Aufgabe  in  praktischer  Beziehung  dar- 
gestellt von  Clir.  L.  Gerliiig,  Marburg  (1840)  s.  u.;  Gott  fr.  Wagener,  Über  das 
Pothe)iotscha  Problem,  Dissertation,  Göttingen  (1852).  Lösungen:  van  Sitnndcn, 
Elemente  der  Geometrie,  übersetzt  von  Jacohi  (1834)  p.  316. 

Gauß  (Lambert,  Selambre),  Schumacher,  Astronom.  Nachrichten  1,  No.  6. 

Bretschneider,  Grün.  2  p.  432;  Lösung  mittels  der  Formel  Griin.  2  p.  225. 

Scliltimüch,  Schlöm.  1  p.  121  (reine  quadratische  Gleichung'i;  idem  9  ('1864) 
p.  433;  Pothenot  als  algebraisches  Problem. 

Bauernfeind.  Ein  Apparat  zu  mechanischer  Lösung  der  Pothcnotschen,  Hansrii- 
schen  und  anderer  bemerkenswerter  geodätischer  Aixfgaben  (Einschneidezirkel), 
Grün.  54  (1872)  p.  81.  —  D.  Fellini,  Torino  atti  32  (1897)  p.  320.  V.Läska  Prager 
Ber.  1895. 

Die  Hansensche  Aufgabe  ist  von  Hansen,  Astronomische  Nachrichten 
No.  419  p.  US,  Gerling,  ibid.  No.  62  p.  233,  Tli.  Clausev,  ibid.  18  (1841);  aber 
praktisch  geometrisch  schon  1838,  Proß,  Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie 
p.  198  und  weit  früher  schon  von  van  Swinden  (p.  321,  übersetzt  von  C.F.A.Jacobi), 
auch  Beuschle  (1873\  Alhasens  Problem,  Literatur  bei  Baier.  American  jonm.  4 
p.  327  (verallgemeinert  auf  die  Kugel). 

Vom  Stande  der  Feldmessung  aus: 

Winlder  v.  Brückenhrand,  systematische  Abhandlung  über  die  Pothenotsche, 
Aufgabe,  Wien  (1843). 

Gauß,  Gesammelte  Werke,  Band  8  (1900):  p.  307—334  beweisen, 
wie  sehr  diese  Auffjabe  ihn  hesctiäftigt  hat.  Ihn  interessierte  die  Unter- 
suchung über  die  Bedingungen  der  physischen  Möglichkeit,  und  dann 
die  Anwendung  der  l'omplexen  Zalüen.  Auf  die  Schrift  Gerlimfs 
bezieht  sich  der  Brief  vom  24.  Oktober  1840  und  der  vom  14.  Januar 
1842. 

s.  Dreiecksbereclinunar  (auch  Vierecke  etc.). 

i?  =  Radius  des  Umkreises,  r  =  Inkreis,  r^  =  Ankreis,  h^  =  Höhe, 
w^  =  Winkelhalbierende ,   2^7  =  Umfang,   if  =  Höhen(schnitt)punkt  etc. 

Mathieu  (1807)   h- =  rr^ri,r^;    VHuilier  (1809)   dito  und  r  =  4J?sin  -  -  ■  •  • 

P.  ledenat,  Gergonne  6  p.  129.  Durrande  p.  178.  Die  beiden  bekannten 
Gleichungen  3.  Grades :  P  durch  die  3  Abstände  von  den  Seiten,  r  durch  die  von 
den  Ecken  (vgl.  F.  Lampe,  Geometrische  Aufgaben  zu  den  kubischen  Gleichungen 

(1877)].  &uenau  d'Aumont,  Gerg.n  p.269,  Gerg.13  p.  314 ;  A ,  tg  ^  ^y^^Zl^iPi:^ 

fürs  Kreisviereck  (Lexell).     Auch  sphärisch  (a;  und  y  sind  die  Diagonalen). 

J.  Steiner,  Gerg.  12  p.  85;  Relationen  zwischen  den  Berührungsradien  für 
Dreiecke  und  Tetraeder. 

Zusatz^durch  Anonymus  p.  211. 
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A.  Möbius,  Crelle  (3)  5;  Vielecke  im  Kreise  ('Radius  und  Fläche  als  Funktionen 
der  Seiten,  Bestimmung  des  Grades  der  bestimmenden  Gleichung). 
Steiner,  Crelle  :i  p.  209;  im  rechtwinkligen  Dreieck  ist: 

r^  =  r„  +  »■,,  +  r  und  umgekehrt  {Pythagoras  1,  2,  3)  [rr^  =  f,  rj. 

Die  Formel   cot  --+■■=  cot  —  cot  —  cot  —   bei    Fr.   Proß,    s.  Lehrbücher    der 
2  2  2  2 

Trigonometrie,   auch  bei  Jacohi-van  Su'inden  p.  331. 

L.  A.  Le  Cointe,  Nouv.  annal.  1  p.  508;  Polygone  Trigonometrie. 
Fr.  Strehlhe,  Grün.  2  (1842)  p.  324;  Viereckfläche  F: 

F-  ^  (ji  —  a)  ■  ■  ■  (ji  —  (T)  —  abcd  cos"  [^---^ — )  , 
und  sphärisch. 

CA.  Bretschiieiiler,  Gnoi.-i  ( 1842'i  p.  225;  Untersuchungen  der  trigonometrischen 
Relationen  des  geradlinigen  Vierecks;  darin  allgemeiner  Ptolemäos.  Idem:  tri- 
y-onometrisclie  Relationen  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  beliebiger  ebener 
und  sphärischer  Dreiecke: 

f(*f,  -  +  "i'C-  —  2aOj  cc^  cos(jB  +  B^'^  =  a-h.^-  -\-  a^-h-  —  iiia^  hh^  cos  (C+  C,); 
analog  sphä,risch. 

O.  Terrjuem,  Nouv.  annal.  2  (1843)  p.  544  nach  £")«/?)•,  aber  auch  Neueres;  z.  B. 

—  =  —  -\-  ■  ■  ■  =^   , — !-••■;   Sohweniunkt. 

W.   Wallace,  Cambridge  2  i_1841)  p.  35:  Kxpressions  of  the  area. 

0.  Terqiiem,  Inhalt  des  Dreiecks  und  Kreisvierecks  unmittelbar  aus  den 
Nullwerten,  Nouv.  annal.  4  p.  219. 

Th.  Avger.  Schumacher' s  Astronomische  Nachrichten  und  Grün.  5  i_1844) 
p.    78. 

cos"  et  —  \  1  +  ^T  I  cos-  et  -\-r- r~^ cos  ß  =  -g-  , 

wo  e  Radius  des  in  das  if-Dreieck  (Höhenfußpunkt-)  eingeschriebenen  Kreises. 

F.  Volles,  Gerg.  21  p.  72;  Gleichung  3.  Grades,  eben  und  sphärisch  für  r 
und  B  durch  die  3  Seiten. 

J  31cntion.  Nouv.  annal-  9,  sehr  einfacher  geometrischer  Beweis,  daß 

^r.=  r-^iR, 
ebenso  r  -\-  R  =  algebraische  Summe  der  Abstände  des  ümkreiszentrums  von  den 
Seiten,  Tgl.  Möllmann,  Grün.  17  (1852)  p.  373  und  Jaeohi  1.  c. 

Frz.  Umferdinger,     Grün.    27     (1856):    Zur    Lehre    vom    Dreieck,     Grün.  29 

(1857):  ^  ^ 

—  =  -r-  -f  •  •  ■  etc..     A  =  ]/     etc. 
'•        K 

D.  C.  L.  Lehmus,  Crelle  40  p   183: 

B  =  "  —  /",'   ^°   »  =  8  (1  —  cos  a  cos  ß  cos  y)  etc. 

Baur,    Schlöm.  G   (18(51)   p.  221:    Sehnenviereck  in    der  Ebene  und   auf  der 
Kugel;  Inhalt  des  sphärischen  Vierecks  (aber  nicht  sehr  elegant). 
Steiner,  c'  -)-  GH'  =  iR-  (Dreispitzige  Hypozykloide). 
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J.  Bond,  Quarterly  journ.  5  \>.  Hiß;  geometrische  Ableitung  von 

igci-\-tß-\-ty  =  tatiUy,    <)n-\-OK-\-  OF=R-\-r; 

erweitert  auf  tg  KA  +     ■  •  ^o" 

E.  Gelin,  Nouv.  corresp.  3  (1876),  dort 

sin  2  Ä'  ^  -(-•■•=  *  ä^B  kA  sin  A'  /J  sin  k  C. 
L.  Geoffroy ,    1,   2,   3,    einzige    Lösungen    von  x  -\-  y  -\-  z  =  xyz    in    ganzen 
Zahlen. 

E.  Lemoine,  Noi^v.  annal.  (2)  9  (1870)  p.  311: 


-=?!/■ 


P  —  h-  ' 


wo  /  Winkelhillbierende,  m  zugehörige  Mediane,  h  Höhe. 

/•'.  Bi'icil.  Aufgaben  (1872).  Maximumsaufgaben;  Bedingungen,  welclie  Kecht- 
winkligkeit  nach  sich  ziehen,  z.  B.  jj  zu  i\-^,  r,^,  r^.  ganze  Zahlen;  wenn 

.     „       sin  J.  -|-  sin  jB  . 

sin  (7  ^ ; — Vi,  so  ist  (7=90; 

cos  ^  +  cos  B 

dito,  wenn  cos  (7=  sin  y1  —  cos  2?.  Dort  auch  Winkelhalbierende  bis  zum  Um- 
kreis als  Bestimmungsstücke,  dito  Höhen; 

A.  Dcsboves,    Nouv.   annal.  (2)    14    p.  508;    Formeln    über    die    Kadien    der 

iRr 

Kreise,  welche  den  Umkreis  von  innen  und  2  Schenkel   berühren:  x  = ; . 

■r,,  +  r, 
Nouv.  corresp.  1   (1874)  p.  183 

cot  ADC-[-  cot  B EF  +  cot  CEF  =  0, 

wenn  0  ein  beliebiger  Punkt,  OD  Lot  auf  a  etc, 

P.  J.  Vervaet,  Caxopis  5  (1876);  eine  ganze  Reihe  eleganter  Relationen 
zwischen  Seiten,  Winkeln,  Höhen  etc. 

Norb.  r.  Lorenz,  Grün.  63  (1879)  p.  378;  Summe  der  Mittelsenkrechten 
Zp-=  E -\- r   {Tedenaf);    Winkelhalbierende  bis  zum   Schnitt   3  :  ^i  ^»gj  =  4iJf-: 

r  ^ /"(g,  5,  r/j),  für  —  als  Funktion  von —     dieselbe    Gleichung  3.    Grades,    welche 

B  durch  die  p  gibt.  Produkte  von  Höhenabschnitten  als  Bestimmungsstücke, 
Fortsetzung:   Grün.  04  p.  253. 

James  BootJi,  (1877')  1,  .Tan.     Orthocentre  für  H,  vgl.  Bourgct  (1879): 

4i?  +  »-  =  Z'»-„;    ^~  =  -"  +  ^"^+  ^"    [Buran  Loriga). 

Zq  =  B-\-  r,  wo  q  die  Abstände  des  Zentrums  des  Umkreises  von  den  Seiten 
(Tedenat).     Die  Summe  der  Inversen  der  6  eingeschriebenen  Quadratseiten  (inner- 

2 
halb  und  außerhalb)  =— ;  sehr  hübsche  Ableitung  der  Eulerschen  Relationen  für 

die  Zentrale;  Höhenfußpunkt  Dreieck  E,  so  ist  E :  A  =  q  -.  B,  wo  g  die  alte  Be- 
deutung; Sa-  =  12  B-  —  i  Zq'. 

C.  G.  Beuschle,  Schlfiw.  11  (1866)  p.  490;  Dreiecke,  deren  Etdersche  Gerade 
parallel  einer  Seite;   zu  ihnen  gehört  das  Dreieck  tg/3=l,  tg  y  ^  2,  tga  =  3. 

G.  Loria,  Bourget.  5  (1881)  p.  104:  Dreieck  der  Winkelhalbierenden  auf  dem 
Umkreise,  Kontaktdreiecke,  Fußpunktendieiecke  etc. 
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/.  3Iarn,  Mathemat.  Magazine  [Erie)  (1883);  46  Ausdrücke  für  den  Inhalt  A, 
welche 

Ed.  Lucas,  Mathesis  3  p.  IGT,  auf  GrujDpen  mit  Hilfe  seines  Prinzii^s  der 
Zeichen  verteilt  zu  1,  2,  3,  4,  6  und  12  Formeln. 

Marcus  Baker,  Annala  of  mathem.  1  (1884—85)  p.  134,  2  p.  12,  ohne  Per- 
mutation 110,  mit  Perm.  288  (Mediane  und  Winkelhalbierende),  Formeln  für  A. 

Moret-Blanc ,  Xouv.  annal.  (1884)  p.  494.  Die  Lote  von  A  auf  AB  und  AC 
treffen  Umkreis  iu  D  und  E,  so  ist  ADBE  oder  ADCE  flächengleich  dem 
Dreieck. 

E.  Candida,  Xouv.  annal.  ('1899)  p.  170;  Verallgemeinerung  des  Satzes  (Iso- 
gonalität)  und  Beweis  des  Satzes  über  die  Simsonsche  Gerade  (s  d.)  von  Goff'art, 
Nouv.  annal.  (lS84j  p.  397. 

E.  Gelin,  Bourget  (1888)  p.  92,  104,  Kelations  trigonom.  entre  les  trois 
angles  du  triangle,  106  Formeln. 

Wall,  Das  Di-eieck  6,  5,  4,  in  dem  A  =  2  B,  ist  das  einzige,  in  dem  2  Winkel 
in  ganzzahligem  Vei-hältnis  und  die  Seiten  3  aufeinander  folgende  Zahlen. 
Lösung  von  Cesäro,  Mathesis  (1889)  p.  142;  das  Dreieck,  dessen  Seiten  arithme- 
tische Reihe:  A.  Lihicky,  Casopis  27  (1898)  p.  141. 

F.  Ferrari,  Periodico  di  matemat.  8  (1893)  p.  67  bestimmt,  Sätze  von  Thiry 
verallgemeinernd,  Distanzen  der  Punkte  der  Ebene  von  den  Ecken  eines  Dreiecks 
und  unter  sich,  wenn  die  Verhältnisse  der  durch  die  Ecktransversalen  be- 
stimmten Abschnitte  gegeben  sind. 

E.  Candido,  Xouv.  annal.  (3'i  18  (1899)  p.  31,  die  Sätze  von  Ferrari. 

Zu  erwähnen  sind  die  zahlreichen  Distanzbestinininngen  merk- 
würdiger Punkte  xmd  die  Berechnung  von  Dreiecken  im  Dreieck,  wie 
z.  B.  das  der  Berührungspunkte  des  Inkreises  J:l\=r:2R  etc.  i^siehe 
auch  Dreieck,  Viereck,  Feuerbach  etc.). 

Die  Bedeutung  der  Verbindung  —  («^  +  b-  +  c-)     ist     von    Juan 

■J.  Daran  Loriga  hervorgehoben  als  totale  und  partiale  Dreieckspotenz; 
vgl.  aber  v.  Lorenz,  Grün.  63  p.  294,  und  Gnoi.  61  p.  447. 

h.  Trigonometrische  Ubertragungsprinzipien  und  Verschiedenes. 

Trigoiwmetrische   übertragnti^sprinzipien  etc. 

G.  Dostor.   Nouv.   annal.   (2"!   19    p.  362,    verallgemeinerte   trigonometrische 

Formeln,  in  denen  die  Dreieckswinkel  a,  ß,  y  ersetzt  werden  durch  A _  und 

dito  durch  ä  —  2c(  etc. 

E.  Lemoine,  Transformation  continue  in  C : 

A'^  ~  A,  B'  =  —  B,  C'  =  ^  —  C 

Bull.  Soc.  math.  Fr.  19,  p.  136,  u.  Assoc.  Franc.  Marseille  p.  118.  (1891)  16.  Nov. 
Bourget  (1892)  p.  62.  Jede  Relation  F{ABC}  =  0  bleibt  richtig,  falls  A' +  B' 
-)-  C'  =  5r(?):  Mathesis  (2)  2  p.  58  etc,;  aber  schon  früher  Ed.  Lucas,  Nonv.  corresp. 
1,1876)  p.  384,  (1877)  p.  1:  Sur  l'emploi  dans  la  geometrie  d'un  nouveau  principe 
des  signes.  Lemoine.  Edinb.  proceed.  13  (1895)  p.  112,  129.  Vgl.  aber  auch  Vieta, 
Opera  p.  421,  dessen  sphärisches  Nebendreieck  hierher  gehört. 
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li.  lieez,   Schlöm.  7  (1862)   p.  129.     Dualismus  in   den   metrischen  Helationen 
eines  vollständigen  Vierecks  und  Vierseits  auf  der  Kugel   und  in  der  Ebene. 

G.    de    Loiigchamps,     Bourget    (1891):     Triangle.s     caracteristiques,      v/mm 
zwischen  den  Seiten  die  Gleichung  besteht: 

aa-  -\-  ßb'  -\-  yc-  =  0,  wo  a,  (i,  y  Konstanten. 

J.Wasteels:  Mathesis  (2)  3  (1893)  p.  «9.   Dreieck  a,  (),  e,  Dreieck  a' =  t  +  c  etc.; 


z.  B. 


tg-iÄ  +  B) 


9ini-(4'  +  7J0 


tgy(4 


Verschiedenes. 


sin  — (B'  — il") 


P.  Lentheric,  Gerg.  18  p.  83;  Quadrant  geom.  in  3  Bogen,  deren  Kosinus  wie 
a:  li :  c  so  ist   ■  g^j. 

003  a:=  — jT  etc., 

WO  B  Umkreis  zn  abc  {Roche,  St.  Laurent). 

Montier    {G.   Bitt),    Nouv.    annal.    6   (1846)    p.   360.     Wenn    tg « = /,    so   ist 
tg  {a-\-b)  =  i  (außer  wenn  tg  fc  =  —  i).    Die  Frage  auf  p.  271. 

.7.  Houbigant,  Nouv.  annal.  4  (1845)  p.  1 ;  hübscher  Satz  über  Sekanten. 

A.  Miibius,    Grelle   24  (1842);  Entwicklung  trigonometrischer  Formeln  durch 
Doppelschnittverhältnisse. 

H.  Hitrt,  Messenger  4  (1875) 
p.  97;  Notes  on  trigonom.  formulae 
(Ptolemäos).  Fajon ,  Bourget  (1878) 
p.  271.  B.  Imker,  Messe iiger  14  (1884) 
p.  114;  Konstruktion  eines  Kubus  n". 
Wennfl'Mitte  von  £  G  {EG±DF\ 
dann  ist  tg  CDH=tg''a=  n",  vgl. 
auch  die  analytische  Geometrie  der 
Ebene  von  Nieweiiglowski.    (Fig.  27.) 

Ch.  A.  Laisant,  Nouv.  annal.  (3) 
11  p.  209.  Constructious  et  formules 
relatifs  au  triangle.   (Äquipollenzen.) 

Auric,  Nouv.  annal.  (3)  13(1894) 
p.  215;  Billard  circuhiire;  vgl.  ibid.  1  (1842)  p.  30  L.  Amie. 

E.  Prouliet,    Liouville   (2)    1  (1856)   p.  215;     Jeder    Bogen,    dessen  Tangente 

kommensurabel  mit  dem  Radius,  ist  abgesehen  von  —  inkommensurabel   mit  dem 

Umfang;  cf.  Weierstraß,  zu  Lindemann's  Beweis  der  Transzendenz  von  a. 
A.  Cayley,  Messenger  7  (1874)  p.  124;  trigonometrische  Identität 
cos  (&  —  a)  cos  (6  -)-  c  -j-  d)  +  ■  ■  • 

9  TT 

Ch.  Hessel,  Grun.iS  (1868)  p.  81  (s.  auch  reguläre  Polygone),  Beweis,  daß  cos  — 

n 
nur    für  ji  =  1,  2,  3,  4,  6  rational,  vereinfachter  Beweis  von  A.  Winkler,  Wiener 
Berichte  59  (1869);  elementar.  —  G.  Marqf'roy,  Nouv.  ann.  10  (1851)  p.  142:  Wenn 

sin'  0  ^  sin  (o:  ~  0)  sin  (ß  —  0)  sin  {y  —  0)  und  k  +  (^  +  /  =  », 
so  ist 

cot  0  =  cot  a  -|-  cot  ß  -)-  cot  y. 
Rechnung  ist  umständlich,   aber  diese  Eigenschaft  des  Brocardschen  Winkels   ist 
hier  vor  Brocard,  jedoch  nach  H.  Hoffmann  (1847)  abgeleitet. 
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CaeciUe  Wendt,  Wiener  Monatshefte  (189y)  p.  97,  A'ereinf.  der  Beweise  von 
Hassel  und  Winkler. 

Eine  elementare  Ableitung  der  Dreieeksformeln  (/;  <  a) 

,3  =  -siny  +  -^,sm2j.  +  --sm3y+... 

h  1    b-        ^  1    ''■        „ 

tg  p  =  a cos  y 7,  cos  2  y cos  3  y  —  •  •  • 

bei  F.  G.  Mehler,  Hauptsätze  der  Elementarmathematik  (18'J4)  §  192. 

i.    Erweiterniigen  der  Trigonometrie. 

Grunert,  Sphäroidale  Trigonometrie  (Lehrbücher  und  Kliigel  5)  und  Puissant, 
Paris  (1830),  aber  schon  früher  Etiler  ^1753). 

A.  31.  Legendre,  Memoire  de  l'institut  (1806);  analyse  des  triangles  sur  la 
surface  d'un  sph^roide  und  U.  Diiü,  Annali  della  universitä  toscana  40  (1869—1872). 

./.  Booth,  Cambridge  and  Dublin  8  (1853)  p.  63;  Pai-abolische  Trigonometrie, 
der  in  Brendel   1751)  einen  Vorgänger  hatte. 

B.  MalagoU.  und  E.  Xaunei,  BattugUni  27  (1899)  p.  60.  Elliptische  Tri- 
gonometrie. 

Hj'perbolische  Trigonometrie  siehe  nicht-pMi'/Wische  Geometrie. 

J.  G.  A.  Biehringer,  Schlöm.  23,  86.  Schiefwinklige  trigonometrische  Funk- 
tionen; selbständiges  Buch  [Beck  (1877)  Nördliugen],  wenig  Anklang. 

(Crefeld)  Beißell,  Grün.  31  (1858)  p.  297;  Eine  Erweitening  des  Kosinus  und 
Sinus  aus  den  Reihen. 

Die    Anwendung;  zur   trigonometrischen    Lösuuo;    von    Gleichungen 

2.,  o.,  4.  (jrades  gehört  in  die  Algebra.     Historisches  bei 

.7.  Helmes,  2.  Aufl.  (1881),  uener:  31.  Blouine,  Journ   de  Vuibert  (1893)  15.  Juli: 

/- .     «        ■  2  i/o 

a:-+  ji.r  +  11  =  0;  fi>0,  x  =  yqtg  —  ;  sina=-^--    ; 

y<U,  X  =  y—qtg^,    wo  tga=     "?- -■ 

A.  Florow,  Konstruktion  iler  Wurzeln  trigonometrischer  Gleichungen  mit 
Zirkel  und  Lineal : 

Spaczinski'a  Bote  251  1.1897)  Rußland: 

— ; 1 — ;— -; r  =  c  uud  2  audcre. 


sin  {w  —  x) 

A.  Pellet,  Assoc.  fran9.  (1889)   Sess.  18   p.  16.     Sur  la  resolut,  trigon.  de  cer- 
taines  equat.  (exemplifiziert  an  der  Gleichung  3.  Grades). 

Aufgabensamm  hingen. 

Franz  Seydeicitz,  nebst  Auflösungen  (1839)  Heiligenstein. 

A.  Wiegelnd,  Sammlung  trigonometrischer  Aufgaben.     Halle  (1852)  i.eben). 

B\  Beidt,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Beispielen  aus  der  Trigonometrie 
und  Stereometrie,  Leipzig  (1872),  besonders  auch  Bedingungen,  welche  die  R«cht- 
wiukligkeit  nach  sich  ziehen;  Maxima. 
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A.  Deshovc's,  Questions  ile  triffonom.,  iiiethodes  et  Solutions  (1872), 
2.  sehr  vermehrte  Ausgabe  (1S77);  cos  nx  etc.  ohne  Moivre,  Mdlfatti- 
sche  Aufgabe  etc. 

\V.  (idUenkainp,  Qhi^i  und  sphärisch,  2.  ,\utl.  Berlin  (1878). 

Jolm  Cascy,  Dublin  (1SS8)  (8°,  21(1  S.)-,  Sehr  reiches  Aufgaben- 
material. Die  vollständigste  Sammlung  für  Schulzwecke  ist  wohl  für 
ebene  Trigonometrie  Lieber  und  v.  Liihmann.  Berlin  (1874)  1.  AuH,, 
(1889)  i).  Aufl.  Außerdem  sehr  reiches  Material  in  der  Education 
times  z.  B.  (außer  den  schon  erwähnten  Neubergschen)  GO,  11913. 
61,  1254.  62,  5240.  70,  11869.  73,  14  208.  73,  14  290.  73,  6364; 
in  der  Hoff'niainischen  Zeitschrift,  im  Bouiyet,  in  der  Mathesis. 

Aus  der  Hofjhiannschen  Zeitschrift  ist  das  Material  gesammelt 
durch  C.  Müseheel;,   und  :ius  den  französischen  von  Ch.  Laisanl. 

Monographien. 

J.  H.  Deinhardt,  Die  Konstruktion  trigonometrischer  Formeln,  Programm 
Wittenberg  (1834);  31.  L.  G.  Wiehmann,  Programm  Göttingen  ("ISi."!). 

31.  Chrescinski,  Auflösung  einiger  trigonometrischer  Aufgaben,  Programm 
Lyck  (1S4'.I);  E.  Gnbe,  Programm  Cassel  (1856);  Analogien  zum  Siriussatz. 

W.  Berkhan,  Die  Anwendung  der  Trigonometrie  auf  Arithmetik  und  Algebra, 
Halle  (1863).  Sondhaus,  Programm  Neiße  (1879):  Ableitung  der  Sätze  über  das 
ebene  Dreieck  axis  den  Sätzen  des  sphäi-ischen  Dreiecks. 

Ä.  Schindler,  Untersuchung  über  die  Fehler,  welche  bei  der  Berechnung 
ebener  Dreiecke  entstehen;  Programm  Prag  (1858). 

Gianotti,  Saggio  di  calcolo  origin.  di  Casali  (1856).  E.  Grehc,  Programm 
Cassel  (1856),  Analogien  zum  Siuussatz. 

Fr.  Beidt,  Trigonometrische  Analysis  planimetrischer  Konstruktionen  (1882). 

E.  Haentzsciul,  Über  die  verschiedenen  Grundlegungen  in  der  Trigonometrie, 
Programm  üS,  Berlin  (1900),  vgl,  auch  Programm  58  (1901). 

Eigenartig  ist: 

L.  Huebner,  Ebene  und  rilumliche  Geometrie  des  Maßes,  Leipzig  (1888); 
wohlfeile  Auflage  (1895). 

Frans  3Ieyer,  Über  volle  Systeme  in  der  ebenen  Trigonometrie;  Jahresber. 
Deutsche  Mathematiker -Vereinigung  (1897)  p.  561;  innerer  Zusammenhang  der 
trigonometrischen  Formeln. 

W.  Fuhrmann,  Beitrag  zur  Transformation  algebraischer  trigonometrischer 
Funktionen,  Programm  19,  Königsberg  (1898).  Formeln  für  3  Winkel,  die 
1.  ganz  beliebig  sind,  2.  Dreieckswinkel. 

34.  Sphärische  Trigonometrie. 

a.  Allgemeines,  Ciescliichte. 

Die  sphärische  Trigonometrie  verdankt  ihre  Entwicklung  den  Arbeiten 
von  Gua,  Euler  (1753  und  1779),  Lexell  (1782),  Legendre  (1782),  Lagrange 
[an  7  (1798)],    Cagnoli  (1797  und   1804j,    L'Hailier,   Sorlin,   Gergonne, 
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Szniadechi,  Uretschneider,  Möhius  und  von  astronomischer  Seite  Lacaille, 
Lagarde,  Delambre,  Gaiiß,  MoUtceale.  Einen  gewissen  Abschluß  bilden 
die  Arbeiten  von  E.  Study  und  Franz  Meyer,  siehe  aber  auch  Felix 
Klein,  Über  die  hypergeometrische  Funktion  (autogr.  V^orlesung)  1894 
285 — 357.  Sie  ist  nicht  nur  seit  Ptolemüo^  die  Grundlage  der  Astro- 
uomie,  sondern  auch  die  der  Geodäsie,  seitdem  diese  durch  Clairaut 
und  Gaiiß  eine  Wissenschaft.  Es  ist  klar,  daß  dem  Referenten  eine 
Menge  Material  in  den  technischen  Werken  entgangen  ist,  wie  denn 
z.  B.  Lacaille  seiner  Astronomie  sogenannte  Preliminaires  voraus- 
geschickt hat. 

Die  Einführung  der  Zeichen  und  damit  die  genaue  Bestimmung 
der  Tragweite  der  Formeln  dankt  man  Gaiiß,  Guderntann,  Bretschmider, 
Oiasles  und  vor  allen  Möhius  (Analytische  Öphärik),  vgl.  auch  C.  Stolz, 
Schlömilch  10  imd  Angelitti,  Accademia  Pontan.  ( 1895),  aber  auch 
schon  J.  Knar  iu  seinen  Anfangsgründen  der  reinen  Geometrie  (1829) 
unterscheidet  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Strecken  als  positive 
und  negative. 

Die  Einführung  der  Polarecke  zur  Verdoppelung  der  Formeln 
wird  von  ßaltzer,  dessen  historische  Angaben  äußerst  zuverlässig  sind, 
C  F  Schulz  zugeschrieben,  der  seit  Theodosins  und  Mcnelaos  die  erste 
deutsche  eigne  elementare  Sphärik  (1833)  geschrieben  hat,  aber  vgl. 
Lehrbücher,  England.  Sie  war  aber  schon  den  Alten  bekannt  und 
wird  z.  B.  von  Layranye  angewandt  in  der  Arbßit:  Journal  de  Tecole 
polytechnique  6  p.  270 — 97,  der  nur  die  Gr/M/Jschen  Gleichungen  zu 
einem  vollendeten  Lehrbuch  für  heute  fehlen,  desgl.  von  L'Huilier 
(3.  Fall  und  6.  Fall):  Geryunm  2  (1810  und  11)  p.  257  und  nicht 
minder  von  Caynoli  und  Snellius  und  Nasir  Eddin  {Thusi). 

Das  DuaUtätsprinzip  ist  von  Sorlin,  Gerg.  15  (1824 — 25)  p.  273 
in  seiner  ausgezeichneten  Arbeit  ausgesprochen,  deutlicher  von  Ger- 
yoiiiw  ebendort  und  am  schärfsten  von  Geryonne,  Gcry.  16,  Oousiderations 
philosophiques.  Die  Formebi  werden  viel  symmetrischer  durch  Ein- 
führung der  Außenwinkel.  Nennt  man  die  Seiten  a,  b,  r,  die  Außen- 
winkel A,  B,  C,  so  hat  man  im  Polardi-eieck  Ä,B,C  als  Seiten  und 
a,  h,  c  als  Außenwinkel,  also  in  den  Formeln  nur  die  kleinen "  und 
großen  Lettern  miteinander  zu  vertauschen.  Aber  diese  Bemerkung 
ist  nicht  zuerst  von  Ed.  Lucas,  Mathesis  (1891)  p.  189  gemacht,  auch 
nicht  von  H.  G.  Graßmaun  (1865)  p.  101,  in  seinem  Lehrbuch  der  Tri- 
gonometrie, sondern  findet  sich  schon  bei  Cornelias  Keaylt.  Nouvelles 
annales  2  p.  304.  Das  Prinzip,  das  Nebendreieck  zur  Ableitung  neuer 
Formeln  zu  verwerten,  ist  schon  von  Vieta  (oper.  omn.  421)  benutzt, 
stammt  also  nicht  von  Keoyli  (1.  c).     Das   komplementäre  Dreieck  des 
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rechtwinkligen  bei  Cagnoli,  Das  Außendreieck  als  neues  Hilfsmittel: 
A.  Zin/lrr  (1873),  (2,^-«),  b,  c. 

Sehr  einfach  leiten  Gerf/onne,  Ger<j.  3  j).  348  und  Sorlin  (1.  c.) 
den  Sinussatz  und  seine  Folgen  aus  dem  Fundamentalsatz,  der  eigen- 
artig bei  EuJpr,  Memoire  de  Berlin  (1753),  und  sehr  hübsch  Eulir, 
Acta  Petropol.  für  1779  p.  73  abgeleitet  ist,  auch  einfach  von  Hachetfc, 
Correspond.,  1807),  Mai  p.  273,  vgl.  auch  B.  F.  Davis,  Messenger  4 
(1875)  p.  102. 

Als  vrichtiges  Hilfsmittel  für  Sjjhiirik  haben  Sihiih  und  besonders 
Gudermann  (s.  Spliärik),  die  sphärische  Trigonometrie  ausgebildet.  Der 
gewöhnliche  Gang  ist  heute  der  von  CagnoU  geschaffene.  Das  recht- 
winklige Dreieck  und  durch  Fällen  der  Höhe  das  schiefwinklige.  Die 
Lehre    vom    Viereck   ist    im    wesentlichen    schon    von   Lc.rell   und   von 

Cagiioli  ausgebildet,  die  L'Hiiiliersche  Formel  für  tg  e  nur  ein  Spe- 
zialfall der  Lexellschen.  Die  meisten  Arbeiten  beschäftigen  sich  mit 
dem  Legendreschen  Satz,  den  Gaw^schen  Gleichungen,  den  Formeln 
für  den  Exzeß  e. 


b.  Zusaiiimenfasseude  Darstellungen. 

(Lehrbücher  etc.) 

Die  meisten  Lehrbücher  der  sphärischen  Trigonometrie  bei  denen 
der  ebenen. 

A.  M.  Legendre,  Trigonometrie  meist  mit  den  Elements  de  Geometrie  als 
Traite  de  Trigonometrie  auf  Grundlage  des  cahier  6  de  l'ecole  polytechnique. 

A.  üagnoli,  2.  umgearbeitete  Auflage  von  1804;  noch  heute  sehr  brauchbar, 
obwohl  er  nicht  zwischen  Kongruenz  und  Symmetrie  scharf  unterscheidet. 

J.  D.  (Tergoime,  Gerg.  3  p.  348,  aus  dem  Fimdamentalsatz  (Kosinus-) 

der  Siuussatz  etc.  Sorlin,  Gerg.  15  p.  273,  Auszug  des  Memoire  preseute 

(1819)  22.  Februar  von  Geryonne,  —  J.  Szniadecki,  Polnisch  a  Jana 

Sniadeckiego    (Wratislawa)    1820,    sphärische    Trigonometrie,    deutsch 

von    L.  Fehlt    (1828).      Gauß:    Zusatz    zu    SchuJimacJier's    Übersetzung 

von  Carnofs  geometrie  de  pos.     Note  7. 

F.  X.  Moth,  Die  Lagrangeschen  Relationen  und  ihre  Anwendung  etc.,  Prag 
(1829). 

F.  Schmeißer,  Grelle  10,  breit,  aber  allgemein  i nicht  fehlerfrei). 
C.  A.  Bretschneider,  Grelle  13  p.  85,  li5. 

J.  A.  Grunert,  Sphärische  Trigonometrie  (1837). 

0.  Terquem,  Nouv.  annal.  5  (1846)  auch  Menelaos  und  Ceva  (Ptolemäos), 

G.  Junghann,  Studien  über  das  sphärische  Dreieck,  Programm  Luckau 
(1848). 

Simon,  Elementargeometrie.  16 
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E.  BaUzer,  Elemente  der  Mathematik  •_',  Leipzig  (1853),  3.  Aufl.  (1870);  reich 
an  zuverlässigen  historischen  Xotizeu. 

3Iöbius,  Entwickelung  der  Grundform  ein  der  sphärischen  Trigono- 
metrie in  STÖßtmögliclier  Allgemeinheit;  Aufhebuns  der  Beschränknns; 
auf  Seiten  und  Winkel  unter  ;t  Leipz.  Ber.  12  p.  51  ( 1860),  Werke  2,  p.  73. 

J.  Todhnnter ,  London  mathem.  society  proceed.  3  (1871)  p.  232.  310;  histo- 
rische Noten  über  gewisse  spliiirische  trigonometrische  Formeln:   ders:   Lehrbuch. 

F.  J.  Studnirka,  Pi'ager  Bericlite  (1875);  Ableitung  der  Grundformeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  mittels  Determinantensätzen. 

O.Stolz,  Seldöiii.  16  p.  168  il871);  analytische  Entwicklung  der  Grundformeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  in  voller  Allgemeinheit  (Eckensinus). 

F.  X.  Stoll,  Die  Hauptaufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie,  Programm 
Bensheim  (1879),  gut. 

S.  Günther,    Versuch    einer  schulgemäßen   Behandlung  der  Lehre  von   den 
Kreisen  des  sphärischen  Dreiecks. 

P.  r.  Schäwen,  Zeitschrift  für  das  Eealschulwesen  1882  p.  394 — 469;  ders.: 
Schlüm.  27  (1882)  p.  126. 

L.  Huebener,  Ebene  und  räumliche  Geometrie  des  Maßes,  Leipzig  (1888). 

J.  Casey,  A  treatise  on  spheric  trigonometry,  Dublin  (1880), 
äußerst  reichhaltig. 

E.  Studif,  Sphär.  Trigou.,  orthogonale  Substitutionen  und  ellip- 
tische Funktionen,  Leipziger  Abhandlungen  20  (1893)  p.  83 — 232:    Ist 

cot  y  «1  =  Zj,  coty  «1  =  ;-!, 
60  ist:  ,,,.,,..         ,   , 

die  algebraisch  einfachste  Beziehung,  vgl.  Felix  Klei»  Hvpergeom.  Funktion. 

Franz  Meyer,  Grelle  115  p  209;  der  ResultantenbegrifF  in  der  sphärischen 
Trigonometrie. 

JRagona,  Modena  Memorie  (Tangentenformeln  bevorzugt)  i'2)  5  (1887)  p.  53— 119; 
nuove  formule  etc. 

E.  Grohmann,  Über  das  sphärische  Dreieck,  Programm  Wien  (1897). 

F.  F.  Bohnert,  Ebene  und  sphärische  Trigonometrie,  Leipzig  (1900):  gerühmt 
■wird  die  Trigon.  von  Guyau. 

G.  Lazzeri,  Manuale  di  trigonom.  sferica,  Livorno  (1900). 

Konstruktive  Auflösung  des  sphärischen  Dreiecls. 

Schon  bei  Grua,  Cagnoli  cap.  19,  Gudermann,  niedere  Sphärik 
(1835),  in  den  Lehrbüchern  der  darstellenden  Geometrie,  so  z.  B.  bei 
Bellaviiis,  geometria  descrittiva  (1851);  sehr  anschaulich  wird  die  Ab- 
leitung der  Grundformeln  aus  dem  Dreifach  reproduziert  von  Chr.  Wiener, 
Darstellende  Geometrie  1  p.  112;  Steinheil,  Münchener  Berichte  2  (1869) 
p.  369  (er  findet  das  Polardreieck!);  W.  Fiedler,  Schlöni.  8  (63)  p.  482, 
weiter  ausgeführt  von  J.  Hemming,  Schlöm.  17  p.  188. 
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U.  Smith,  American  joum.  1  (1878)  und  6  (1883)  p.  175. 

In  die  'Nicht-Eidiidische  Geometrie  gehört  Fr.  Schilling,  Math. 
Aiuialen  39  (1891)  598;  Geometrische  Bedeutung  der  sphär.  Trigoii.  im 
Falle  komplexer  Argumente. 

Die  Bedeutung  des  sphärischen  Dreiecks  für  die  eUiptischen  Funk- 
tionen, deren  Additionstheorem  mit  dem  Kosinussatz  übereinstimmt,  ist 
bereits  von  Legemire  erkannt;  dazu  Glaisher,  Quarterly  J.  IT  p.  353 
(1881);  Juhnson,  Quarterly  J.  18  p.  365;  19  p.  185,  wo  die  Beschränkung 
des  Modvds  Ä*  =  A  :  ö  auf  Werte  <  1  aufgehoben  wird. 

c)  Legendrescher  Satz. 

Legeiulre,  Memoire  de  l'academie  des  sciences  (1787)  ohne  Beweis, 
der  zuerst:  Methode  analytique  pour  la  determination  d'un  arc  du  me- 
ridien  par  </.  B.  J.  Delamhre,  precedee  d'un  memoire  sur  le  meme  sujet 
par  A.  J[.  LcgemJre ,  Paris  au.  7  (1798)  p.  13  und  Trigonometrie, 
Append.  5  gegeben  wird. 

Wenn  die  Seiten  des  Dreiecks  gegen  den  Radius  sehr  klein,  so 
kann  das  Dreieck  als  eben  angesehen  werden,  und  es  sind  bis  auf  Größen 

4.  Ordnung  die  Winkel  «'  =  « — ,   wo  e   sphärischer  Exzeß,  und  es 

ist  s  =  zJ  :  r^.  Beweise  von  Lagrange,  Ddamhre,  Gauß,  der  in  den 
Disquisitiones  circa  superficies  curvas  den  Satz  auf  geodätische  Drei- 
ecke aller  Flächen  ausdehnt.  Das  kleine  sphärische  Dreieck  ist  schon 
vor  Legendre  von  den  Astronomen,  z.  B.  LcUmide,  Delamhre,  Cagnoli 
durch  ein  ebenes  ersetzt  worden. 

J.  y.  P.  Hachette,  Corresp.  (sur  l'^cole  polytechn.)  (1807)  8.  Mai  p.  -284;  Be- 
weis und  sehr  ähnlicher  Satz. 

Gauß,  Crelle  22  p.  96,  sehr  kurz  und  ganz  elementar 

a        svaAsrYT 
T  =  8inBV^' 

wo  D  Produkt  von  vier  Faktoren  (1  -f  f^,  franz.  LiuxmUe  6  p.  273.  —  Gauß, 
Bd.  8  p.  451. 

A.  Wi)Mer,  Crelle  44  (1852)  p.  273,  sehr  kurz,  aber  es  fehlt  die  Begründung, 
daß   A  =  £  bis  auf  Größen  4.  Ordnung  (die  Arbeit  ist  Ton  1848). 

Grunert,  Grün.  23  (1854)  p.  111.   idem. 

A.  Tissot,  youv.  annal.  (2)  1  (1862)  p.  1.  Literatur;  zwei  sehr  hübsche  Be- 
weise. 

-E.  Catdlan,  Xouv.  annal.,  Clements  de  geom.  i?.  Baltzer,  durch  Entwicklung 
von  cosa;  nach  Potenzen  von  x.  Franz  Mertens,  Sehlöm.  7  p.  248:  Bestimmung 
der  Fehlergrenze. 

Ein  Seitenstüek  zum  Legendreschen  Satz: 

Grunert,  Grün.  25  (1855)  p.  207 ;    das  plane  Dreieck  c,  A ^f,   B —  e 

ersetzt,  wenn  a,  h,  c  kleine  Größen   1.  Ordnung  das   sphärische    Dreieck   bis    auf 

16* 
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Größen  von  höherer  als  4.  Ordnung.  F.  Serret,  Des  methodea  en  Geometrie,  Paris 
(1855)  Cap.  ii.  Wenn  re,  6,  c  sehr  klein  gegen  R,  so  kann  bis  auf  Größen  2.  Ord- 
nung das  plane  Dreieck  a,A,  B—  s,  C — f,  wos  halber  Exzeß,  das  sphilri.->che 
Dreieck  «,  A,  B  ersetzen.  E.  Mouche,  Nouv.  annal.  15  (1856)  p.  354  zeigt,  daß 
man  zwei  Elemente  belassen  und  ein  drittes  um  eine  beliebige  Größe  2.  Ord- 
nung ändern  kann. 

d)  Delanibre-Gaiiß-Molhveidesche  Gleichungen. 

Nepersche  Analogien,  CagnoUscIie  Formeln. 

J.  B.  Ddamhrr,  (1807)  Connaissance  des  teinps  pour  1808.  Be- 
weis im  Abrege  d  astronomie.  Gauß,  Theoria  motus  (1809)  p.  51  ohne 
Beweis,  doch  soll  Gauß  Satz  und  Beweis  schon  früher  in  seinem 
Kolleg  gegeben  haben.  llolhveide,  Monatliche  Korrespondenz  von 
Zach  18  (1809)  p.  394.  v.  Ssniadecki,  Petersburger  Akademie  (1811) 
29-  März  zeigte,  daß  die  Gcmßscken  Gleichungen  (oder  vielmehr  ihre 
Quadrate)  nichts  anderes  sind  als  die  auf  den  kürzesten  Ausdruck  ge- 
brachten Cagnolis(A^&a.  Formeln.  Puissaiif,  Correspond.  sur  Fecole  poly- 
techn.  3  (1814)  p.  60,  einfacher  Beweis;  vgl.  auch  seine  Geodesie. 
Servois,  Gerg.  2  p.  84.     Gcrgonnc,  Grrg.  3  p.  348. 

K.  H.  J.  Buzengeiger,  Bolmenherger  Zeitschrift  für  Astronomie,  ü.  L.  Feldt, 
Crelle  7  p.  68,  kurz.  F.  Schtinißer,  Cnile  10  (1833)  p.  129;  historische  Notizen. 
Crelle  selbst:  Crelk  12  p.  348;  von  (rerom,  Nouv.  annal.  7  p.  232  übersetzt.  Bret- 
schneider,  Crelk  13  p.  85.  /.  Bienger,  Grün.  7  p.  225.  F.  Arndt,  Grün.  13 
(1849).     0.  Werner,  Grün.  24  (1855)  p.  95. 

KonstruMiv: 

Ch.  Gudermaim,  Niedere  Sphärik  p.  144. 

Frz.  TJmferdiiiger,  Grün.  26  (1856)  p.  350,  aus  ebener  Figur. 

E.  Essen,  Grün.  27  (1856)  p.  38. 

W.  Crofton,  London  mathem.  society  proceed.  3  (1871;  p.  13;  sehr  kurze  Ab- 
leitung {Gudermann). 

Nepersclie.  Analogien  ohne  Division  der  Gaußschen  Formeln: 

Nach  Wallace  (1791),  Cambridge  journ.  3  (1842);  sie  fehlen  weder  bei  La- 
grange  im  6.  cah.  des  Journ.  polyt.  an.  7  (1798),  noch  bei  Etiler  1779:  Acta 
Petrop.  pro  1782  noch  bei  CagnoU.  —  Curtazar,  Nouv.  annal.  6  (1847)  p.  218. 
O.  Werner,  Grün.  24  (1855)  p.  95.     Saff'ord,  The  mathem.  monthly  1  (1859)  p.  73. 

Die  Cagnolischen  Formeln  finden  sich  (1804)  p.  332  (1139): 

sin  AB  smBC  -\-  cos  AB  cos  BC  cos  B 

=  sin  A  sin  C  —  cos  A  cos  C  cos  AC. 

Sehr  einfach  ist  ihre  Ableitung  bei  Bretschneidcr,  Grün.  13  p.  145 
aus  dem  Kosinussatz  und  seiner  Polarformel,  vgl.  auch  SzniadecM  (1.  c). 
Da  sie  den  Astronomen  mehr  interessieren  als  den  Mathematiker,  sind 
sie  in   den  Lehrbüchern   in  Vergessenheit   geraten   und   von  Caijlcg  als 
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neu  wiedergefunden  und  Philosoph,  niagazine  11  (1859)  p.  151  iLhnlich 
wie  von  Brdschneidrr  und  von  dem  Astronomen  G.  B.  Airy,  p.  176 
geometrisch  bewiesen  worden;  JJarbkr,  der  sie:  Nouv.  annal  (2)  5 
p.  349  erwähnt,  vindiziert  sie  noch  Cai/lmj. 


e)  Fläckeiiinhalt. 

L'Huiüersche  Formel : 

tg'  x  =  *g T-P  *g  i  ^P  ~  "*)  *S  2  (^'  -  ^)  *g  T  (P  -  ^') 

von  Legmulre  mitgeteilt:  Ele'ments  (1800)  Note  10,  ist  aber  nur  Spezial- 
fall der  Formel  von  Lexell  für  das  sphärische  Kreisviereck:  Acta  Petrop 
(1782)  p.  88;  Fuissant,  Corresp.  Uachette  3  p.  60.  Franke,  Grün.  17 
p.  309.  Gent,  Programm  Liegnitz  (1853).  0.  Werner,  Grün.  24  (1855) 
p.  55  wie  ScMömüch  6  (1861)  p.  46;  das  plane  Dreieck  sei 


a  b 

^  cos  — 


p  =  CO 
so  sind  seine  Winkel 
R=  180 


sin  Y  sm  y  ; 


r  =  cos  — c, 


C: 


P=C-|a;     ^  =  1^. 


A.  Prouhet,  Kouv.  annal.  1.5  (185G)  p.  91.    Lebesgnc,  ibid.  16  p.  :^19.    Baltzer, 
3.  Aufl.  (1870)  p.  326. 

L.  Huebner,  Ebene  und  riiumliche  Geometrie  des  Maßes  (1888)  p.  253. 

Der  L'Hiiilierschen  entsprechende  Formel  für  das  sphärische  Vier- 
eck von 

F.  Strehlke,  Grün.  35  (1860)  p.  104,  447  anknüpfend  an  LexeU,  Acta  Petrop. 
(1782). 

0.  Terqicem,  Nonv.  annal.  5  von 
Menelaos  und  Ceva  ausgehend,  die 
Formel     von    Gudermann    (Lagrange, 

T       ij     i    s  «        cos  3IN  -, 

LexeU  etc.)  cos  —  ^ ,   wo  AI 

cos  — 

und  N  die  Mitten  von  b  und  c.  Die 
Formel  über  die  Medianen,  worauf  die 
Ableitung  beruht,  bei  Querret,  Connais- 
sance  des  temps  pour  1822  p.  335.  Ist 
nR  =  MN  und  DE  _L  BCE, 


so  ist 


DE 


(Fig.  28.)  (Die  selbstverständliche  Konstruktion  bei  ßudermann,  CreUe  6  und  8.) 
Dieselbe  Formel  entdeckt  König,  Grün.  34.  Die  Formel  über  die  Medianen  u.  a. : 
Educational  times  (1899)  Mai,  mit  verschiedenen  Losem. 
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Vatinson,  Nout.  annal.  7  (1848)  p.  14  im  Anschluß  an   Terquein 
sin  —  =  siii3/iV^  sinpq. 

Tede'naf,  Oerg.  6  p.  46 ;  Inhalt  des  sphär.  Dreiecks  mittels  Differentialrechnung 
{Euhr,  Memoire  de  Berlin  (1753)).  A.  Hiie,  Xouv.  annal.  10  (1851)  p.  25  f  durch 
«,  b,  c  (Etiler,  Lagrange,  Lexell,  Cagnoli). 

Satz  von  Kornelius  Keogli  V  =  Parallelepipedou  aus  OA!,  OBl  OC, 

wo  A'  etc.    die  Seitenmitten,    i.st  gleich   sin   —  : 

Lebesgue,  Nouv.  annal.  16  p.  329.  ,7.  A.  E.  Combescure,  dito,  Xouv.  annal. 
17  p.  142. 

Der  Zusammenhang  des  Eckensinus  (v.  Süiudt)  mit  dem  Parallel- 
epipedou  OABC  ist  lange  vorher  z.  B.  von  Euler  (1779)  erkannt. 

Der  LexelUQ\ifi  Satz:  Acta  Petrop.  für  1781  p.  112,  auch  von  Legetidre  (1.  c.) 
bewiesen,  ist  von  Steiner,  Grelle  2  p.  45  verroUständigt.  Der  kleine  Ortskreis 
durch  A  geht  durch  die  Gegenpunkte  von  B  und  C,  hübscher  Beweis  bei  Sorlin 
(1.  c);  dort  auch  der  polare  Satz:  Die  Basis  bei  konstantem  Parameter  und  festem 
Gegenwinkel  umhüllt  einen  Kreis  p.  302.  V.  A.  Lebesgue,  Xouv.  annal.  14  p.  24; 
vgl.  hierzu  Gauß,  Bd.  .s  p,  292  u.  293,  Schumacher  an  G.  und  Gauß  an  Seh.,  in 
der  Note  ist  auf  die  Priorität  Lobatschefskij'e  hingewiesen  (1836  russisch). 

f)  Vermischtes. 

Separierte  Tangentenformel  (s.  Trigou.)  auf  der  Kugel  hei  Lege >i<lre,  Elements, 
Note  10  (1800). 

Gueneau  d'Aumont,  Gerg.  12  (1862)  p.  264;  Rechercbes  sur  les  quadrilateres. 

Das  i-echtwinklige  Dreieck  s.  bei  Pi/fJiar/uras.  Vom  Sinussatz  geht 
31.  JenJiins  aus:  Messung.  17  (1887)  p.  30,  und  beweist  cos«  ohne  Gauß- 
sche  Gleichung,  dort  auch  die  Formel 

sin  [A  -\-  Bj       cos  a  -\-  cos  6 


sinC  1  -j-  cose 


Die  Grimdformel  (Kosinussatz")  als  notwendige  3.  Gleichung  leitet  linabe, 
Crelle  2  durch  Koordiuatentrausformation  im  Räume  ab:  G-udermann, 
St.  Venanf,  Liouvüle  9  (1844)  p.  270  (sehr  direkt  die  Winkel  durch  die 
9  Kosinus  der  Winkel  mit  den  rechtwinkligen  Achsen,  Zusatz  p.  310). 
JJ.  yie/n>)i(/loir-'i]iij  Analytische  Geometrie  des  Raumes;  dito  3Iax  Simon 
(Sammlung  Schnhert),  Fuudamentalformel  durch  Projektion  nach  Duhamel 
(nach  Lrxdl)  von  H.  Lemonnier,  Nouv.  amial.  4  (1846)  p.  606. 

VHiiiUer  (1.  c.)  Fall  3  und  6  (iwlare);  a,  c  und  a  zweideutig  \vie  konstmktiv 
klar,  dazu  M.  Jenkins,  Messeng.  2  (1873)  p.  150;  ibid.  14  (1885)  p.  153  Lloyd 
Tanner,  Note  dazu  p.  155  von  Jenkins. 

Die  Seiteudeterminante  7)  von  Sfaudf,  Crelle  24,  Eckensiuus  ge- 
nannt,   ist    schon    von  Euler   durch    die  3  Winkel,   und    die  Polai-e  Ö 
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durch  die  iJ  Seiten  gegeben.  Referent  hat  sie  nur  bei  Keogh  und 
Lchesgue,  Nouv.  annal.  12  p.  304  und  mit  Quellenangabe  bei  Baltzer 
gefunden,  den  Modul  I) :  Ö  =  sina  :  siu^  überall. 

Die  Formel  n'mti  smli^  =  D,  die  u.  a.  sich  schon  bei  Lagrange 
cah.  6  findet,  ist  von  Ibnfrrdinger  der  Wiener  Akademie  (Bd.  51  der 
Sitzungsberichte)    als    neu    mitgeteilt.      Die    Formeln    für    die    Radien 

analosi        und    -■      etc.  sind  schon  vollständig  von  Lexell,  Euler,  Cao- 

noli  gegeben,  kehren  aber  immer  wieder,  z.  B.  bei  T.  ülausen,  Crelle  6 
p.  .'^4.  S.  Löiccnskin,  Crdle  13  p.  79.  Vannson,  Nouv.  annal.  7  p.  14. 
Umferdinger,  Grün.  29  und  33.  Die  entsprechende  Formel  für  die 
Zenti'ale  des  In-  und  Umkreises  Stall,  Hofjm.  lö  p.  34: 

sin"/ru  =  sin^i?  cos-;-  —  sin  211  siu  2;- 

(vgl.  Taktion).     L'Huüier,  Gerg.  2  p.  75;  Schwerpunkt. 

Die  Analogie  des  sphärischen  und  ebenen  Dreiecks  ist  häufig  ab- 
gehandelt, z.  B.  von  L'Hiiilicr,  zuletzt  wohl  von  P.  v.  Schäwen,  Zeit- 
schrift für  das  Realschulwesen  (1882)  p.  394,  so  bei  Lagrange  und 
Euler  und  sehr  vollständig  bei  Cagnoli,  der  auch  die  Diiferentialände- 
rungen  bei  einem  variabelu  Stück  sehr  sorgfältig  untersucht  hat.  Ab- 
leitung der  ebenen  aus  der  sphärischen  Trigonometrie.  S.  Gihiiher, 
Bayrische  Blätter  15  (1879 1  p.  405:  Zur  Didaktik  der  sphärischen 
Trigonometrie. 

Daß  die  Hauptkreisbogen  unter  %  geodätische  Linien  sind,  der 
Ausgangspunkt  Euler's  (^1753),  ist  von  Cagnali  nicht  ganz  elementar 
durch  die  Reihe  für  cosa;  bewiesen,  oft  nach  dem  Vorbild  Euklid'a 
durch  den  Satz  « -|-  fe  >  c  (ohne  dreiseitige  Ecke),  z.  B.  vom  Refe- 
renten; ein  elementarer  Beweis  I).  liesso,  Periodico  1  (1886)  p.  122, 
aber  alle  diese  verlangen  schließlich  doch  einen  Grenzübergang  (s.  auch 
Sphärik:  Barhet). 

Das  sphärische  Viereck  (besonders  im  Kreise)  ist  von  Lexell, 
L'Huilier,  Cagnoli  eigentlich  erledigt,  auch  Guencau  d'Aumont,  Steiner, 
Gudermann  und  Schulz  sind  zu  nennen;  so  steht  der  Potenzsatz  {Baltzer 
p.  327)  bei  Cagnoli  p.  349;  No.  1157,  der  sphär.  Ptolemüos  1158. 

Zur  Fläche  des  Vierecks: 

L.  A.  Sohncke,  Grün.  4  p.  347.  H.  Hart,  Messenyer  4  (1875)  p.  181;  Exzeß 
eines  Vierecks,  das  einem  kleinen  Kreise  eingeschrieben  {Lexell,  Acta  Petrop.  (1782)) 
und  Formel  für  den  Radius  des  kleinen  Kreises  (Lexell  1.  c).  C.  Kramp,  Gerg. 
(1810/11)  p.  161 :  Jedes  sphärische  Viereck  mit  zwei  rechten  Winkeln  liißt  sich  sofort 
auf  ein  schiefes  Dreieck  zurückführen  (wichtig  für  Astronomen).  C.  G.  Colson, 
Messenger  5  (1876)  p.  161 :  Wenn  zwei  Diagonalen  eines  vollständigen  Vieraeits 
Quadranten  sind,  so  ist  es  auch  die  dritte. 
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Satz  von  J.  Steiner: 
^   cosrt  =  4cos  —  cos  —  cos(/,  wo  g  die  sphäriäche  Distanz  der  Mitten  der 

Diagonalen  e  und  /  ist,  ist  von  Bemy,  Crelle  3  p.  84  bewiesen  und  wiederholt: 
Nouv.  annal.  4  p.  494.  /.  L.  Baabe,  Crelle  2  p.  9;  sphärische  Polygonometrie,  spe- 
ziell Vierecke. 

C.  A.  Bretschneider ,  Crelle  13  (1835)  p.  145;  interessante  Formeln,  wo  die 
Viertel  der  Summen  eingeführt  sind.  P.  Gerwien,  ibid.  11  p.  130,  Giid€nna)insQh.eT 
Satz,  der  (G.):  Crelle  13  p.  262  den  Winkel  zweier  Kreise  aus  der  Gleichung  ihres 
Systems  ableitet. 

/.  Steiner,  Crelle  24  p.  191;  Kreissatz  auf  der  Kugel;  vgl.  c.  Scltmcen,  Schlöm. 
27  p.  126.  Gruncrt,  Grün.  47  p.  149;  Pothenot  auf  der  Kugel.  Bogiier,  Grioi.  45; 
einfacher  Transversalensatz.  E.  Barbier,  Nouv.  annal.  (2 1  5  p.  349,  Formeln  (1  und 
5  neu?). 

A.  Cayley,  Messenger  1  (1872)  p.  145:  On  an  identity  in  spherical  trigonometry : 
cos  (A  -\-  B  -\-  C).  Idem:  London  mathem.  society  proceed  11  (1880"i  p.  48:  Ä 
theorem  in  spher.  trigonom. 

Frz.  Umferdinger ,  Gran.  50  (1869)  p.  107;  Winkelhalbierende.  E.  Meißel, 
Grün.  64  p.  47;  65  p.  429:  Klasse  von  Aufgaben: 

a  +  o:     /j  +  i  etc. 

vgl.  Math.  Annal.  15  i,1879)  p.  380  (zum  sphärischen  Dreieck  ahe  aßy  gehört 
ein  anderes 

a,  = ■ etc.  tg— —^  =  tg  —  cot  — 

'  2  ^     2  "  2  2 

und  bleilit  für  das  Polardreieck  dasselbe). 

Gaiiß,  Gesammelte  Werke  Bd.  3,  Nachlaß  p,  481—90;  Pentagrammum  mirificum. 
Nach  mündlicher  Mitteilung  von  F.  Klein  bezieht  sich  der  von  Neper  herrührende 
Name  auf  die  Konfiguration  der  untergehenden  Sonne,  Pol,  Zenit  etc.  Das 
Pentagr.  gehört  zu  einem  gegebenen  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck;  die  fünf 
Höhen  sind  sämtlich  Quadranten  und  daraus  folgen  sofort  die  Neperschen  Ana- 
logien. Weitere  Ausführungen  Gauß,  Band  <s  p.  106  und  die  Bemerkungen  dazu 
von  Fricke  p.  112  {Jacobisches  SchUeßungsproblem  der  elliptischen  Funktionen). 
0.  i"'.  Dziobek,  Grün.  (2)  16  p.  320;  Erweiterung  des  Gaußschen  Pentagramms  auf  ein 
beliebiges  Dreieck,  daraus  merkwürdige  Formeln,  besonders  die  letzte,  s.  aber  auch 
M.  L.  G.  Wichmann,  Pentagramm,  mirif     Preisschrift,  Göttingen  (1844). 

Jeffares,  Educ.  times  69  (1898)  p.  59  Nr.  13  593;  Neuberg,  70  (1899)  p.  115 
Nr.  13  838;  CroftOH,  70  p.  41  Nr.  13  661:  Wenn  von  den  Bogen,  welche  die  Mitten 
der  Seiten  verbinden,  einer  90"  ist,   so  sind  es  auch  die  anderen,  und  die  Fläche 

des  Dreiecks  ist  ein  Quadrant  /  immittelbare  Folge  von  cos  _    = !  \  • 

-"  fl        I 

cos  -  / 


( 


L.  Bosi,  Periodico  (1897);  je  nachdem 

sin-  -  -  a  ^  X  sin'  —  6  -|-  sin*  —  e  ist  A  =  ^  <^B  -\-  C 
{J.  Neuberg,  Mathesis  (1897)  p.  61). 
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Gruppentheoretisch  und  elliptische  Funktionen: 

K.  Study  iL  c.)  (Bd.  20  der  sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften). 
Emily  Clüsholmi',  Dissertation,  Göttingen  (181t5);  (gruij))eutliooretisch-)algebrai8che 
Untersuchungen  über  sjjhär.  Trigonom. 

Franz  Meyer,  t'relle  115  p.  '200.  Der  Kesultantenbegriff  in  der  sphärischen 
Trigonometrie.  (Sinussatz,  sehr  merkwürdige  Zusammenfassung.)  {Katholische 
Trigonometrie,  s.  Klücjel  Art.  Trigon.) 

0.  Ftiml,  Hamburger  mathem.  Gesellschaft  3  p.  210.  Über  Substitutions- 
gruppen in  der  s])härischen  Trigonometrie,  insbesondere  die  Nepenchen  Regeln 
für  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck. 

Vergleiche  auch  Sphilrik,  insbesondere  für  den  Inhalt  des  Dreiecks 
aus  kleinen  Kreisen. 

Ein  mechanisches  Instrument  zur  Auflösung  sphärischer  Dreiecke 
mit  1 — 2  Ablesungen  von  Penrose,  London  astronomical  society  36 
(1876)  p.  281. 


Nachtrag. 

Es  handelt  sich  im  wesentlichen  um  'methodische  Äußerungen  (vgl. 
Artikel  13)  dreier  durch  ihre  wissenschaftliche  Bedeutimg  ausgezeich- 
neter Mathematiker,  Alfred  Fringsheim,  Ferd.  Lindemann,  F.  Klein. 

Veranlaßt  durch  die  besonderen  Verhältnisse  Bayerns  hielt  P.  in 
der  öffentlichen  Sitzung  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München 
am  14.  März  11104  eine  Rede:  „über  Wert  und  angiMichen  Unwert  der 
Mathematil'",  abgedi-uckt  im  Junihefte  der  „Jahresberichte".  Das  Thema  ist 
seit  Dasypodius  und  Melanchthon  oder  richtiger  seit  Flaton  immer  wie- 
der behandelt  und  auch  P.  bringt  inhaltlich  nichts  Neues.  Aber  die 
vollendete  Form  und  die  Lebendigkeit  des  Vortrags,  die  Bedeutung  des 
Redners  und  seiner  Hörer  rechtfertigten  das  ungewöhnliche  Aufsehen, 
das  die  Rede  in  Laienkreisen  erregte. 

Der  Hauptfeind  einer  richtigen  Wertung  der  Mathematik  ist  übrigens 
nicht  der  vom  Redner  (zum  Teil  mit  den  Worten  des  Referenten,  vgl. 
z.  B.  dessen  Metlwdik  und  das  Referat,  Zeitschr.  f.  d.  Gymnasialwesen 
59.  6  (1895)  p.  367)  bekämpfte  Scliopenliaiier,  sondern  das  sind  die 
ihren  Besitzstand  wahren  wollenden  sogenannten  „klassischen"  Philo- 
logen, und  mit  ihnen  wird,  um  Sdiopenhauers  Worte  zu  gebrauchen,  der 
Streit  vor  bestochenen  Richtern  geführt.  Diese  Leute  wollen  nicht 
überzeugt  sein,  und  gegen  diesen  bösen  Willen  kämpft  selbst  ein  Friiigs- 
heim  vergeblich.  Wir  müssen  uns  mit  dem  „artem  non  oilit.  uisi  io'na- 
rus"  begnügen,  und  im  übrigen  der  Macht  der  Tatsachen,  die  stärker 
ist  als  die  der  Menschen,  vertrauen. 

Ebenfalls  einer  oder  mehreren  Gelegenheitsursachen  verdanken  wir 
Lindemanns  Rede  „Lehren  und  Lernen  in  der  llathemaiiJc",  dem  Antaritt 
des  Rektorats  der  Universität  München  am  24.  Nov.  1904,  dem  Wunsch, 
die  Wertung  der  Mathematik  in  Bayern  zu  heben,  die  dort,  wie  schon 
aus  der  ungenügenden  Stundenzahl  hervorgeht,  liinter  dem  übrigen 
Deutscliland  zurückgeblieben  ist,  und  schließlicli  der  Stellungnahme  zu 
den  reformatorischen  Bestrebungen  Kleiiis.  Die  maßvollen  Forderungen 
Lindemanns  treffen  mit  denen    des  Referenten    in  seiner  Methodik   so 
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ziemlich  zusammen;  im  Straßburger  Lyceum  steht  seit  1871  der  Funk- 
tionsbegriff im  Zentrum  des  Unterrichts,  und  wird  Differentialrechnung 
allerdings  in  sehr  bescheidenem  Umfang  getrieben.  Nicht  minder  wird  die 
geschichtliche  Entwickelimg  und  damit  der  Zusammenhang  der  Kultur 
und  die  Forderung  hellenischen  oder  hellenistischen  Geistes  für  den 
Unterricht  betont.  An  dieser  Stelle  lenkt  Referent  die  Aufmerksam- 
keit auf  eine  Jugendarbeit  unseres  zur  Zeit  bedeutendsten  Philosophen, 
H.  Cohens  „Piatons  Ideenlehrc  und  die  Mathematik'^  Marburg  1878, 
Rektoratsprogramm,  eine  seiner  am  leichtesten  lesbaren  Schriften.  Be- 
zeichnend für  den  Tiefstand  in  Bayern  ist  übrigens  der  Protest,  den 
die  Lehrer  gegen  die  Lindemannsch.e  Rede  erhoben. 

Sind  Fringsheims  imd  Lindemanns  Reden  Gelegenheitsschriften,  so 
hat  sich  Klein  seit  mehr  als  einem  Dezennium  mit  organisatorischen 
Fragen  des  Unterrichts,  zu  dem  ich  auch  die  Enzyklopädie  rechne, 
beschäftigt.  Er  hat  seine  ganze  freie  Zeit  auf  diese  Arbeiten  ver- 
wandt, ist  unablässig  für  die  Ausbildung  der  Lehrer,  selbst  in  seiner 
Ferienzeit,  bemüht  gewesen  und  hat  weit  mehr  als  irgend  ein  anderer 
Hochschullehrer,  noch  dazu  von  seinem  Range,  Fühlung  mit  den 
Gymnasiallehrern  gesucht  und  gefunden.  An  hingebender,  selbstloser, 
ich  möchte  sagen  religiöser  Liebe  für  die  Mathematik  und  ihre  Rolle 
im  Geistesleben  der  Menschheit  wird  er  nicht  einmal  von  Schellhach 
übertroffeu,  an  umfassender  Behen-schung  des  ganzen  Gebietes  der 
Mathematik  imd  ihrer  Anwendungen  ist  er  ein  Unikum.  Nun  sah  er 
die  Mathematik  in  ihrer  Wurzel,  dem  Unterricht  auf  Hoch-  und  Mittel- 
schulen bedi-oht,  nicht  nur  von  der  Selbstsucht  imd  der  Unwissenheit 
der  von  Friedrich  August  Wolf  ausgehenden,  fälschlich  Neuhmnanismus 
benannten  Schule,  sondern  von  den  eigenen  Kindern,  den  technischen 
Wissenschaften  und  den  Naturwissenschaften  und  zuletzt  noch  von  den 
vereinigten  Biologen.  Gingen  doch  die  Techniker  so  weit,  alles  Ernstes 
zu  fordern,  daß  ihre  mathematischen  Kollegen  nur  solche  Aufgaben 
durchnehmen  dürften,  welche  in  der  Praxis  vorkämen,  ja  noch 
mehr,  die  ihnen  von  den  Praktikern  gütigst  (weü  sie  selbst  sie  nicht 
erledigen  konnten)  vorgeschrieben  würden.  Klein ,  der  m.  E.  die 
Gefahr  des  Ansturms  überschätzte,  entschloß  sich  nach  seinen  eigenen 
Worten,  die  Außenwerke  zu  opfern,  um  den  inneren  Kern  um  so  fester 
zu  behaupten.  Referent  wird  demnächst  Gelegenheit  finden,  auf  die 
Kleinserien  Vorschläge  ausführlich  einzugehen;  er  bemerkt  hier  nur, 
daß  er  Maximumsaufgaben  und  besonders  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
zum  innersten  Kern  rechnet.  Propädeutik  in  der  Sexta  hält  Referent 
und  wohl  mit  ihm  alle  Lehrer  für  nutzlos,  er  verlegt  dieselbe  nach 
Quarta,  und  verweist  auf  den  Brief  an  Klein  „Über   den   einleitenden 
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geometrischen  Unterricht  auf  Quarta",  Jahresbericht  19.  Mai  1904.  Die 
im  Artikel  3  nicht  zitierten  Kleinschen  Schriften  sind  zusammengefaßt 
in  „über  eine  zeitgemäße  Umgestaltung  des  Mathematischen  Unterrichts 
an  den  höheren  Schulen"  Leipzig  1904.  Dazu  kommen:  „Vorschläge 
für  die  Umgestaltung  des  mathemat.-naturwissenschaftl.  Unterrichts  an 
den  höheren  Schulen,  gerichtet  an  die  Schnlkommission  der  Natur- 
forscherversammlung'' und  sein  zurzeit  letztes  Wort:  Bericht  betreffend 
den  Unterricht  in  der  Mathematih  an  den  neunklassigen  höheren  Lehr- 
anstalten.    GeseUsch.  deutscher  Naturforscher  und  Ärzte   1905. 

Klein  deutet  hier  das  notwendige  Ziel  der  Entwicklung:  2  Arten 
höherer  Schulen  statt  3:  Oberrealschulen  und  Gymnasien,  letztere  mit 
wahlfreiem  Nebeneinander  von  Griechisch  und  Englisch,  recht  erkenn- 
bar an.    Zum  Schluß  weist  Referent  auf  zwei  Antrittsreden  hin. 

H.  Burhhardt  in  Zürich  am  22.  Nov.  Is97,  Jahresbericht  1902, 
Heft  1  und  2  ,,Mathem.  u.  naturwiss.  Denken".  Das  auch  die  Lehrer- 
welt interessierende  Thema  ist  dort  schlicht,  klar,  kurz  und  treffend 
behandelt. 

Greg.  Ricci,  5.  Nov.  1901,  Padua,  deutsch  abgedi-uckt  Jahres- 
bericht 16. Okt.  1902:  Anfänge  und  Entwicklung  der  neueren  Auffassungen 
der  Grundlagen  der  Geometrie,  die  im  Artikel  5  hätte  erwähnt  werden 
müssen;  inhaltlich  geht  er  nicht  über  Engel-Stäcliel  hinaus. 


Namenregister. 
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Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik. 

Ein  Handbuch  für  Lehrer  und  Studierende  von 
Heinpich  Weber,         und         Joseph  Weiistein, 

Professor  in  Straßburp  Professor  in  Straßburg- 

In  drei  IJiluden. 

I.  Elementare  Algebra  und  Analysis. 

2.  Aufl.    Mit  38  Textfiguren.    [XVm  u.  539  S.]    gr.  8.  1906.   In  Leinwand  geb.  n. .«  9 .  60. 

II.  Elemente  der  Geometrie. 

Bearbeitet  von  H.Weber,  J.  Wellstein  und  W.  Jacobsthal. 

Mit  280  Textfiguren.     [XII  u.  604  S.]     gr.  8.     1905.     In  Leinwand   geb.  n.  JC  12.— 

III.  Anwendungen  der  Elementar-Mathematik.    [ü.  d.  Fr.] 

„Daß  ein  Hochschuliehrer  von  der  Bedeutung  des  Verfassers  die  Elementar- 
mathematik von  böherer  Warte  aus  behandelt  und  mustergültig  darstellt,  ist  selbst- 
verständlich. Jeder  Lehrer,  jeder  Studierende  muß  das  Werk,  welches  nicht  nur 
in  methodischer,  sondern  auch  in  systematischer  Hinsicht  von  Bedeutung  und 
daher   eine   wichtige   Erscheinung   der  elementaren   mathematischen  Literatur 

ist,  besitzen  und    studieren."  (Zeitschrift  für  lateinlose  höhere  Schulen.    XV,  8.) 

„Die  Encyklopädie  will  kein  Schulbuch  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
sein,  ist  aber  zur  Torbereitung  auf  den  Unterricht,  namentlich  in  den  oberen  Hassen, 
den  Lehrern  der  Mathematik  di-ingend  zu  empfehlen,  welche  die  bezüglichen  Original- 
arbeiten nicht  alle  selbst  studiert  haben,  sich  aber  doch  orientieren  wollen,  wie  vom 
Standpunkte  der  modernen  Wissenschaft  die  Begriffsbildnngen ,  Metboden  und  Ent- 
wicklungen der  Elementar-Mathematik  zu  gestalten  sind," 

(C.  Färber  im  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,    tlahrg.  IX.     Heft  4.) 


Repertorium  der  höheren  Mathematik 

(Definitionen,  Formeln,  Theoreme,  Literaturnachweise) 

von 

Ernesto  Pascal, 

ord.  Prof.  an  der  Universität  zu  Paria. 

Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  weil.  A,  Schepp  in  Wiesbaden. 

In  2   Teilen. 

I.  Teil:  Die  Analysis.    [Xn  u.  638  S.]    8.    1900.    Biegsam  in  Lnwd.  geb.  JC  10.— 
n.  Teil:  Die  Geometrie.  [IX  u.  712  S.]   8.    1902.   Biegsam  in  Lnwd.  geb.  JC  12.— 

Der  Zweck  des  Buches  ist,  anf  einem  möglichst  kleinen  Baum  die  wichtigsten  Theorien  der 
neueren  Mathematik  zu  vereinigen,  von  jeder  Theorie  nur  so  viel  zu  bringen,  daß  der  Leser  imstande  ist, 
sich  in  ihr  zu  orientieren,  und  anf  die  Bücher  zu  verweisen,  in  welchen  er  Ausführlicheres  finden  kann. 

Für  den  Studierenden  der  Mathematik  soll  es  ein  „Vademecum"  sein,  in  welchem  er,  kurz 
zusammengefaßt,  alle  mathematischen  Begriffe  und  Besultate  findet,  die  er  während  seiner  Studien  sich 
angeeignet  hat  oder  noch  aneignen  will. 

Die  Anordnung  der  verschiedenen  Teile  ist  hei  jeder  Theorie  fast  immer  dieselbe:  zuerst  werden 
die  Definitionen  und  Grundbegriffe  der  Theorie  gegeben,  alsdann  die  Theoreme  und  Formeln  (ohne 
Beweis)  aufgestellt,  welche  die  Verbindung  zwischen  den  dorch  die  vorhergehenden  Definitionen  einge- 
führten Dingen  oder  Größen  bilden,  und  schließlich  ein  kurzer  Hinweis  axif  die  Literatur  über  die 
betreffende  Theorie  gebracht. 
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Durch  die  günstige  Aufnahme  veranlaßt,  welche  die  deutsche  Ausgabe  dieses 
monumentalen  Werkes  in  Fachkreisen  gefunden  hat.  und  auf  vielfache  Anregungen 
hat  sich  die  Verlagsbuchhandlung  entschlossen,  die  Encvklopädie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  in  Gemeinschaft  mit  der  Firma  Gauthier-Villars  in  Paris  auch  in 
französischer  Sprache  erscheinen  zu  lassen.  Das  Werk  wird,  wie  schon  die  erste 
Lieferung  zeigt,  seitens  der  deutschen  Bearbeiter  viele  Änderungen  und  Znsätze 
erfahren,  und  auch  die  französischen  Mitarbeiter,  sämtlich  Autoritäten  auf  ihren 
Gebieten,  haben  eine  gründliche  Umarbeitung  vorgenommen.  Zum  ersten  Male  dürfte 
somit  wohl  hier  der  Fall  eingetreten  sein,  daß  sich  bei  einem  so  großen  Werke  die  ersten 
deutschen  und  französischen  Fachgelehrten  zu  gemeinsamer  .\rbeit  verbunden  haben. 
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